X PC 2003, corrigé de la deuxieme épreuve.

Premiére partie

1. L’égalité Det A = Det'A donne ici Det A = (—1)"Det A , d’ott, si n impair, Det A =0 .

. 0 -D 14 . .
2. Notons A la matrice 5 0 ) et dy,...d,, les éléments diagonaux de D . Soit (e1,...,€m,€m+1,---,Cam) la base
m
canonique de R?™ et considérons la base B’ = (€1, €maty -3 ChyCmtky---s€2m—1,€2m) - On voit que chaque sous-

espace vectoriel Vect(eg, €,11) est stable pour 'endomorphisme X — AX qui a donc dans la base B’ pour matrice
une matrice A’ semblable diagonale par blocs :

0 —d
(@ ")
0 —do
A = (dz 0)

0 —dn
dm 0

Les déterminants de A et A’ sont les mémes, et, par blocs : Det A = Det A’ = d3.d3 - - d?, = (Det D)? .

3. Pour tout x € F , par définition de ’adjoint, on a :

a)
b)

©)

d

€)

a)

0=(z| () = (=f@@) | f(2)) = =llf @)* |

d’olt par définie-positivité du produit scalaire, f(x) =0 , et par suite f =0 .

Par hypothese, f* f = —f f = idg , ce qui exprime bien que f est orthogonale.

Comme ci-dessus, en notant n la dimension de E , on déduit de f* = — f et de Det f* = Det f que (—1)" Det f = Det f ,
or ici Det f = +1 # 0, donc nécessairement n est pair.

Pour tout vecteur v € E on a (v | f(v)) =0 : en effet, par f* = —fona (v| f(v)) = —(v| f(v)) . De plus, f(v) a
méme norme que v : (f(v) | f(v)) =—(v | f2(v)) = (v | v) . On en déduit que, quand v # 0 , v et f(v) sont toujours
indépendants.

Comme f? = —v , le sous-espace vectoriel G = Vect(v,f(v)) est stable par f . Or, de f* = —f on déduit que si
G est un sous-espace vectoriel stable par f , alors Gi est aussi stable par f . En effet, pour tout = € Gi et tout
y€Gy: (f(@)]y) = (x| —f(y) =0, ce qui prouve bien que f(z) reste dans G . Ici, avec F = G* on a donc bien
f(F)CF.

Montrons par récurrence sur k € [1,m] la proposition suivante :
3 (v1,...,v) € E* tels que le systeme Gy, = (vl, e, flur) e f(vk)) soit orthonormal.
La proposition est vraie pour k = 1 puisque pour v de norme 1 , on a vu en c¢) que f(v) est orthogonal & v et de

norme 1 aussi.
Supposons la propriété vraie pour k — 1 < m , et montrons-la pour k£ . Comme la taille du systeme Gy =

(Ul, cey Vo1, f(v1) .. .,f(vk,l)) est < n , il existe un vecteur v non nul dans (Vect(Gk))L , qu’on peut supposer
normé (quitte & diviser v par sa norme). Comme en d), on voit que puisque G}, est (par f? = —idg ) stable
par f , f(v) reste dans Gi . Mais on a vu aussi que f(v) est orthogonal & v et de méme norme 1 , donc
finalement Gyi1 = (v1,...,vk-1,v, f(v1) ..., f(vk—1), f(v)) est un systéme orthonormal. Donc, par récurrence, G,

est orthonormal, ce qu’on voulait démontrer.

Par définition, la matrice de f dans cette base est : Mat(f) = (Om _Im) :

Im Om
L’endomorphisme f? = —f*f est auto-adjoint, donc & valeurs propres réelles et diagonalisable dans R . La
E
décomposition en somme directe orthogonale £ = @ FE; est donnée par le théoréme spectral.
i=1
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b)

c)

a)

b)

a)

b)

©)

d

Soit, pour 1 < i < k, e; un vecteur propre associé a A; . On a, par définition : \; (ei ‘ ei) = (ei ’ f2(ei)) = —(f(ei) ‘

Lol _

f(ei)) , d’ott, puisqu'un vecteur propre est non nul, |e;||? > 0 et \; = —W <0
7

Ai-x , d’ou en composant par f , et par linéarité de f ,
) € FE; . Par suite, f(Ez) CEFE;.

Soit x un vecteur quelconque de FE; : on a f2(x) =
f3(x) = f2(f(®)) = \i-f(x) , ce qui sgnifie bien que f(z

Toute matrice A € A, est associée & un endomorphisme f : X — AX antisymétrique dans R?™ euclidien canonique.

Par 5., R?™ se décompose en somme directe orthogonale de sous-espaces vectoriels F; , stables par f , propres pour

f% . Ainsi, 'endomorphisme g; = f|E‘ garde les mémes propriétés d’antisymétrie que f (par restriction de I’égalité

(x | f(y)) = f(f(ac) ’ y) aux vecteurs de E; , et vérifie g2 = \;.idg, avec \; < 0 . On peut donc, soit appliquer

le 3.si A\; = 0, et dans ce cas g; = 0 , soit appliquer le 4. a h; = ﬁgi car h; vérifie bien h? + idg, = 0
—Ai

et trouver une base orthonormale B; ou la matrice de h; est (27" _OIm> , ce qui donne pour matrice de g; ,
m m
— _ Om Y _)\'LIm o . y .
Matp,(g;) = Mat(f| E1) = (\/T)\il’m 0, . Remarquons que le cas A\; = 0 ne peut arriver qu'une fois (les

A; sont distinctes).

Une concaténation des bases B; donne alors une base orthonormée B dans laquelle f a une matrice diagonale par
blocs, avec un bloc éventuel nul, celui-ci étant de plus d’ordre pair puisque tous les autres le sont et que 'ordre total
est pair. De plus, chaque base B; est faite de deux parties égales, en général B; = (Ui, Vi=f (Ui)) , sauf pour le cas
particulier éventuel A\; = 0 ol on la coupe arbitrairement en deux sous-systémes de méme cardinal, (U;,,V;,) . En
réordonnant la base B en commengant par concaténer les U; puis en concaténant seulement apres les V; on obtient
finalement une base orthonormée B’ dans laquelle la matrice de f est de la forme voulue :

wawtn = (% 7).

D étant une matrice diagonale avec des /—\; sur la diagonale. Cette propriété se traduit bien par 1’égalité
A=1Q (05 BD) Q , o Q7! = *Q est la matrice orthogonale correspondant au changement de base orthonormée
m

(base canonique — base B’ ) indiqué.

. . . 0 -D I (1 0
Avec les notations ci-dessus, on constate que la matrice ( g 0 ) peut s’écrire comme le produit ( m ) X
m

0 D
Om _Im Im 0 s 194 Ly L7 . ot Im 0 Im 0
(Im 0, > X ( 0 D) . Ainsi, I’égalité du a) peut se réécrire en A = 'Q 0 D X Jom X 0 D Q , cqfd
S ——— N —
‘M M

avec M = <16” g) Q@ . (Remarquons que M = (g IO > Q@ convenait aussi).

Deuxiéme partie

Classique : vient de w(x1,...,Ti—1,T; + Tit1, T; + Tit1, Tit2,--.,2n) = 0, qu'on développe par linéarité par rapport
aux variables n% et n°(i + 1) .

Pour k € [1,¢ — 1] , on montre par récurrence sur k la propriété Py :
«pour tout i € [1,¢ — k] , w(@1,...,Tiy ..., Tith,-..,2q) =0 des que zipg, = x; » .
Py est vrai par hypothese. Si P_; est vraie, alors, quand z; = x;j on a par la a) ci-dessus :

w(mla-'wxiv"'7xi+k‘—1axia"'7xq) = _w(xlw"7xi7"';miami-‘rk—lw")xq)

C’est clairement un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel de toutes les applications de E? dans R (les propriétés
de multilinéarité et d’alternance restent stables par combinaison linéaires, la forme nulle est g-linéaire alternée).

Par le cours, c’est la forme (x1,...,24) — Detp(z1,...,24) , le déterminant étant calculé dans une base B quelconque,
fixée, de E . (Elle est bien non nulle par Detg(B) =1 ).
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a) Par définition : w® (x1, 20, 23, 24) = w1, 20) w(w3, 24) — W(21, T3).W(T2, T4) + w(21, T4).w (20, T3) .
La linéarité de w® par rapport & chaque variable x; est claire, puisque, dans chacun des trois termes ci-dessus, la
variable z; apparait dans un facteur w( ., . ) et un seul et que w est bilinéaire.
Vérifions l'alternance. Elle résulte de 'anti-symétrie de w , en effet :
- si 1 = x2 , le premier terme est nul, les deux suivants se détruisent car opposés I'un de l'autre ;
- si 9 = x3 , le troisieme terme est nul, les deux premiers se détruisent car opposés I'un de 'autre ;
- sl x3 = x4 , le premier terme est nul, les deux suivants se détruisent car opposés I'un de 'autre.

b) On raisonne par récurrence sur p , le cas p = 2 étant acquis par ci-dessus. Supposons donc que w®=1 goit dans
Altg,_o et utilisons la formule de définition de w®) que nous écrivons classiquement sous la forme :

2p

WP (1, mep) =Y (D) 'w(ar, 2) wP (g, .. By a2p) (1)
=2

Linéarité par rapport a chaque z; : acquise par somme d’applications linéaires, puisque x; apparait dans un et un
seul des deux facteurs de chaque terme de la somme (1) ci-dessus, et que ce facteur est linéaire en x; .

Propriété d’alternance : on commence par le cas x; = ;41 , ¢ > 2 . Dans ce cas, tous les termes de (1) sauf deux sont
nuls, il ne reste que :

w® (@1,...,22p) = (fl)iw(xl,xi).w(pfl)(. ey Xig1, ) (fl)iJrlw(o:l,:177;+1).w(p71)(. Cy Ty )

et ces deux termes se détruisent quand x; = z;41 .
Reste le cas de x1 = x5 . Le premier terme de (1) disparait, il reste, en re-développant :

2p
w(p)(ajl, cey Top) = Z(—l)lw(arl, xi).w(pfl)(xg, ce Ty, Top)
1=3
2p
=3 (D'w(z,zi) - > (~D)¥w(@e,z) w2 (L E, 5, (2)
=3 i=z3

J#i

Dans la derniere somme, le symbole s; désigne j — 1 si j < ¢ (en effet, il n’y a plus la variable z; dans w®=1 donc
le rang de la variable xj est j —1 ), et j — 2 si j > i (en effet, alors, le rang de z; est décalé encore de 1 puisque z;
apparait apres x; qui a été supprimée). On voit donc que, dans la somme (2) ci-dessus, si 2 = x1 , un méme couple
(i,7) ot i # j apparait dans deux termes identiques (—1)'w(z1,x;)(—1)%w(zy, 2;).w P2 (..., &,...,T},...) , mais
qui sont de signes opposés. Donc, pour finir, la somme (2) est nulle et w(®) est bien alternée.

9. La bilinéarité est acquise par la linéarité de f et la bilinéarité du produit scalaire, ’anti-symétrie par la définition de
ff=-r.
10.

a) Comme w est dans Alts,, , cette forme est proportionnelle a la forme (non nulle) Det(x1, ..., Za,,) , d’olt Pexistence
d’un coefficient de proportionnalité P(A) .

(2m)

b) D’apres ci-dessus, il suffit (toujours) de faire le calcul de W;Qm) pour les vecteurs de la base canonique de R?™ |
puisqu’ alors leur déterminant vaut 1 . En appelant (eq,...,eq,) les vecteurs de cette base, il vient :

W;Q)(€1,€2,63,64) = (e1 | fle2)).(es | flea)) — (ex | fes))-(e2 | fea)) + (ex | flea))-(e2 | fles))

d’olt par définition de la matrice de f et des composantes dans une base orthonormée, P(A) = a12a34—a13a24+0a14a23 -

¢) Comme avant, P(A4) = w(m)(el, ..., €2y) . Par la définition de f , seuls les termes wy(ex, €myr) = —di, , 1 <k <m,
sont a priori non nuls, d’ou :
P(A) = (1) (=)o (ea, .o emy empz - eom) = (1) drw™ Vea, . Emin, .o eam)

et par une récurrence immédiate, P(A) = (=1)"dy(=1)""1dy - (=1)'d,, = (=1)™"*+D/2Det D .
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Troisiéme partie

11.
a) Clair : {("MAM) =*M'AM = —'MAM .

b) Soit f et g les endomorphismes de R2™ associés aux matrices respectives A et *MAM , ie. f : X — AX et
g:X —'MAM X . On a que wg(z,y) = (a: ‘ tMAMy) = wy(Mxz,My) , puis, par une récurrence évidente en
utilisant la définition :

Vk e [l,m] wék)(xl, cey Tog) = w;k)(Mml, oo Mayg) .
On trouve ainsi :
wém) (T1,...,Tam) = wj&m (Mzy,...,Mzopm)
= P(A) Det(Ma:l, ey M‘TQm)
= P(A)Det M Det(z1,...,%om) ,
d’on, par définition du Pfaffien, P(*M AM) = P(A) Det M .

-D

12. Par 6.a), on a A = 'Q (OZ; 0

) Q , d’ott par 10.c) et 11.b) : P(A) = Det Q.(—1)™™*1/2Det D , ce qui, vu

0, —D
D 0p

13. On utilise 6.b) : A = *MJy,, M . Par définition, [[(A) = Det M [[(Jam) , tandis que P(A) = Det M.P(Ja,,) =
(—1)m(m+D/2Det M . On en déduit que [J(A) = (—1)™m+TV/2[[(Ja).P(A) .

14. Par 11.b), on a P(Jay,) = P(*M Joy, M) = Det M.P(J2y,) , et comme P(Js,,) = 1 # 0, il en découle bien Det M =1 .
15.

., oo (0, —'BY (!B 0, 0 —In B 0, -
a) On écrit : A = <B 0, > = <0m Im) X <Im 0, ) X <0m Im) , d’on par propriétés du Pfaffien et du

Det @Q = +1 (Q est orthogonale), et Det A = Det ( ) = (Det D)2 , implique bien (P(A))2 =Det A .

déterminant :

P(A) = Det(B).P(Ja,) = (=1)™m+1/2(Det B) .

b) On commence par le cas A1 = Jom, , As = Jom, . La matrice obtenue se rameéne (est semblable) & la matrice
Jo(m,+m,) lorsqu’on intervertit, dans la base canonique (ei, ..., €2m, +2m,) , les vecteurs e, 41, .., €m; 4m, avec les
vecteurs €am, +1, - - - s €2m, +ms - Cela correspond & un changement de base orthonormée de déterminant (—1)™1™2 (on
réalise en effet m;.mgo transpositions de vecteurs consécutifs). D’apres la formule du 11.b), on a alors :

P < J2m,1 02m1,2m2 > — (71)m1m2P(J2(m1+m2))

02m1,2m2 J2mz
_ (71)m1m2(71)(m1+m2)(m1+m2+1)/2 — (71)m1(m1+1)/2.(71)m2(m2+1)/2 .

Dans le cas général, on écrit Ay = P My Joy,, My et Ay = ' MsJoy,, Mo , d’olt

A— ( Ay 02m1,2m2> _ (tM1J2nle1 02m4 ,2ms >
02m; 2ms Ay 02m, ,2ms E My Jom, Mo

_ EMy 020, ,2ms « Jom, 021, ,2m, « M, 0211 ,2m
02m1,2m2 tM2 02m1,27n2 J2m2 02m1,2m2 M2 ’
et par propriété du Pfaffien :

P(A):DetMlDetMg.P< Joms 02m172m2)
02m1,2m2 J2m2

— (_1)m1(m1+1)/2 Det Ml.(_l)’lng(’fﬂz-‘rl)/Q Det M2
— P(A).P(As) w



