X Maths 1 2003 — filiéere PC

Walter APPEL

Premiére partie

¢ 1 L’équation (1) est une équation différentielle linéaire, du second ordre, homogéne. £ est un espace vectoriel complexe.

¢ 2 Les fonctions z; et xy étant de classe €2, leurs dérivées ) et x5 sont de classe €'. On en déduit que la fonction
W (z1,22) est également de classe ¢’'. Dérivons cette fonction, on obtient

W' (z1,22) = 225 + 2105 — 220 — 225 =0
ce qui montre que W (z1,x2)(t) est indépendante de ¢.
4 3.a  Remarquons que 'opérateur de translation 7 et I'opérateur de dérivation commutent et que, notamment, pour toute
fonction deux fois dérivables : 7 (f)" = T (f")
Soit maintenant f une solution de I’équation (1). Notons g = 7 (f). Alors, pour tout ¢t € R :
g'(t) + (A —a(®) g(t) = f"(t +T) + (A — a(t)) f(t +T)
=f"t+T)+(A—qt+T)) ft+T)=0
Ainsi, si f € £, alors T(f) € €.
¢ 3.b 7 est clairement un isomorphisme et il est inversible (fabriquer son inverse qui translate de —T'!)
4 4.2 On invoque le théoréme de Cauchy-Lipschitz

4 4.b  On remarque dans un premier temps que la famille (z1,z2) est libre. Montrons maintenant qu’elle est génératrice.
Soit y € & une solution de (1). Posons z = y(0) 1 + 3/ (0) 2.
Alors z est solution de (1) et on a 2(0) = y(0) et 2/(0) = ¥’(0). En d’autres termes, z et y sont solutions de la méme
équation différentielle linéaire d’ordre 2 et vérifient les mémes conditions initiales. D’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz,
y = z. On a donc montré que y est combinaison linéaire de x; et de .
La famille (x1,z2) est donc une base de £.

¢ 5.a Notons M = (g g) la matrice de 'endomorphisme 7 dans la base (z1,x2).

L’image par 7 de la fonction x1 est 7(z1) = axy + Szo. Evaluant cette expression en t = 0, on trouve

a=7(x1)(0) = 21 (T).
Evaluons maintenant la dérivée en t = 0 :
7(21)'(0) = a1 (0) + B25(0) = B

Puisque l'opérateur 7 et la dérivation commutent, on a également 7(x1)'(0) = 2} (T) et donc 8 = = (T).
De méme avec s, ce qui donne

4 5.b  Le déterminant de cette matrice est égal au wronskien de (x1,z3) évalué en T :
det M = o1 (T) 25(T) — 2o(T) 27 (T) = W (w1, 22)(T) = W(x1,22)(0) = 21(0) 25(0) — 22(0) 27 (0) = 1.

#5.c A=Luw(M)=1(a:(T) +25(T))

4 6 Les valeurs propres de 7 sont les racines du polynéme caractéristique de 7, qui est

21(T)—p  xz2(7)
P(p) = det(M — ply) = =p*=2Ap+1
)= Aot W) ah(T) —p| o

¢ 7.a  On suppose A réel et |A| # 1. Le discriminant réduit du polynome P vaut A% — 1. Il est donc non nul et, par
conséquent, P admet deux racines distinctes. Puisque 7 admet deux valeurs propres distinctes et que £ est de dimension 2,
7 est diagonalisable et, par conséquent : £ est la somme des (deux) sous-espaces propres de 7.

¢ 7.b  On suppose |A| < 1. Le discriminant réduit D = A% — 1 de P étant négatif, P admet deux racines conjuguées
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p=A+iV1-— A2 et p=A—iy1-AZ

Le produit des racines étant égal au déterminant de M, a savoir 1, on peut conclure | p|2 = | 5\2 =1.

Notons (u,v) une base de £ formée de vecteurs propres de 7 et montrons que u et v sont stables.

En premier lieu, remarquons que la restriction de u & [0; 7] est bornée (comme toute fonction continue sur un segment).
Notons A= sup |u(?t)].

te[0;T']

Soit t € RT. Posons n = E(t/T), de sorte que t —nT € [0;T]. On peut alors écrire u(t) = 7" (u)(t — nT) = p" u(t —nT)
donc |u| est périodique, donc bornée, donc stable. Idem pour v. Toute combinaison linéaire de u et v est donc stable.

Montrons maintenant que u n’est pas fortement stable. En tant que fonction propre, v est non nulle et donc A > 0. On
sait que ce maximum (sur [0;7']) est atteint ; notons ¢y un point vérifiant |u(tg)| = A > 0. Alors, pour tout n € N*| on a

u(to +nT) = p" u(to) |u(to +nT) = |u(te)| = A.

Notamment, u ne tend pas vers 0 en l'infini, et donc u n’est pas fortement stable. Pour la méme raison, v n’est pas
fortement stable.

¢ 7.c  On suppose |A| > 1. Le discriminant réduit du polynéme P est donc strictement positif et P posséde deux racines
réelles distinctes p et p’, de produit pp’ = 1. L’une de ces racines est donc de module strictement inférieur a 1, et 'autre de

module strictement supérieur & 1. On supposera par exemple |p| < 1 et o' > 1.
Notons u une fonction propre pour la valeur propre p. Notons encore A = sup |u(t)| Soit t € RT. Posons n = E(t/T),
te[0;T]

de sorte que t — nT € [0;T]. On peut alors écrire
u(t) =7"(u)(t —nT) = p" u(t — nT)
et, en passant au module :
lu(®)] = lp|" |u(t —nT)| < |p|" A.
On a donc . 115_1’1 u(t) =0.
Notons v une fonction propre pour la valeur propre p’. Posons N = sup |v(t)|
te[0;T]

Cette borne supérieure est atteinte en au moins un point; on peut donc choisir t; € [0;7] tel que |v(t1)] = N > 0.
Alors, pour tout n € N, on a v(t; +nT) = p'™ v(t1) donc

lv(ts +nT)| = |p'|" N.

Notamment, v n’est pas bornée, donc n’est pas stable (et encore moins fortement stable).

Par ailleurs, la famille (u,v) forme une base de £. Toute solution de I’équation (1) s’écrit sous la forme au + fv; si
B # 0, cette solution ne saurait étre bornée et encore moins tendre vers 0; si au contraire § = 0, la solution est bien sir
fortement stable.

’ Une solution est fortement stable si et seulement si elle est multiple de u. ‘

Toute solution stable est également multiple de u, et tous les multiples de u sont fortement stables, donc :

’toute solution stable est également fortement stable. ‘

4 8.a Le discriminant réduit du polynéme P est nul, donc P admet une racine double p = A = €. Choisissons un vecteur
propre u associé & p. Complétons maintenant la famille libre (u) en une base (u,v) de £. La matrice représentative de
Pendomorphisme 7 dans la base (u,v) a pour expression générale

E a
B = mat(r) = (o b)

ou (a,b) € C2 Cette matrice étant triangulaire supérieure, elle admet ¢ et b comme valeurs propres. Puisque sp(B) =
sp(7) = {e}, on en déduit que b = ¢.

4 8.b  Onsuppose a # 0. L’endomorphisme 7 n’est alors pas diagonalisable. On garde les notations de la question précédente :
u est donc une fonction propre pour 'opérateur 7. Notamment, 72(u) = u, ce qui prouve que la fonction u est 27-périodique
(et méme T-périodique si ¢ = +1). Ainsi, u est une fonction bornée, donc stable. Etant périodique mais non nulle, elle ne
saurait admettre de limite nulle en +o0.

’ la fonction u est stable mais non fortement stable.

Avant de traiter le cas général, montrons que v n’est ni fortement stable, ni stable.
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— On suppose pour commencer v fortement stable. Pour tout ¢ € R, on a
v(t+T)=71W)(t) =au(t)+ev(t) (1)

donc au(t) =v(t+T) —cov(t)

En prenant dans cette équation la limite ¢ — oo, et puisque a # 0, on obtient tligrn u(t) = 0 : contradiction.
— 100

Conclusion : v n’est pas fortement stable.
— Utilisons deux fois de suite la formule (1) : on obtient, pour tout ¢t € R :

v(t+2T) =au(t +T)+ev(t+T) =au(t+T)+cau(t) +e*v(t)
= 2ae u(t) + v(t).

donc v(t + 2T) — v(t) = 2a e u(t)
Choisissons un réel ¢ tel que u(tg) # 0 : on obtient

VN e N v(to + 2NT) = v(tg) + 2N au(ty)
——
#0

ce qui montre que la fonction v n’est pas bornée : v n’est pas stable.
Soit maintenant f une solution non nulle de (1). Il existe des scalaires «, 5 € C tels que f = au+ Bv. Si =0 (et donc

a # 0), la solution f n’est pas fortement stable. Supposons donc 8 # 0. La fonction cu étant bornée et la fonction Sv ne
I’étant pas, f n’est pas bornée, donc ni fortement stable, ni méme stable.

L’unique solution fortement stable est la solution nulle. ‘

Seconde partie

Puisque )\ et ¢ sont réelles, on cherche désormais des solutions réelles a I’équation différentielle (1).

¢ 9.a L’équation (1) s’écrit
2" +dx =0 (2)

Distinguons trois cas selon le signe de .

Cas A > 0 Les solutions de I'équation (2) sont de la forme z(t) = arcos (VAt) + Bsin (V/At) donc

.
x1(t) = cos (ﬁt) et xo(t) = 7 sin (ﬁt)

Ainsi, 21 (7) = 24 (7) = cos (VA7) et donc
YA >0 Ag(N\) = cos (ﬁﬂ) (3)

Cas A\=0Onauz(t)=1 et x2(t) = ¢ donc Ap(0) = 1.

2
Cas A < 0 Les solutions de ’équation (2) sont de la forme
z(t) = ach (V=Xt) + Bsh (V=At),

d’ou
1

z1(t) =ch (V=Xt) et xQ(t)zm

sh (\/jt)
On en déduit zq(m) = xb(7w) = ch (\/j)\ﬂ) et
YA<0  Ag(A) =ch(V=An).

Ag est de classe ¥°° car développable en série entiére :

Ve eR Ax) = Z 51

n=0

(_1)n ﬂ.Qn ™
(

49Db
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¢ 9.c  On suppose que A = n? ot n est un entier naturel. En utilisant les formules (3), on obtient successivement

x1(m) = cosnm = (—=1)" xo(m) = —nsinnw =0
1 . / n
xa(m) = . sinnm = 0 x5(m) = cosnm = (—1)

et donc, en utilisant la question 5.a :

4 10 L’équation (1) s’écrit maintenant
2"+ (W —q)x =0

Une simple récurrence permet de montrer la propriété demandée.
4 11 Choisissons un réel A positif. Alors
Qn ATL

Qn A"L
Vn € N sup  |up(t,w)| < —— et sup (o (t,w)| <
te[—A;A]‘ () w" n! te[—A;A]} (8 wr
Qn An
Or la série ) ——- est convergente (de somme exp(QA/w), ce qui prouve que les séries de fonctions 3 un (-, w) et 3 vn (-, w)
wnn!
convergent normalement, et donc uniformément, sur [—A; A]. On en déduit que t — 1 (¢, w) et t — z(t,w) sont continues

sur [—A; A]. Ceci étant vrai pour toute valeur du réel A, on en déduit que les fonctions x1(-,w) et zo(-,w) sont continues
sur R.

¢ 12.a En dérivant sous la signe somme et dans la borne,

ul, (t,w) = /Ot% (W) q(8) up_1(s,w)ds

c’est-a-dire

u, (t,w) = /0 cos (w(t — ) q(s) up—1(s,w) ds.

De méme

v, (t,w) = /0 cos (w(t — ) q(s) vp—1(s,w) ds.

¢ 12.b  Soit n € N* un entier naturel non nul. Soit ¢ € R. Effectuons une majoration triangulaire de 'intégrale définissant
ul,, en utilisant les majorations obtenues dans la question 10 :

n 1 nt n tn
|, (¢, w)| §/ Q |un—1(s,w)|ds < %7' [8} = Qn—it'l
[0:t] wrtn-=1![n|, wiin!
De méme Q" "
"t
/! t7 <
] < 21
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¢ 12.c Fixons-nous un réel A positif. Alors
Q’I’L An

- 9
te[—A;A] wntnl te[—A;A] w™n!

Vn e N sup |u, (t,w)| < @A et sup oy, (t,w)| <

donc les séries de fonctions Y u/ (-,w) et > v/ (-,w) convergent normalement, et donc uniformément, sur [ —A ; A]. Puisque
les séries > up, (-, w) et Y v, (-, w) convergent simplement en 0 (par exemple), on en déduit que les fonctions ¢ — x1(¢,w) et
t — mo(t,w) sont de classe € sur [—A; A] (et leur dérivée peut étre calculée en dérivant terme & terme les séries qui les
définissent). Ceci étant vrai pour toute valeur du réel A, on en déduit que

’Les fonctions x4 (-,w) et z2(-,w) sont de classe € sur R. ‘

4 13 Soit t € R. Calculons l'intégrale du membre de droite de la formule de 1’énoncé :

sm( (t—s)) 1 (5,0) ds = sin ( t—s)) S (s.0) ds
A dfs) 71(s,0) d /Z () tn (5,0 s,

w

On peut intervertir la somme et l'intégrale, grace a la convergence uniforme de la série de fonctions de terme général

. sin (w(t — s)) sin (w(t — s))

q(s) un(s,w) (puisque s — q(s) est continue donc bornée sur [0;¢]) :

w w
tsin (w(t — s sln wt >
/0 ¥ q(s) z1(s,w dS*Z/ " )q(s)un(s,w)dsngounﬂ(t,w)xl(t,w)uo(t,w)
On fait de méme pour s et on obtient :
t
t —_
x1(t,w) = coswt —I—/ s (wi} ) q(s) z1(s,w)ds (4)
0
. t 2 t _
xwmm”+/““ D o) a(s,) ds (5)
w 0 w

Il n’est malheureusement pas possible d’itérer la méthode exposée dans les questions 10 et 12.b pour montrer que les
séries de terme général u(-,w) et v//(-,w) convergent; en effet, la formule établie dans le théoréme 2 fait cette fois-ci
apparaitre un terme de bord. Sans connaissance supplémentaire sur la fonction ¢ (et notamment sur sa régularité), il n’est
pas possible de conclure.

¢ 14.a  Dérivons deux fois les expressions (5)

7y (t,w) = —wsinwt + /0 cos (w(t — s)) q(s) z1(s,w)ds + 0

xh(t,w) = coswt —1—/0 cos (w(t — s)) q(s) z2(s,w) ds + 0,

¢
o (t,w) = —w? coswt — w/ sin (w(t — 5)) q(s) z1(s,w) ds + cos(0) q(t) 21 (t,w) = —w? 21 (t,w) + q(t) 21 (t,w)
0
et
¢
zh(t,w) = —wsinwt — w/ sin (w(t — 5)) q(s) B2(s,w) ds + cos(0) q(t) z2(t,w) = —w” za(t,w) + q(t) z2(t,w)
0
ce qui prouve que 1(-,w) et z2(-,w) sont solutions de (1) pour A = w?.

¢ 14.b  On vérifie immédiatement que

N T

Le résultat de la question 5.c montre alors que

15 Ona
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(Zunww +Z >cosw7r

l\J\H

= % (Z Up (T, w) + Z v%(w,w)) (6)
n=1 n=1

donc, en remarquant que ces séries convergent normalement et donc absolument, et en utilisant une inégalité triangulaire
conjointement avec les inégalités des questions 10 et 12.b :

nn

ENGYRVNGVEED SR At

-1 w" 2o whn

< —1=exp <7TQ) -1
n=o w"n! w

18,(3) = Ag(N)] < exp (7;?) Y

A
18 5

ce qui montre, comme w = VA, que

¢ 16.a On a, par définition de u; :

w

up (m,w) = /07r M q(s) coswsds

et par dérivation de v; (le terme de bord étant nul comme nous l'avons vu a la question 12.b) :

vy (mw) = /07r cos (w(m —s)) q(s) sin(ws) ds

donc
! —l i s)| sin (w(m — s)) cos(ws) + cos (w(m — s)) sin(ws
u1(mw)+v1(mw)—w/o a(s) [ sin (w(m — 5)) cos(ws) + cos (w(r — 5)) sin(ws) |
sin [w(Trfs)ers]
:smww/”q(s)ds
w 0
donc

uy (m,w) + v} (m,w) = 0.

¢ 16.b Reprenons I'équation 6 : compte tenu de la relation précédente, on obtient

Ay(N) — (Z U (7, w) Zv (, w))

et donc, par inégalité triangulaire :

12 '*anv*e" P(5) 1%

1
Or on sait que exp(z) —1—2 =0 (2) au voisinage de 0; on en déduit que
z

Ay = Ag(N) + O %

4 17  Soit @ > 0. On peut supposer, sans restreindre le probléme, que 0 < o < 1/2. Posons ¢ =1 —cosma; alorse €]0;1].
On a de plus cos ([—ma;ma]) C [1—¢€;1]
Par périodicité de la fonction cos, on peut montrer le résultat intermédiaire suivant :

Lemme : Soit I un intervalle de R tel que

Veel cosr>1—¢
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Alors il existe un entier n € N pair tel que I C [n(n — ) ;m(n + a)].
De méme, si I vérifie
Veel cosr < —1+¢

alors il existe un entier n € N impair tel que I C [7(n — a);7(n+ «)].
On sait, d’aprés la question 15, que

AETOO |A4(A) = Ag(N)| =0.

On en déduit qu’il existe un réel Ag > 0 tel que, pour tout A > A, on a
|Ag(A) = Ag(V)] <e.

Soit J un intervalle d’instabilité inclus dans [ g ; +oo [. Alors, pour tout A € J, on a |[Ay(A)| > 1 et donc, puisque Ag

est continue :
YaeJ Ag(A)>1—¢

ou
YaelJ Ag(N) < —1+¢

(ces deux possibilités s’excluant mutuellement puisque € € [0;1].) Le résultat intermédiaire montré ci-dessus permet de
conclure qu’il existe un entier n € N tel que

viaeJ Ve [n(n—a);r(n+a)]

c’est-a-dire
YaeJ Ae[(n—a);(n+a)].

Les intervalles d’instabilité sont donc toujours "centrés" sur les carrés des entiers; ils sont donc de plus en plus éloignés.
(Notre étude ne permet pas de conclure quant a leur largeur en revanche. Se reporter par exemple au bouquin d’Arnold sur
les EDO, Editions Mir, Moscou, pour une étude plus détaillée.)
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