X 2000 option PC : Math2

Premiére partie

1. a) classique : I'existence de la borne supérieure étant a justifier avec la continuité de V- — XV sur la
spheére unité.

b) Pour tout V € R | XY V| < N(X) |[YV|| < NX)N()||[V| . Par comparaison d’un majorant et
de la borne supérieure, on déduit que N est une norme d’algebre.

Si n > 2, considérons la matrice X dont tous les coefficients valent 1;
elle vérifie Noo(X?) =n > Noo(X)? = 1.

Sin =1, Ny coincide avec N c’est-a-dire la fonction valeur absolue.
Ainsi, Ny, est une norme d’algebre uniquement lorsque n = 1.

2. a) Le déterminant s’exprimant & 1’aide de sommes, différences de produits des coefficients de la matrice,
Iapplication det est continue sur M, (R) . Par conséquent, la suite (det(X})), tend vers det(X) # 0;

il existe donc un rang & partir duquel les det (X)) sont non nuls.
b) En remarquant que X! (X — X)) X' = X! — X! et en utilisant I'inégalité du 1.b) , on déduit :

_ - - -1 -1 -1
1V =XV = (X =X V[ < N (XX = X)) [,V
-1 -1
<N (X THN(X - X)) || X, V]|

Puisque la suite (N(X — X, tend vers 0 , il existe un entier pg tel que
plip

1

> NX-X,) < ———.
vp_po ( ;D)— 2N(X_1)

L’inégalité de la question précédente fournit ensuite :
1
Wpzpo |16V < XTIV GV = XTIV < XV 4 5 [1X TV
puis, Vp > po ||Xp_1V|| §2||X_1V||.

Remarque : 'énoncé aurait dii demander une constante C' indépendante de V', ce qui est essentiel
pour la suite.

¢) La constante C' = 2 trouvée ci-dessus étant indépendante de p et de V' , on a pour p > pg
WeER' (X1 XY V][ <ON(XT)N (X - X,) [|XTV] < ON (X7 N (X = X,) V).
. , ITCINGN N I =x" v
On en déduit, que le réel CN (X ) N (X — X,) majore I’ensemble des V] ou
V € R™\ {0} ce qui livre :

Vp>po N(X;'-X')<ON(X)’N(X-X,) — 0.

P T
D’ou le résultat demandé.

3. Remarque préliminaire : une matrice X possédant la propriété (P), vérifie les inégalités (x) suivantes :
(*) Vi € [1n] ‘Xiil =X > — Z Xij = Z |Xij|
J#i J#i
a) On suppose qu’'un vecteur V # 0 vérifie XV =0 . Alors |v;,| = max |v;| est strictement positif et
<i<n

Vi € [17’1] Xij’Uj =0.
=1

J

J#io J#io
contradiction avec (*) . On vient ainsi de démontrer que X est de noyau nul donc inversible ( X est
une matrice carrée ).

En particulier, X iovi, = — >, Xip;v; implique |Xiio| |vig| < (Z |Xi0j|> |vig| ce qui est en
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b) On suppose que Vi € {1..n} Z Xijv; >0 et que v, = 12(112 v; < 0.
N

Alors Xi i viy, = ZX“JUJ + Z 11] Z u] Z (_Xilj) Uiy

J#i1 Jj#i j#i
car — Xj,; > 0 pour j # i;.

On divise ensuite par v;, < 0 et on obtient X;,;, < Y (—Xj,;) , qui est encore incompatible avec
J#i
(%)
4. Soit un entier p fixé. D’apres S.a) la matrice X, est inversible.

Posons, pour k € {l.n}, V}, = ~le Lol (e1, €2, ...6,) est la base canonique de R™; Vj est la ieme
colonne de X 1. Le vecteur X, V) = ek étant & composantes positives ou nulles, la question 3.b) démontre
que Vi est également a composantes positives ou nulles. En conséquence, tous les coefficients de la matrice

Xp_ sont positifs ou nuls. Par ailleurs, on sait par 2.c) que X, I — X! Les coefficients d’une matrice

—>+oo
étant ses coordonnées dans la base canonique de M, (R) , on en déduit que (X_l) o= lim (X_l) >0
o potoo N P iy
pour tous %, j.
Deuxiéme partie
5. a) unicité de u: siu’ =v" = —f , alors u — v est affine donc nulle (car u — v s’annule en 0 et 1 ).
ezistence de w : si on note F' : x — fo t)dt la primitive de f qui s’annule en 0 , alors la fonction

wiw— — / dt—i—x[/olF(t)dt]

est C* sur [0, 1] et vérifie les conditions requises.
Remarque : une intégration par parties fournit une autre expression de u :

—/Ozf(t)(x—t)dwx[/Olf(t)(l—t)dt]

b) Si f >0, u” <0 donc u est concave sur [0,1]. Son graphe est donc situé au dessus de la corde
joignant les points d’abscisse x = 0 et = 1, c’est-a-dire au dessus de 1’axe horizontal.
~ 1-
c) Pour f=1,u(x) = M
6. a) My = sup |u® (z)| existe par continuité de u(*) sur le compact [0, 1].
z€[0,1]
En appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange & u C* sur [0, 1], on obtient :
(x — z;)? (z— z;)?

Ve €[0,1] wu(x)=u(z;)+ (x —z)u (z;) + 5

u'’ (z;) + u® (z;) + Ry(x)

4
avec |Ry(x)| < lz =i’

) et en additionnant, on déduit :

My . On écrit cette inégalité pour = x;_; ( respectivement pour & = ;41

)2
(o) i) = 2u () + 20 (2) 4 Buenn) + Baficn)
. L , (h)*
Le résultat demandé provient ensuite de |Ry(zi41)| + |Ra(xi—1)| < QWMZL .
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b) Pour f = 1, 4 = 0 car @ est un polynéme de degré 2. L’inégalité précédente conduit, alors, a

Pannulation de tous les u” (x;) — 72 (U (xi—1) — 20 (x;) + U (xi41)) avec U’ (z;) = —f(a;) = —1.
2 -1 0 . . 0
-1 2 -1 0 . 0
1 0 -1 . . . .
7. a)A:ﬁ - - - 10 e M, (R).
. . .. -1 2 -1
0 . . o -1 2

b) La forme quadratique @ associée & la matrice A symétrique réelle s’écrit :

QV)=(AV|V) = 72 lZU - Z UZUZ+1] = = (v} + Z —vi1)? 02

ce qui prouve que @ est positive.
¢) Q est définie car Q(V) = 0 implique ’annulation de tous les carrés réels ci-dessus donc de tous les
v;. Ainsi, la matrice A est définie positive donc inversible ( son spectre est dans R* ).

8. a) La matrice ne vérifie pas la propriété (P) car la somme des coefficients de la ligne ¢ est nulle pour
2<i<n-— 1. En revanche, A est la limite d’une suite de matrices vérifiant (P), par exemple :

A, =A+ h —1I,, o1 p € N*. D’apres la question 4., B = A™! est & coefficients positifs ou nuls.
p
b) On a vu au 6.b) que

Vi € {1”} % (—’zl,\ (.’L‘i_l) +2u (x;) — a($i+1)) =1

c’est-a-dire que, si U désigne le vecteur de R™ de composantes u; = u(z;) , on a AU = F soit
U BF Cette derniere égalité s’écrit :

n
. ozl —x
Vi € {1n} ZBij =Uu; = %
=1
Une étude des variations de  — 2 (1 — ) sur [0, 1] conduit ensuite au résultat attendu :

1
Vie{l.n} u;e€ [0, 5]

9. a) En appliquant 6.a) & la fonction u,on obtient, pour 1 <i <n:

1 h? .
‘f(xi) bt (i) 20 (@) +u ($i+1))‘ <"u owM=spl
(0,1]
soit, puisque ug = 0, uy, ug, ..., Un, Up+1 = 0 vérifient (2) avec f; = f(x;),
1 h2
() 7z [ (wim = (@im1)) + 2 (wi = u (@) = (Wirs = u(zi))]| < 75 M

Posons, (Au); = u; —u(z;) pour 0 <i <n+1, (ce qui impose (Au), = (Au), ., =0 ) et désignons
par Au le vecteur de R™ de composantes (Au),, 1 < i < n. Le vecteur V = A(Au) a comme
composantes les

Vi = % (_ (Au);_y +2(Au); — (A“)z‘—H)

h2
et I'inégalité précédente (xx) dit que |v;| < EM pour tout 4 tel que 1 < ¢ < n. Par ailleurs Au = BV

conduit a

Vie{l.n} (Au), ZBU’UJ
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n
Sachant que les coefficients B;; sont positifs ou nuls et que 0 < > B;; <

Vie{l.n} [(Au)| <> Byl < | Y B oM < M.

96
b) Avec les notations précédentes : Noo (Au) < m qui signifie que w1, ug, ..., u, fournissent
+
imation des u (1) ) ) tell u (i) —ui| < M
une approximation des u (x1) ,u (x2), ..., u (z,) telle que 121%)(” w(x;) —u| < % (n 1 1)2.

15022 (Jc4 — 5)

(304—1—5)5/2
150 x 5
et 5<at+5<6,donc |f (z)] = —f"(x) < 5

6v/5 V5

n tel que 96(72 < 10~* clest-a-dire n + 1 > 1 x 100 = 37.3837... soit n > 37.
n

+1)

¢) La fonction f est C* sur [0,1] et f" (x) = .Pourz €[0,1],ona -5 <azt—-5< -4

= 6v/5. D’apres Iétude précédente, on choisit

Troisiéme partie

"

10. a) L’équation homogene (H) : u” — —u = 0 admet comme solutions les fonctions :

2

x x

n - T T

x—XeP +ue P ch(=) + Bsh(=)
p p

1
On résout ensuite I'équation (L) : ' — —f parlaméthode de variations des deux constantes ;
on sait qu’il existe v et 3 de classe Cl sur [0, 1] telles que

(o) =)o)

. x T . . o’uy + Buy =0 1
: h(—) et : h(=) . On obtient 1 t f=Z
olu; : T — ¢ (p) et us :x — s (p) n obtient le systeme { o, + By = —f avec u} pug
1
et ub = 1—)u1 dont les solutions sont : o/ =p f us et B/ = —p f uy soit

a(x)zp/ozfug—l—c et B(m):—p/ozful—i—D.

On ajoute les conditions v (0) = « (0) =0 et u (1) = a (1) ch(1/p) + B (1) sh(1/p) = 0 c’est-a-dire

C =0et Dsh(1l/p) = —p/ f (ugch (1/p) — ursh (1/p)) :—p/ f( sh( , >dt

et on obtient I'expression (E7) de l'unique solution du probléeme (3) :

() /f sh< >— x/p/f ( >dt

Remarque 1 : ulP! est C* sur [0, 1] car de classe C? et ulPl”” = —f + —u I est C2.

—x
Remarque 2 : Avec le systéme fondamental vy : x — sh(—) et ug : * — sh(——) on trouve une
p p

deuxiéme expression (E2) de la solution ul?l

(E») u[P](x):Sh(le/p) /f sh( - >dt+sh ;””)/Ozf (t)sh(%)dt
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b) Soit x € [0, 1] fixé. On remarque que Vu <0 sh(u) < u et, en conséquence,

— X

Vi€ [0,2] psh (t >—(t—x)§0.

[ om(5) 10| 059 0o
<lfll [ |62 pot (2)]

Ainsi,

2
Or, p? (ch(f) - 1> ~ T livre :
P 2

p——+o0

[ [<>H*<—>1 SHOES

0

et en conséquence / f (t)psh ( > dt — / f @ t—=x)
P p—+o0

sh(z/p)

sh(1/p) p=+oc

p%w/f t—xdt—x/f ) (t—1)dt = u(a)

On reconnait une des expressions vues au 5.a) pour la fonction u solution du probleme (1).

Cette derniere limite écrite en x = 1, et z conduisent finalement & :

N.B : il est possible de démontrer plus simplement ce résultat a ’aide de ’expression (Fs) en utilisant
le théoréme de convergence dominée ( 0 < sh(t/p) < sh(1/p) pour tout t € [0,1]) et psh(z/p) — =
) .
11. f=1
a) On a déja calculé, a la question précédente 1’égalité

[ra(52)ar (oo (3) - 5)

qmm%;mum:_%%w<%>—iggik% h(%)]APmﬁ@smnz%mgmgy

on obtient la simplification :

oo () o (2 2
e (x):2p h(::)(i)( 2p >Ch E%) [Ch <i>—ch <2x—1>]

2p
~ 1- 1- ~
Remarque : on retrouve bien que al?! (z) ~  2p? ’ T) = 21— @) =u(x) .
p—+oo 2p 2p 2

b) alPl (1 —z) = @lP! (z) donc il y a symétrie du graphe de ul?! par rapport & = 1/2. De plus les

x
variations de z — ch(
0.

) prouvent que P! croit sur [0,1/2] de 0 & @[P1(1/2) puis décroit jusqu’a

¢) D’apres la question précédente, il suffit de vérifier que ulPl(1/2) = p? | 1— i < 1/8 .
ch(5-)
2p
2

Pour cela, on étudie les variations sur [0,1] de la fonction ¢ : 2 — [1— % ch(x) de dérivées
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1.2

2
¢ (x) = —xch(z) + (1 - ?> sh(x) et ¢"(x) = —%ch(m) — 2xsh(xz) < 0 sur ]0,1[. Ainsi ¢’ est
strictement décroissante, nulle en 2z = 0 donc strictement négative sur |0, 1[. Par conséquent, ¢ est

1
strictement décroissante donc ¢ (2—> < ¢ (0) =1 qui livre le résultat.
D

1
12. a) La matrice A4, = (A + —2> I,, est inversible car vérifie la propriété (P) de la premiére partie (
p

cf 3.a) ). Il est clair que la suite (Ap)p converge vers A et que, d’aprés 2.c), (A; 1)p converge vers

A1, Ainsi, le probleme (4) admet une solution unique UP! = Ay LF qui, par continuité du produit
matriciel, converge vers U = A71F | la solution du systeéme linéaire (2).

b) Ul = ByF ou B, = A, L étant & coefficients positifs d’apres la question 4, on peut reprendre la
méthode utilisée au 9.a).
La fonction ulP! est C* sur [0, 1] et vérifie I'inégalité de 6.a), pour 1 <i < n :

ulPl () 1 2

) — (P (. ) = 2ulP) (2, (o] (. <M 0 M. = [p](4)‘
‘f(xZ) 2 h2 (u (zi-1) u? (z;) +u (1’1-5—1))‘ =19 ou My [S(}}E u
[p]
avec,cette fois, —ulP = f — u_2 .
L’inégalité (sx) devient alors :
[p] _ [p]( ) 1 h2
Ui U T (] [p] (]
T + h2 [_ (uip—l —ul? (361'_1)) +2 (“ip —ul? (xz)) - (uiﬁ—l — ul? (xi+1))} < EMP

Posons, de la méme manieére, (Au)[p] S (x;) pour 0 <i<n+1, (ou (Au)gp] = (Au)gﬂl =0

i i
) et désignons par AulP! le vecteur de R™ de composantes (Au)gp ] , 1 <i<n.
[p]

h2
v < =M, pour tout i tel que 1 <i < n, grace a I'inégalité

12
(+x) . Par ailleurs AulPl = BpV[p] conduit également &

Le vecteur VP! = Ap (Au[p]) vérifie,

n n
) h?
Vi € {1..n} ‘(Au[p])i‘ <3 (B, || < (Bo)y; | 15My-

j=1 j=1

— magjoration de M), :
wlP)” f w!P!
L’équation différentielle vérifiée par ul?! fournit —uPI() = 7 — —— = f"+ 5 — — et, en
p p
T 1/
conséquence, M, < [|f"||, + =35> + P
Pour majorer la fonction |u[p]| , on utilise la deuxiéme expression (E2) de cette fonction trouvée en
t 1-— 1—-1
10.a), car (F3) ne fait intervenir que des noyaux positifs : sh <£> , sh <—> , sh ( x> , sh <—>
p p p p

et les bornes des intégrales sont dans le ”bon sens”. Donc :

@) < bl [sn [on (S areon =) [Con (L) ] = 51w @)

ot1 4lP! est la fonction étudiée & la question 11.
L’encadrement du 11.c) ( il faut bien qu’il serve & quelque chose!) conduit ensuite &

Hum

o0

£l oo 1 1
ST et My <1 Nlso + 1 fll oo PJF@

n

— magoration des > (Bp),

Z‘:
= Y
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Considérons la solution UP) du systéme (4) correspondant au vecteur F dont toutes les composantes
valent 1; on peut écrire : ApU[p] = F soit Ul = B, F ou encore :

Vie{l.n} @w"=>"(B,),;>0

=1

Reprenons, de plus, le vecteur U = A-'F = BF introduit en 8.b). Les égalités AU = F et
1 ~ ~ ~ ~ 1 ~

(A—i— —21n> Ul = F meénent & A (U[p] — U) = ——QU[p} c’est-a-dire :
p p

Ugrl _ = —— prlel
p

n 1
Nous avons vu au 8.b) que la matrice B est & coefficients positifs et que, pour tout i, w; = > B;; < 3
j=1

il en résulte que les composantes du vecteur Ul — U sont négatives et que :

vie{l.n} o<a@® <u; <

oo =

_ , h? h? 11
Conclusion : Vi € {1..n} ugp] —ulPl(z;)| < %Mp < 9% <|f”|OO + 11 flloo (1? + @>> .
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