
Corrigé de l’épreuve X–E.S.P.C.I. PC* Math 1 2000

Première partie

1. On a ϕ0(j) = 1 pour tout j. On peut supposer k ≥ 1.
−→ Pour j ∈ {0, 1, . . . , k−1}, j est racine de ϕk donc ϕk(j) = 0.

−→ Pour j ≥ k, ϕk(j) =
1

k!
j(j − 1) · · · (j − k + 1) =

1

k!

j!

(j − k)!
=

(
j

k

)

; ainsi ϕk(j) =
(

j
k

)
pour tout j ∈ N.

−→ Pour j < k on pose j = −p avec p > 0, alors

ϕk(j) =
1

k!
(−p)(−p−1) · · · (−p−k+1) =

(−1)k

k!
p(p+1) · · · (p+k−1) =

(−1)k

k!

p+k−1)!

(p−1)!
= (−1)k

(
p+k−1

k

)

(1).

2. On a Pn =

n∑

k=0

(−1)kϕk(X)ϕn−k(n − X) car ϕn−k = 0 pour k > n ; ϕ0 = 1, ϕ1 = X et ϕ2 = 1
2X(X − 1).

a) P0 =

0∑

k=0

(−1)kϕk(X)ϕn−k(n − X) = ϕ0(X)ϕ0(N − X) = 1.

P1 =

1∑

k=0

(−1)kϕk(X)ϕn−k(n − X) = ϕ0(X)ϕ1(N − X) − ϕ1(X)ϕ0(N − X) = N − 2X

P2 = ϕ0(X)ϕ2(N − X) − ϕ1(X)ϕ1(N − X) + ϕ2(X)ϕ0(N − X) = 2X2 − NX +
1

2
N (N−1)

b) ϕk est de degré k et de coefficient dominant 1
k!

.

Alors ϕp(N−X) = 1
p! (N−X)p + ap−1(N−X)p−1 + · · · est de degré p et de coefficient dominant (−1)p

p! . Ainsi

(−1)kϕk(X)ϕn−k(n−X) est de degré k +(n−k) = n et de coefficient dominant (−1)k 1
k!

(−1)n−k

(n−k)! = (−1)n

n!

(
n
k

)
.

Donc Pn est de degré au plus n et le coefficient de Xn est
∑n

k=0
(−1)n

n!

(
n
k

)
=

(−1)n

n!

∑n
k=0

(
n
k

)
=

(−1)n

n! 2n :

Pn est de degré n et de coefficient dominant (−1)n

n!
2n

c)Pn(j) =

N∑

k=0

(−1)kϕk(j)ϕn−k(N − j) =

N∑

k=0

(−1)k

(
j

k

)(
N − j

n − k

)

d’après 1..

3. fj(u) =

N∑

n=0

Pn(j)un =

N∑

n=0

N∑

k=0

(−1)k

(
j

k

)(
N − j

n − k

)

un =

N∑

k=0

(−1)k

(
j

k

)( N∑

n=0

(
N − j

n − k

)

un

)

Or
(

j
k

)
= 0 pour k > j,

(
N−j
n−k

)
= 0 pour n < k et

(
N−j

p

)
= 0 pour p ≥ N − j donc

fj(u) =

j
∑

k=0

(−1)k

(
j

k

)( N∑

n=k

(
N − j

n − k

)

un

)

=

j
∑

k=0

(−1)k

(
j

k

)(N−k∑

p=0

(
N − j

p

)

up+k

)

avec N−j ≤ N−k

=

j
∑

k=0

(−1)k

(
j

k

)

uk

(
N−j
∑

p=0

(
N − j

p

)

up

)

=

j
∑

k=0

(−1)k

(
j

k

)

uk(1 + u)N−j = (1 − u)j(1 + u)N−j .

4. a)
F (u, v) =

n∑

j=0

(
N

j

)

fj(u)fj(v) =

n∑

j=0

(
N

j

)
(
(1−u)(1−v)

)j(
(1+u)(1+v)

)N−j

=
(
(1−u)(1−v) + (1+u)(1+v)

)N
= (2 + 2uv)N = 2N (1 + uv)N

(1) Les ϕk sont appelés polynômes de Newton ; on voit que ϕk(j) est entier pour tout j ∈ Z.
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b) On suppose 0 ≤ b < a ≤ N : on a
∂aF

∂ua
(u, v) = 2Nva N !

(N − a)!
(1 + uv)N−a.

On pose Pa,u(v) = ∂aF
∂ua (u, v) considéré comme polynôme en v.

0 est racine d’ordre a de Pa,u donc, pour b ≤ a, 0 =
(
Pa,u

)(b)
(0).

Ainsi
∂a+bF

∂ua∂vb
(u, 0) = 0 pour tout u ; en particulier

∂a+bF

∂ua∂vb
(0, 0) = 0.

Dans le cas a < b on a la même démonstration. Pour le cas a = b on va appliquer la règle de Leibniz :
∂2aF

∂ua∂va
(0, 0) =

∂a

∂va

(
2Nva N !

(N − a)!
(1 + uv)N−a

)
(0, 0)

= 2N N !

(N − a)!

a∑

k=0

(
a

k

)
∂kva

∂vk
(0, 0)

∂a−k(1 + uv)N−a

∂va−k
(0, 0) or

∂kva

∂vk
(0, 0) = 0 pour k < a

= 2N N !

(N − a)!

(
a

a

)
∂ava

∂va
(0, 0)(1 + uv)N−a(0, 0) = 2N N !a!

(N − a)!

5. a)On a
〈
P
∣
∣ Q
〉

=
〈
Q
∣
∣ P
〉
,
〈
P
∣
∣ aQ + bR

〉
= a

〈
P
∣
∣ Q
〉

+ b
〈
P
∣
∣ R
〉

et
〈
P
∣
∣ P
〉

=
∑N

j=0

(
N
j

)(
P (j)

)2
≥ 0

car
(
N
j

)
> 0. Si on a

〈
P
∣
∣ P
〉

= 0 alors
(
P (j)

)2
= 0 pour tout j ∈ {0, 1, . . ., N} donc P admet N racines

distinctes ; comme P appartient à RN [X] on en déduit que P = 0.
Ainsi

〈
.
∣
∣ .
〉

est un produit scalaire.

b) La définition fj(u) =
∑N

n=0 Pn(j)un implique
dnfj

un
(0) = n!Pn(j). Ainsi

∂a+bF

∂ua∂vb
(u, v) =

∂b

∂vb

N∑

j=0

(
N

j

)
∂afj(u)fj(v)

∂ua
(u, v) =

∂b

∂vb

N∑

j=0

(
N

j

)
dafj

dua
(u)fj(v) =

N∑

j=0

(
N

j

)
dafj

dua
(u)

dbfj

dvb
(v)

donc
∂a+bF

∂ua∂vb
(0, 0) =

N∑

j=0

(
N

j

)
dafj

dua
(0)

dbfj

dvb
(0) =

N∑

j=0

(
N

j

)

a!Pa(j)b!Pb(j) = a!b!
〈
Pa

∣
∣ Pb

〉
.

D’après la question 4. b) on en déduit que(2)
〈
Pa

∣
∣ Pb

〉
= 0 pour a 6= b : la famille est orthogonale.

6. On a
dfj

du
(u) =

N∑

n=1

nPn(j)un−1 donc (1 − u2)
dfj

du
(u) =

N∑

n=1

nPn(j)un−1 −
N∑

n=1

nPn(j)un+1 :

le coefficient de un dans (1 − u2)
dfj

du
(u) est donc (n + 1)Pn+1(j) − (n − 1)Pn−1(j) pour 1 ≤ n ≤ N − 1.

De plus, pour 1 ≤ j ≤ N − 1,
dfj

du
(u) = (−j)(1 − u)j−1(1 + u)N−j + (N − j)(1 − u)j(1 + u)N−j−1 donc

(1 − u2)
dfj

du
(u) =

(
−j(1 + u) + (N − j)(1 − u)

)
fj(u) =

(
(N − 2j) − Nu

)
fj(u) :

le coefficient de un dans (1 − u2)
dfj

du
(u) est aussi (N − 2j)Pn(j) − NPn−1(j).

Pour j = 0, (1−u2)df0

du
(u) = N (1 − u)f0(u) : le coefficient de un est NPn(0) − NPn−1(0).

Pour j = N , (1−u2)dfN

du
(u) = −N (1 + u)fN (u) : le coefficient de un est −NPn(N ) − NPn−1(N ).

On a donc, pour tout j ∈ {0, 1, . . ., N}, (N − 2j)Pn(j)−NPn−1(j) = (n + 1)Pn+1(j)− (n− 1)Pn−1(j) donc
le polynôme Q = (n + 1)Pn+1 − (N − 2X)Pn + (N − n + 1)Pn−1 s’annule en tout j ∈ {0, 1, . . ., N}.
On a Pk ∈ Rk[X] donc Q ∈ Rn+1[X] ; de plus le coefficient de Xn+1 est, d’après la question 2. b),

(n + 1)(−1)n+1 2n+1

(n+1)! + 2.(−1)n 2n

n! = 0 donc Q appartient à Rn[X].

Or Q admet au moins n+1 racines distinctes et Q ∈ Rn[X] : on en déduit Q = 0.
Ainsi, pour tout m tel que 1 ≤ m ≤ N −1, (m+1)Pm+1(X)− (N −2X)Pm(X)+ (N −m+1)Pm−1(X) = 0.

(2) Et aussi
〈
Pa

∣
∣ Pa

〉
= 2N

(
N
a

)
.
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Deuxième partie

7. a) d(I, J) = 0 est équivalent à I4J = ∅.
On a I4J =

(
I ∪ J

)
\
(
I ∩ J

)
avec

(
I ∩ J

)
⊂
(
I ∪ J

)
donc d(I, J) = 0 est équivalent à

(
I ∩ J

)
=
(
I ∪ J

)
.

Or
(
I ∩ J

)
⊂ I ⊂

(
I ∪ J

)
et
(
I ∩ J

)
⊂ J ⊂

(
I ∪ J

)
donc la condition

(
I ∩ J

)
=
(
I ∪ J

)
implique I = J .

Inversement si I = J alors I4J = ∅ donc
[
d(I, J) = 0

]
⇐⇒

[
I = J

]
.

Si d(I, J) = 1 alors I4J est un singleton, que l’on note {a}. On suppose, par exemple, que a appartient à I.
Alors a ne peut pas appartenir à J . De plus

(
I ∪ J

)
=
(
I ∩ J

)
∪ {a}.

On a donc
(
I ∩ J

)
⊂ J ⊂

(
I ∪ J

)
=
(
I ∩ J

)
∪ {a} avec a /∈ J donc J =

(
I ∩ J

)
et

(
I ∩ J

)
⊂ I ⊂

(
I ∪ J

)
=
(
I ∩ J

)
∪ {a} avec a ∈ I donc J =

(
I ∩ J

)
∪ {a} = J ∪ {a}.

Inversement si I = J ∪ {a} avec a n’appartenant pas à J alors I4J = {a} donc d(I, J) = 1.
[
d(I, J) = 1

]
⇐⇒

[
I = J t {a}ou J = I t {a}

]
où le symbole t signifie une union disjointe.

b) Détaillons I4J : si I =
(
I ∩J

)
t I ′ et J =

(
I ∩J

)
tJ ′ alors I ∪J =

(
I ∩J

)
t I ′tJ ′ donc I4J = I ′tJ ′.

Alors
(
I4J

)
∩ I =

(
I ′ t J ′

)
∩
(
(I ∩ J) t I ′

)
= I ′ car

(
I ∩ J

)
∩ J ′ = ∅.

On en déduit que
(
I4J

)
4I = J ′ t

(
I ∩ J

)
= J donc d

(
(I4J), I

)
= CardJ .

8. On va classer les parties A telles que d(A, I) = 1.
−→ Si A = I t {a} avec a appartenant à J . On pose I =

(
I ∩ J

)
t I ′, J =

(
I ∩ J

)
t J ′ et J ′ = J ′′ t {a}.

On a A ∩ J =
(
I ∪ {a}

)
∩ J =

(
I ∩ J

)
∪
(
{a} ∩ J

)
=
(
I ∩ J

)
t {a} car a /∈

(
I ∩ J

)
⊂ I donc

A = I t {a} =
(
I ∩ J

)
t I ′ t {a} =

(
A ∩ J

)
t I ′ et J =

(
I ∩ J

)
t J ′′ t {a} =

(
A ∩ J

)
t J ′′.

On en déduit que A4J = I ′ t J ′′ et I4J = I ′ t J ′ = I ′ t J ′′ t {a} donc Card
(
I4J

)
= Card

(
A4J

)
+ 1.

−→ Si A = I t {a} avec a n’appartenant pas à J . On pose I =
(
I ∩ J

)
t I ′ et J =

(
I ∩ J

)
t J ′.

On a A ∩ J =
(
I ∪ {a}

)
∩ J =

(
I ∩ J

)
∪
(
{a} ∩ J

)
=
(
I ∩ J

)
car {a} ∩ J = ∅ donc

A = I t {a} =
(
I ∩ J

)
t I ′ t {a} =

(
A ∩ J

)
t I ′ t {a} et J =

(
I ∩ J

)
t J ′ =

(
A ∩ J

)
t J ′.

On en déduit que A4J = I ′ t {a} t J ′ = I4J t {a} donc Card
(
A4J

)
= Card

(
I4J

)
+ 1.

−→ Si I = A t {a} avec a appartenant à J on est dans le premier cas en échangeant les rôles de A et de I donc
Card

(
A4J

)
= Card

(
I4J

)
+ 1.

−→ Si I = A t {a} avec a n’appartenant pas à J on est dans le deuxième cas en échangeant les rôles de A et de
I donc Card

(
I4J

)
= Card

(
A4J

)
+ 1.

Ainsi si d(A, I) = 1 alors d(A, J) = d(I, J) ± 1 donc γk
j = 0 si j /∈ {k − 1, k + 1}.

On a d(A, J) = d(I, J) − 1 si et seulement si
— A = I t {a} avec a appartenant à J ; comme a n’appartient pas à I on choisit a dans J \ I
— I = A t {a} avec a n’appartenant pas à J ; comme a appartient à I on choisit a dans I \ J

Les ensembles A tels que d(A, J) = d(I, J) − 1 sont donc définis par un élément de J \ I t I \ J = I4J ;
il y a Card

(
I4J

)
choix distincts possibles donc γk

k−1 = d(I, J) = k.
On a d(A, J) = d(I, J) + 1 si et seulement si

— A = I t {a} avec a n’appartenant pas à J ; comme a n’appartient pas à I on choisit a dans E \ (I ∪ J)
— I = A t {a} avec a appartenant à J ; comme a appartient à I on choisit a dans I ∩ J

Les ensembles A tels que d(A, J) = d(I, J) − 1 sont donc définis par un élément de E \ I4J ;
il y a N − Card

(
I4J

)
(3) choix distincts possibles donc γk

k+1 = N − d(I, J) = N − k.

(3) Il est normal de trouver une somme égale à N . Pour fabriquer A tel que d(I, A) = 1 on choisit un élément
de E : s’il appartient à I on l’enlève, s’il n’appartient pas à I on l’ajoute.
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Troisième partie

9. a) d(I, J) est le cardinal d’une partie de E donc d(I, J) ≤ CardE = N . Pour n > N An est la matrice nulle.

d(I, J) = 0 si et seulement si I = J donc A0 = J .

b) On a A1Am = C avec (C)pq =

2N

∑

r=1

(A1)pr(Am)rq . Comme les coefficients des An sont égaux à 1 ou 0

(C)pq est le nombre d’entiers r tels que (A1)pr = (Am)rq = 1 c’est–à–dire le nombre de parties Ir de E telles
que d(Ip, Ir) = 1 et d(Ir, Iq) = m ; avec les notations du 8. on a (C)pq = γk

m avec k = d(Ip, Iq).

Pour k = d(Ip, Iq) 6= m± 1 on a (C)pq = 0, pour d(Ip, Iq) = m − 1 on a (C)pq = γm−1
m = N −m + 1 et pour

d(Ip, Iq) = m + 1 on a (C)pq = γm+1
m = m + 1. Ainsi A1Am = C = (N − m + 1)Am−1 + (m + 1)Am+1.

10. P0 = 1 donc P0(A) = J = A0. P1 = N − 2X donc P1(A) = NJ − 2A = NJ − 2 1
2(NJ − A1) = A1.

Si on suppose Pn(A) = An et Pn−1(A) = An−1 pour 1 ≤ n ≤ N − 1 alors, en utilisant 6.,

(n + 1)Pn+1(A) =
(
NJ − 2A

)
Pn(A) − (N − n + 1)Pn−1(A) = A1An − (N − n + 1)An−1

= (N − n + 1)An−1 + (n + 1)An+1 − (N − n + 1)An−1 = (n + 1)An+1 d’après 9.b)

Ainsi Pn+1(A) = An+1 donc, par récurrence, Pn(A) = An pour tout entier n ∈ {0, 1, . . . , N}.

11. On classe les parties J de E de cardinal j par le cardinal de leur intersection avec I :

si Card(J) = j et Card
(
I ∩ J

)
= k alors J =

(
I ∩ J

)
t J ′ avec

I ∩ J sous–ensemble à k éléments de I donc peut être choisi parmi
(

i
k

)
possibilités et

J ′ sous–ensemble à j − k éléments de E \ I donc peut être choisi parmi
(
N−i
j−k

)
possibilités.

il y a donc
(

i
k

)(
N−i
j−k

)
tels sous–ensembles :

∑

J∈P(E)
CardJ=j, Card(I∩J)=k

(−1)Card(I∩J) =

(
i

k

)(
N − i

j − k

)

(−1)k.

d’où
∑

J∈P(E)
CardJ=j

(−1)Card(I∩J) =

i∑

k=0

∑

J∈P(E)
CardJ=j, Card(I∩J)=k

(−1)Card(I∩J) =

i∑

k=0

(
i

k

)(
N − i

j − k

)

(−1)k = Pj(i)

d’après 2. c) car
(

i
k

)
= 0 pour k > i.

12. a) On écrit toujours I =
(
I∩J

)
tI ′ et J =

(
I∩J

)
tj′. Alors

(
I4J

)
∩K =

(
I ′tJ ′

)
∩K =

(
I ′∩K

)
t
(
J ′∩K

)
.

Ainsi (−1)Card((I4J)∩K) = (−1)Card(I′∩K)(−1)Card(J ′∩K).

De plus I ∩K =
(
(I ∩ J) t I ′

)
∩K =

(
I ∩ J ∩ K

)
t
(
I ′ ∩K

)
; de même J ∩ K =

(
I ∩ J ∩ K

)
t
(
I ′ ∩ K

)
.

Ainsi (−1)Card(I∩K)(−1)Card(J∩K) = (−1)Card(I∩J∩K)(−1)Card(I′∩K)(−1)Card(I∩J∩K)(−1)Card(J ′∩K)

= (−1)Card(I′∩K)(−1)Card(J ′∩K) = (−1)Card((I4J)∩K).

b) On note A = I4J et a = CardA. a = 0 si et seulement si I = J . On utilise 11. et 3..

∑

K∈P(E)

(−1)Card(I∩K)(−1)Card(J∩K) =
∑

K∈P(E)

(−1)Card(A∩K) =

n∑

k=0

∑

K∈P(E)
CardK=k

(−1)Card(A∩K)

=

n∑

k=0

Pk(a) = fa(1) = (1 − 1)a(1 + 1)N−a =

{
2N si a = 0
0 sinon.

13. a) Les coefficients de Bk sont (Bk)pq = 1
2N

∑N

n=0 Pk(n)(An)pq or (An)pq = 0 pour tout n sauf (An)pq = 1

pour n = d(Ip, Iq) : on a donc (Bk)pq = 1
2N Pk

(
d(Ip, Iq)

)
. De plus Ip4Iq est de cardinal d(Ip, Iq) donc,

d’après 11., (Bk)pq =
1

2N

∑

K∈P(E)
CardK=k

(−1)Card((Ip4Iq)∩K) =
1

2N

∑

K∈P(E)
CardK=k

(−1)Card(Ip∩K)(−1)Card(Iq∩K). Si on note

Bk.Bl = C alors (C)pq =
∑2N

r=1(Bk)pr(Bl)rq puis
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(C)pq =

2N

∑

r=1







1

2N

∑

K∈P(E)
CardK=k

(−1)Card(Ip∩K)(−1)Card(Ir∩K)













1

2N

∑

L∈P(E)
CardL=l

(−1)Card(Ir∩L)(−1)Card(Iq∩L)







=
1

(2N )2

∑

I∈P(E)

∑

K∈P(E)
CardK=k

∑

L∈P(E)
CardL=l

(−1)Card(Ip∩K)(−1)Card(I∩K)(−1)Card(I∩L)(−1)Card(Iq∩L)

=
1

(2N )2

∑

K∈P(E)
CardK=k

∑

L∈P(E)
CardL=l

(−1)Card(Ip∩K)(−1)Card(Iq∩L)
∑

I∈P(E)

(−1)Card(I∩K)(−1)Card(I∩L)

︸ ︷︷ ︸

=0 si K 6=L d’après 12. b)
Or on ne peut avoir K = L que si k = l donc Bk.Bl = 0 si k 6= l et, pour k = l,

(C)pq =
1

(2N )2

∑

K∈P(E)
CardK=k

(−1)Card(Ip∩K)(−1)Card(Iq∩K)2N = (Bk)pq donc (Bk)2 = Bk.

b) Bk est donc une matrice de projecteur donc rg(Bk) = tr(Bk).
Or les termes diagonaux de An sont nuls pour n 6= 0 car d(I, I) = 0 donc tr(An) = 0 et tr(A0) = tr(J ) = 2N

d’où tr(Bk) =
1

2N

N∑

n=0

Pk(n)tr(An) =
1

2N
Pk(0)2N = Pk(0) =

N∑

i=0

(−1)i

(
0

i

)(
N − 0

k − i

)

=

(
N

k

)

d’après 2.c).

14. a) Les Bk sont des projecteurs ; on note Ek l’image de Bk (dans R2N

).
Si 0E = X0 + X1 + · · ·+ XN avec Xk appartenant à Ek alors Xk = Bk.Xk donc
0E = Bl(0E) =

∑N
k=0 Bl(xk) =

∑N
k=0 Bl.Bk.Xk = Bl.Xl = Xl car Bl.Bk = 0 pour k 6= l.

Les images des Bk sont en somme directe ; de plus la somme des dimensions est
∑N

k=0 rg(Bk) =
∑N

k=0

(
N
k

)
= 2N =: on a R2N

= E0 ⊕ E1 ⊕ · · · ⊕ EN .

On va donc exprimer les An comme combinaisons linéaires des Bk ce qui donnera la diagonalisation.
N∑

k=0

αkBk =

N∑

k=0

αk

(

1

2N

N∑

n=0

Pk(n)An

)

=

N∑

n=0

(
N∑

k=0

αk

2N
Pk(n)

)

An =

N∑

n=0

P (n)An où P =

N∑

k=0

αk

2N
Pk.

Si P = Li le polynôme de Lagrange tel que Li(j) = δi,j pour j ∈ E on a

N∑

k=0

αkBk =

N∑

k=0

Li(n)An = Ai.

Il reste à décomposer les polynômes Li.

La famille
(
P0, P1, . . . , PN

)
est une base orthogonale de RN [X] donc la décomposition d’un vecteur dans

cette base est P =
N∑

k=0

〈
P
∣
∣ Pk

〉

〈
Pk

∣
∣ Pk

〉Pk. On a vu que
〈
Pk

∣
∣ Pk

〉
= 2N

(
N
k

)
.

〈
Li

∣
∣ Pk

〉
=

N∑

n=0

(
N

n

)

Li(n)Pk(n) =

(
N

i

)

Pk(i) donc Li =

N∑

k=0

(
N
i

)
Pk(i)

2N
(
N
k

) Pk.

Ainsi, en choisissant αk =
(N

i )Pk(i)

(N
k )

on a
∑N

k=0 αkBk = Ai ;

les valeurs propres de Ai sont les réels
(N

i )Pk(i)

(N
k )

pour k appartenant à E

et les sous–espaces propres associés sont les images des Bk.

b)Pour i = 1 les valeurs propres de A1 sont les réels
(N

1 )Pk(1)

(N
k)

.

Or Pk(1) =

N∑

n=0

(−1)n

(
1

n

)(
N−1

k−n

)

=

1∑

n=0

(−1)n

(
1

n

)(
N−1

k−n

)

=

(
N−1

k

)

−

(
N−1

k−1

)

=
(N − 1)!(N − 2k)

k!(N − k)!
.

Les valeurs propres sont donc les entiers N − 2k pour k appartenant à E qui sont distinctes donc les sous–
espaces propres sont les Im(Bk) qui sont de dimensions rg(Bk) =

(
N
k

)
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