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Corrigé de ’épreuve X—E.S.P.C.I. PC* Math 1 2000

Premiére partie

. On a ¢g(j) =1 pour tout j. On peut supposer k > 1.

Pour j € {0,1,...,k— 1} J est racine de ¢y donc @i (j) = 0.

. LA AN .
Pour j > k, vi(j) = k'j(j -1)---(j—k+1)= WG =R = (kz) ; ainsi @ (j) = (1) pour tout j € N.

Pour j < k on pose j = —p avec p > 0, alors

_1\k _1\k _ _
—p)(—=p—1) - (=p—k+1) = ( kl!) p(p+1) - (p+k-1) = ( kl!) 1%1;)! = (—1)k<p+,lz 1>(”-

on() =

n

.OnaP,= Z(—l)kgok(X)gon_k(n —X)car g, =0pourk>n;po=1, p1 =X et 3 = %X(X —1).

k=0
0
a) Po= (1) er(X)pn—k(n— X) = po(X)po(N - X) = 1.
k=0
Py = (=1)*oe(X)en—k(n — X) = 0o(X)p1 (N = X) — o1 (X)po(N — X) = N —2X

k=0

1
Py = o(X)pa(N = X) = p1(X) 1 (N = X) + p2(X)o (N = X) = 2X* = NX + S N(N-1)
b) @i est de degré k et de coefficient dominant ki
Alors ¢,(N-X) = %(N—X)p + ap—1(N—=X)P~1 4 .- - est de degré p et de coefficient dominant (p—)p Ainsi
)n k

(=1)*¢r(X)pn—k(n—X) est de degré k+ (n—k) = n et de coefficient dominant (—1)* ((n = =" ().

n!

Donc P, est de degré au plus n et le coefficient de X™ est ;' _, = 1)n( ) = Un Y reo ( ) = 0" 1) AL

n!

P, est de degré n et de coefficient dominant #2”

) Pu(j) = i(_l)k@k(j)@n—k(]v —j) = i(—l)k (‘2) (Z:Z) d’apres 1..

=S =S80 () (1) =20 () (5 ()
fg(u)=kio( v (}) i N _‘,j>u> =§<—1>k(i> (Nk (Np‘f>up+k> avee N—j < Nk

=§< ()t (NZ (") ) =§<—1>k(i>uk<1+u>“ﬂ—<1—u> (1 1wV
, P =32 (F)pn0 =3 (7) @i @)™

= ((1-u)(1—v) + (1+u)(1+v))N = (2 + 2uv)N = 2N (1 + uv)N

Les ¢ sont appelés polyndémes de Newton ; on voit que ¢ (j) est entier pour tout j € Z.
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) Et aussi (P, | Pa) = 2N (V).

ou?

a
On pose P, ,(v) = guf (u,v) considéré comme polynéme en v.

0 est racine d’ordre a de P, , donc, pour b < a, 0 = (Pmu)(b)( 0).
getb g oatb

Ainsi W(u, 0)=0 pouli tout /u ; en paliticulier W(O’ 0) =0. . \ .

Dans le cas a < b on a la méme démonstration. Pour le cas a = b on va appliquer la regle de Leibniz :

52aF o

N!
b) On suppose 0 <b<a< N :ona (u,v) = 2NU“7'(1+uv)N_“.
a)!

Gu“&)“( ,0) = ov (QNUa (N —-a)!(1 +UU)N_Q)(O’O)
N! ° (a\ OFv? 07 k(1 4 uv)N =2 kv
= QNM (kz) o (0,0) GoaF (0,0) or ok (0,0) =0 pour k < a
" k=0
NI Hry® Nla!
=2V 0,0)(1 N=e0,0) =2V ———
(N—a)()&a(’)( +uv) 0,0) (N —a)!

L a)0na (P | Q) = (@] P) (P aQ+58) = alP | Q) +1(P | R et (P| P) = £y () (PG)) 2 0
car (]j) > 0. Siona (P | P) = 0 alors (P(j))2 = 0 pour tout j € {0,1,..., N} donc P admet N racines
distinctes ; comme P appartient & Rx[X] on en déduit que P = 0.

Ainsi (. | .) est un produit scalaire.

mn

dn f.
u’J:J (0) = nlP,(j). Ainsi

9ot P N (N 0°f; () f; O o~ (N\dof; Y N\def;, dvf;
Ausdud (u,v) = szo <J> g;)“ 2 (u,v) = szo <J> du® (W/i(v) = Z <J> du® () do® (v)

j=0

b) La définition f;(u) = Zﬁ;o P, (j)u™ implique

gt dof;  dbf; NN
donc ———(0,0) = J J(0) = 1P, ()b Py () = albl(P, | Py).
one 228 0,0 z( ) 5L 02 ho Z() (L) = (P, | )
D’aprés la question 4. b) on en déduit que® <Pa | Pb> = (0 pour a # b : la famille est orthogonale.

df] Z nP,(j)u™! donc (1 — u? df] Z nP,( Z nP,(5)u -

le coefficient de u™ dans (1 —u )dfj( ) est donc (n + 1)Pn+1(j) (n— 1)P 1(j)pour 1 <n < N —1.

De plus, pour 1 <j < N —1, df’( Y= (=51 —u) 1A +u)N 7 + (N —5)(1 —u) (1 +u)N=7~! donc
(1= ) ) = (=5 (1 +u) + (N = )1 =) f(u) = (N = 2)) = Nu) fy(u) :

le coefficient de u™ dans (1 — uQ)%(u) est aussi (N — 2§)P(j) — NPn—1(j).

Pour j =0, (1— )dfU (u) = N(1 —u)fo(u) : le coefficient de u™ est NP, (0) — NP,,_1(0).

Pour j = N, (1-u )di( )=—-N1Q+u)fn(u) : le coefficient de u™ est —NP,,(N) — NP,,_1(N).

On a donc, pour tout j € {0,1,..., N}, (N =2§)Pn(j) = NPp-1(j) = (n+1)Prt1(j) — (n —1)P,_1(j) donc
le polynéme Q = (n+ 1)Pyy1 — (N — 2X)P, + (N —n+1)P,_; s’annule en tout j € {0,1,...,N}.

On a P, € Ry[X] donc Q € Rn+1[X] ; de plus le coefficient de X"*1 est, d’aprés la question 2. b),
(n+1)(=1)"* (f;:)' +2.(=1)"2; = 0 donc Q appartient & R,,[X].

Or @ admet au moins n+1 racines distinctes et @ € R,[X] : on en déduit Q = 0.

Ainsi, pour tout mtel que 1 <m < N —1, (m+1)Ppt1(X) = (N —2X)P,(X)+ (N —m+1)P,—1(X) = 0.

a
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Deuxiéme partie

7. a) d(I,J) = 0 est équivalent & IAJ = .
OnalIAJ=(IUJ)\(INJ)avec (INJ)C (IUJ) doncd(l,J)=0 est équivalent & (INJ) = (IUJ).
Or (IﬂJ) clcC (IUJ) et (IﬂJ) cJcC (IU J) donc la condition (Iﬂ J) = (IU J) implique I = J.
Inversement si I = .J alors IAJ = donc [d(I,J) =0] < [I =J].
Sid(I,J) =1 alors IAJ est un singleton, que ’on note {a}. On suppose, par exemple, que a appartient & I.
Alors a ne peut pas appartenir & J. De plus (IUJ) = (INJ) U {a}.
Onadonc (INJ)cJcC (IUJ)=(INJ)U{a}aveca¢ JdoncJ = (INJ) et
(InJ)ycIc(IuJ)=(InJ)u{a}avecaeIdoncJ = (INJ)U{a}=JU{a}.
Inversement si I = J U {a} avec a n’appartenant pas a J alors IAJ = {a} donc d(I,J) = 1.
[d(I,J)=1] < [I =JU{a}ouJ =TIU{a}] o le symbole LI signifie une union disjointe.
b) Détaillons IAJ : siI = (INJ)UTI" et J = (INJ)UJ alors IUJ = (INJ)UI'UJ" donc IAT =T'UJ".
Alors (IAJ)NIT=(I'UJ)yn((INnJ)ul'y=1TI" car (INJ)NJ =0.
On en déduit que (IAJ)AI = J' U (INJ) = J donc d((IAJ),I) = CardJ.

8. On va classer les parties A telles que d(A,I) = 1.
— Si A =1U{a} avec a appartenant & J. On pose I = (INJ)UI', J=(INJ)uJ et J =J"U{a}.
OnaAnJ=(Iufa})NnJ=(INJ)U({a}nJ)=(INJ)U{a}cara¢ (INJ)CI donc
A=TU{a}=(INnJ)ul'U{a} = (ANJ)UI"et J=(INJ)uJ"Ufa} = (ANJT)UJ".
On en déduit que AN =TI'"UJ" et INJ =1"UJ" =1 UJ" U{a} donc Card(IAJ) = Card(AAJ) + 1.
— Si A =T U{a} avec a n’appartenant pas & J. On pose I = (INJ)UI' et J = (INJ)UJ.
OnaAnJ=(Iuf{a)NnJ=(INJ)U({a}nJ)=(INJ) car {a}NJ =0 donc
A=ITu{a}=(InJ)ur'ufa}=(AnJ)ul' u{atet J=(INJ)UJ =(ANnJ)UJ.
On en déduit que AAJ =I'U{a}UJ = IAJ U {a} donc Card(AAJ) = Card(IAJ) + 1.
— Si I = AU{a} avec a appartenant & J on est dans le premier cas en échangeant les réles de A et de I donc
Card(AAJ) = Card(IAJ) + 1.
— Si I = AU{a} avec a n’appartenant pas & J on est dans le deuxiéme cas en échangeant les roles de A et de
I donc Card(IAJ) = Card(AAJ) 4 1.
Ainsi si d(A,I) = 1 alors d(A,J) =d(I,J) 1 donc v¥ =0si j ¢ {k—1,k+1}.
On a d(A,J)=d(I,J)—1 si et seulement si
— A =TU{a} avec a appartenant & J ; comme a n’appartient pas & I on choisit a dans J \ T
— I = AU {a} avec a n’appartenant pas & J ; comme a appartient & I on choisit a dans I\ J
Les ensembles A tels que d(A, J) = d(I,J) — 1 sont donc définis par un élément de J\TUT\ J=IAJ ;
ily a Card(IAJ) choix distincts possibles donc '7113_1 =d(I,J) =k.
On a d(A,J)=d(I,J)+1 si et seulement si
— A =TU{a} avec a n’appartenant pas a J ; comme a n’appartient pas a I on choisit a dans E'\ (I U J)
— I = AU {a} avec a appartenant & J ; comme a appartient & I on choisit a dans I N J
Les ensembles A tels que d(A, J) = d(I,J) — 1 sont donc définis par un élément de E \ IAJ ;
ilyaN — Card(IAJ)(?’) choix distincts possibles donc '7113+1 =N-d(I,J)=N —k.

() 11 est normal de trouver une somme égale & N. Pour fabriquer A tel que d(I, A) = 1 on choisit un élément
de E : ¢’il appartient a I on I’enléve, s’il n’appartient pas a I on ’ajoute.
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10.

11.

12.

13.

Troisiéme partie

. a) d(I,J) est le cardinal d’une partie de F donc d(I,J) < CardE = N. Pour n > N A,, est la matrice nulle.

d(I,J) =0 si et seulement si [ = .J donc Ag = J.
2N
b) On a A14,, = C avec (C)py = Z(Al)pT(Am)Tq. Comme les coefficients des A, sont égaux a 1 ou 0
r=1
(C)pq est le nombre d’entiers r tels que (A1)pr = (Am)rg = 1 C’est—a—dire le nombre de parties I, de E telles
que d(I,,I,) = 1 et d(I,,1,) = m ; avec les notations du 8. on a (C),, = v, avec k = d(I,, I,).
Pour k = d(Ip,I;) #m=*1ona (C)y, =0, pour d(I, ) =m—1lona (C)y,=9""1=N-m+1et pour
d(Ip,I) =m+1ona (C)p, =7y =m+1. A1n81 A1 C (N—m+1)An-1+(mMm+1)Ani1.

Py=1donc Py(A) =T = Ag. PP =N—-2X donc P,(A)=NJ—-2A=NJ — 2%(Nj —Ap) = A
Si on suppose P, (A) = A et P,_1(A) = A,_1 pour 1 <n < N — 1 alors, en utilisant 6.,
(n+1)Ppi1(A) = (NT —24)Py(A) — (N —=n+1)P,1(A) = 414, — (N —n+ 1)A,

=(N-n+DA,1+n+1DA1 —(N—n+1)A,_1 = (n+1)A,11 dapres 9.b)
Ainsi P,41(A) = A4 donc, par récurrence, P, (A) = A, pour tout entier n € {0,1,...,N}.

On classe les parties J de E de cardinal j par le cardinal de leur intersection avec I :

si Card(J) = j et Card(INJ) =k alors J = (INJ)UJ avec

I N J sous—ensemble a k éléments de I donc peut étre choisi parmi (}C) possibilités et

J’ sous—ensemble & j — k éléments de E \ I donc peut étre choisi parmi (]Jv__kl) possibilités.

NN
il y a donc () (]JV /) tels sous-ensembles : Z (—1)Cardnd) = (;) ( , Z> (—1D)".

j—k
JEP(E)
CardJ=j, Card(INJ)=k

don 3 (—1)Cerdins) i S (—1yCendtng ' (;) (iy_—kf)(_l)k — P, (i)

JEP(E) k=0 JeP(E) k=0
CardJ=j CardJ=j, Card(INJ)=k

d’apres 2. c) car (}) =0 pour k > i.
a) On éerit toujours I = (INJ)UI" et J = (INJ)Uj’. Alors (IAJ)NK = (I'UuJ)NK = (I'NK)U(J'NK).
Ainsi (_1)Card((1AJ)ﬂK) — (_1)Card(1’ﬂK)(_1)Card(J’ﬂK)-

Deplus INK = (INJ)UuI')NK=(INJNK)U(I'NK) ;deméme JNK = (INJNK)U(I'NK).
Ainsi (_1)Card(IﬂK)(_1)Card(JﬂK) _ (_1)Card(IﬂJﬁK)(_1)Card(1’ﬂK)(_1)Card(IﬂJﬁK)(_1)Card(J’ﬂK)

_ (_1)Card(1’ﬂK)(_1)Card(J’ﬂK) _ (_1)Card((1AJ)ﬁK)-

b) On note A = IAJ et a = CardA. a = 0 si et seulement si I =.J. On utilise 11. et 3..

Z (_1)Card(IﬂK)(_1)Card(JﬂK): Z ( 1 Card(ANK) __ Z Z Card(AﬁK)

KeP(E) KeP(E) k=0 KeP(E)
CardK=Fk
- 2N sia=0
_ _ _ _ a N— —
=S Rl = fl)) = (-1 ¥ = 30 S
k=0
a) Les coefficients de By, sont (By)pg = 5 Z ( )(An)pg or (Ay)pg = 0 pour tout n sauf (Ay,)pg =1
pour n = d(Ip,I,) : on a donc (Bk)pq = 3% Pk( »1q)). De plus I,AI, est de cardinal d(I,,I,) donc,
1
5 N _ C rd((Ip Al )NK _1\Card(I,NK) (_q1\Card(I;NK .
d’apres 11., (Bk g = 2N Z ard(( INK) — N Z (—1)Card( ) (—1)Card( ). Si on note
KeP(E) KEP(E)
CardK =k CardK =k

N
By.B; = C alors (C)p = Zi:l(Bk)pT(Bl)Tq puis
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14.

N
1
Z Z 1)Card(1pﬂK)(_1)Card(1TﬂK) oF Z (_1)Card(1TﬂL)(_1)Card(1qﬂL)

KEP(E) LeP(E)
CardK=k CardL=l

Card(lpﬂK) _1\Card(INK)(_ 1\Card(INL)/_ 1\Card(I4NL)
IDSIED SRND I (1) (1) (-1)

IEP(E) KeP(E) LeP(E)
CardK=k CardL=l

Z Z Card([ ﬂK)( )Card(lqﬂL) Z (_1)Card(IﬂK)(_1)Card(IﬁL)

KEP(E) LeP(E) I€P(E)
CardK=k CardL=1

/—\

/—\

=0 si k#L d’aprés 12. b)
Or on ne peut avoir K = L que si k =1 donc Bi.B; =0si k #1 et, pour k =1,

1 T
(C)pg = Ve Z (—1)Card(NK) (_1)Card(TanK)9N — (B, donc (By)? = By.
KeP(E)

Card K=k

b) By est donc une matrice de projecteur donc rg(By) = tr(Bg).
Or les termes diagonaux de A,, sont nuls pour n # 0 car d(I, I) = 0 donc tr(4,) = 0 et tr(Ag) = tr(J) = 2%~

N
1 N -0 N
d’ou tr(By) = 2N E Pr(n)tr(A 2—NP (002 = P(0) = E ( >( —z> = (kz) d’aprés 2.c).

1=

a) Les By, sont des projecteurs ; on note Fjy 'image de By, (dans RQN).

SilOg =Xo+ X1+ -+ Xy avec Xi appartenant a Fy alors X = By. Xy donc

O = Bi(0g) = Yn_o Bilzr) = Sn_o Bi-Be. Xy = B.X; = X car Bi.By, = 0 pour k # [.
Les images des By sont en somme directe ; de plus la somme des dimensions est
Siore(Br) =0l () =2V = onaR* =Ey@E1 @@ Ey.

On va donc exprimer les A,, comme combinaisons linéaires des By, ce qui donnera la diagonalisation.
N N N N /N

S ous = Yo (53R ) = 3 (S 5000) 4= P o P YSe
k=0 k=0 n=0 n=0 \k=0

Si P = L; le polynoéme de Lagrange tel que L;(j) = d; ; pour j € E on a Z ar B = Z L;(n)A

k=0
Il reste & décomposer les polynémes L;.
La famille (PO, Pr,.. PN) est une base orthogonale de Ry[X] donc la décomposition d’un vecteur dans
P | P k> N
cette base est P = 7Pk. On a vu que (P | P,) =2V (2).
Z Pk | Pk> < | > (k)
N N (N .
N N . ( i )Pk (Z)
(L | Py = 7;) <n>Li(n)Pk(n) = (z >Pk(z) donc L; = I; WP]C'

. .. i N
Ainsi, en choisissant aj = 7k—( onay " opBr=A4;;

les valeurs propres de A; sont les réels 7& pour k appartenant a F

et les sous—espaces propres associés sont les images des Bj.

b)Pour i = 1 les valeurs propres de A; sont les réels %P’S—(l)
X

Or Py(1) = i(_w (i) (2:1) - 2(—1)" (i) (2:) _ (Nk—1> B (2:1) N ;!(1]2;(2;21@).

Les valeurs propres sont donc les entiers N — 2k pour k appartenant a E qui sont distinctes donc les sous—
espaces propres sont les Im(By;) qui sont de dimensions rg(By) = (]Z )
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