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Corrigé de la premiere épreuve de mathématique
Mines-Ponts PC 2021

1 Questions de cours

X(2) ={x, , ne I} I estun sous ensemble fini ou dénombrable.

1)

X est d’espérance finie si Y z,P(X = z,) est absolument convergente , avec cette définition X
admet une espérance finie ssi | X| admet une espérance finie.

2)

Pourne I 0<|z,|P(X =2, < MP(X = z,).

Comme la série Z P(X = z,,) converge de somme 1, on a donc d’apres le critére de comparaison des
séries & termes positifs (CCSTP) la convergence de »_ |z,|P(X = z,,)

2 Généralités sur les variables aléatoires

3)
Pour les variables X a valeurs dans N | dans le programme :

X admet une espérance finie ssi Y P(X > n) converge et on a :
n>1

E(X) =Y P(X > n)

n=1

Si X vérifie (D,) , le série Y P(X > n) diverge par comparaison avec la série harmonique.
n>1
On sait aussi que X? admet une espérance finie implique que X admet une espérance finie .(Résultat
de cours)
Dans ce cas X2 n’admet pas d’espérance finie.
)
On utilise le théoreme 1 en prenant ¥ = —X.

E(f(X)) = E(=f(X))
(suivent la méme loi), par linéarité de I'espérance on trouve : 2E(f(X)) = 0.
5)
Soit (a, b) un couple quelconque.

P((~X,~Y) = (a,)) = P((—X = a) N (=Y = b)) = P(~X = a)P(~Y = b)
( les variables sont indépendantes).Comme X et Y sont symétriques on a alors :

P((—X,~Y) = (a,b)) = P(X = a)P(Y = b) = P((X,Y) = (a,}))

On conclut en utilisant le théoréme 1 & lapplication wu définie sur R? par : (a,b) — a + b.
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3 Deux sommes de séries

6)

1 est continue sur [0, 1] , I'intégrale est donc bien définie pour tout ¢ € [0, 1].
—uz
La fonction L est de classe C! , et sa dérivé est :

L'(t) = 1_th vt € [0,1]

On remarque que la fonction dérivé est de classe C* . donc L est aussi de classe C*°. Par une simple
)

récurrence on trouve :
2"(n —1)!

L) = "7

vVt e [0,1] Vn e N*
7)
1—tz| >1—Jtz|=1—tz| >1—-t (]z] <1).

1—tz| >1— |tz =1—t|z|=1—t+t(1—|z])
Si |z] < 1 l'inégalité est donc stricte.
Si |z] =1, en posant z = a +ib Décriture algébrique, on trouve :

11—tz — (1 —1)> =2t(1 —a)

Comme t €]0,1] , on ne peut avoir I’égalité que si a =1 , donc b =0 et z = 1 ce qui est impossible.

8)

On pose : fu(t) = <1_t>n gn(t) = z"“(l——t)” vVt €]0,1] V¥n € N*. D’apres la question
" 1—tz " (1 —tz)nt? ’

précédente (fy,)n et (gn)n convergent simplement vers la fonction nulle et on a :

[fn@ <1 =) |ga(@)] < | =) Vtelo,1]  VneN

1—tz
les fonctions dominatrices ¢ et 9 sont intégrables sur |0, 1] (elles sont continues sur [0, 1]) , on peut
donc appliquer le théoréme de la convergence dominée.

9)

La fonction L est de classe C™ sur [0, 1], on peut donc écrire la formule de Taylor qu'on peut
démontrer par récurrence :

» L™(0 L(1—t)"
L()y=>% k'( )+/O ( - ) LD (t)dt vn €N
= k! !
F(k—1)!
Comme : L®)(t) = H on trouve :
—u

P (1 —¢)nentt
D=3 5+ [ e
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On fait tendre n vers co , en utilisant la question précédente on trouve le résultat.

10)

Pour v € [0,1] 1+ ue =0 < ue = —1 largument est donc congru a 7 modulo 27 .

La fonction v est continue (la composée de deux fonctions continues) et ne peut s’annuler sur la
partie [—a, a] x [0, 1] qui est fermée bornée en dimension finie (I’argument ne peut atteindre 7 ), donc
elle est bornée et atteint ses bornes.Il existe alors m, > 0 tel que :

11+ ue™| > m, V(t,u) € [—a,a] x [0,1]
11)
On écrit : F = [ ht
n écrit (t)._/o T et u-/o (t,u)du t €]l —mm
oh Oy ) = et
ot " T (Lt ueity?
D’apres la question 10 , pour tout a €]0,7[ on a :
h 1
Gl vt e adx b

La fonction dominatrice est intégrable sur le segment [0, 1] (constante) , les autres propriétés du
théoreme de dérivation sous le signe intégrale sont facile a établir , on a donc la fonction F' est de
classe C' sur | — 7w, 7 et
, L et i
Fi)= [ du =[]}
(t) 0 (14 ueit)? [1 + ue’t]o

12)
F() = —i( 1 1= eit o ne% _ Z,cos(%) +Zfzn(%) i tan(%)
1+ e 14 e e +e 2cos(5) 2 2
t t
F(t) = ln(005(§)) + 25 + cte . Pour t =0 on trouve F(0) = In(2)
t .t
F(t) = 111(2008(5)) + i5 Vit €] —m, 7|
13)
Pour ¢ €]0,27[ , on prend z = e # 1 et |2] < L
+o0 m@ 9 400 - 9
D’apres la question 9on a: L(1) = Z _ Z cos(n z M

D’autre part on a :

1 ei@ 1 ei(9—7r)
0 0

1 — ue® 1 + uei®=m

Et on identifie les parties réelles et imaginaires.
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4 Fonction caractéristique d’une variable symétrique

14)
La variable Y; = cos(tX) est bornée , donc elle admet une espérance finie d’ aprés la question 2
lcos(nt)| <1 VneZ = | cos(nt)P(X =n)| <) |cos(nt)P(X <> P(X =1

nez nez nez
La variable X est symétrique et la fonction cosinus est paire, on conclut facilement que ®x est paire.

15)

Z cos(nt)P Z U, ( pour t € R avec :
nez
Uy(t) =P(X =0) U, (t) =2cos(nt)P(X =n) n>1 teR
La majoration : |¥,(t)] <2P(X =n) pour tout réel et pour tout entier naturel n, nous donne la

convergence normale de la série sur R . Comme les fonctions W, sont continues , on déduit alors que
® v est continue.

16)
Ox(t) =P(X =0)+ 2%2003 (nt)P(X =n).
Pourn>1 "
Ry = Ry =P(|X[2n) = P(X]>n+1)
— [P(X 2 1) — P(X > n+1)] + [P(X < —n) —P(X < —n— 1)
=2P(X =n)

Ry—Ri=1—R; =P(X =0).
Et la relation en découle immédiatement.
Comme la variable X vérifie la propriété D, , on a alors :

cos(nt 1
() |

R,cos(nt) = «
n n

cos(nt)

Et on sait déja d’apres la question 12 que la série Z converge pour tout t €]0,27[ , on
n>1

peut donc séparer les deux sommes et faire un changement d’indice :

+oo +o0o
dx(t) =D (Ry— Rys1)cos(nt) Z Rycos(nt) — > (Rpiicos(nt)
n= 0 n=0 n=0
—ZRcosnt ZRCOS (n—1)t)
n=0 n=1
+oo
=1+ Y Ry[cos(nt) — cos((n — 1)t)]
n=1

17)
la variable X vérifie la propriété D,, il existe donc une constante M > 0 telle que
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« M .
|R, ——| < —; pour tout entier naturel non nul n.
n - n

- . . ;
La série de fonction » (R, ——)e™ est donc normalement convergente sur R et tous les termes sont
n>1 n
continues , on conclut donc que la somme est continue sur R , elle admet donc une limite en 0 noté

C' qui est sa valeur en 0 et elle est réelle.

+o0 +ooa )
Z(R znt ZR ein Z 7€'mt
n=1 n=1"

(on peut séparer les deux sommes les séries sont convergentes)

cos(nt) J“ZO:O sin(nt)

—ZR cos(nt) —HZR sin(nt) —az

Pour t €]0,27[ on a :

n=1

+oo "
> (R, — % e Z R,cos(nt) +1 Z R,sin(nt) + « 1n(23m(2)) — i

n=1 n=1 n=1

Tm—t

En séparant la partie réelle et la partie imaginaire on trouve :

+o00 t
> Rycos(nt) + a 1n(232’n(§)) —is0+ C
n=1
—+00 —t
> R,sin(nt) — aT — 50+ 0
n=1

C’est facile de conclure en utilisant un développement limité de sin au voisinage de 0.
18)
+00 +oo +00 +00

Px(t) =14 Ryfcos(nt)—cos((n—1)t)] = 14> Rycos(nt)—cos(t) > Rycos(nt)—sin(t) Y R,sin(nt)

n=1 n=1 n=1 n=1

=1+4+[1 — cos(t)] ZO:O R, cos(nt) — sin(t) f R, sin(nt)

n=1 n=1
Et on utilise la question précédente en remarquant que sin(t) ~t au voisinage de 0.

T
O (0) =1, ®x est donc dérivable a droite en 0 et sa dérivé droite est — 5 comme la fonction

T
est paire ,elle est dérivable a gauche en 0 et sa dérivé gauche est 5 elle n’est donc pas dérivable en 0.

5 Convergence simple de la suite des fonctions caractéris-
tiques des variables M,

19)

Oxiy(t) = E(cos(tX)cos(tY)) — E(sin(tX)sin(tY))
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= E(cos(tX))E(cos(tY)) — E(sin(tX))E(sin(tY))

( les variables sont indépendantes).
En utilisant la question 4 appliqué a la fonction sin qui est impaire on trouve :

E(sin(tX)) = 0 = E(sin(tY))

Et on a le résultat.
20)
Les variables X; sont symétriques donc M, I'est aussi.

Bui 1) = Bxpose o, () = [T 005) = (@x )

les variables suivent la méme loi.

21)

Comme @), est paire , on va raisonner seulement sur [0, +ool.
Pourt =0 , ®,,(0) =1 pour tout entier non nul.

t
Pour t > 0 , il existe un entier N tel que Vn > N on a — €]0, 27[.

n
t Tat t mat t Tat t
Oy, (—)=1—— —) =0y (t)=(1—— —))" = In(1 — — —
()= 1= T o0y = @ () = (1= o 4 o()" = eapln (1~ o +o( 1)
On fait un petit développement limité de In(1 4 ) au voisinage de 0 et on trouve le résultat.

22)

Si on prend ¢, = 2nm  ou n est un entier naturel non nul , on a :

tn

Cx, () = 1= Py, () =1

On en déduit que [Py, (t,) — exp(—T¢)| = 0.

La convergence n’est donc pas uniforme sur R.
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