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1 Noyau de Dirichlet

1. Soit n € IN. Alors, par linéarité de Iintégrale :

Dn(t)dt:/ <1+Zeikt+§:e_ikt> dt:/ dt+Z/ (eikt+e_ikt)dt,
- - k=1 k=1 k=1 T

—T

et donc :
T - " sin(kt)}7T
B (t) 7T+Z/_ﬂ2005(kt)dt 277—1—22{ il
k=1 k=1 T
d’ou :
Vn € N, D, (t)dt =27

2. Soient n € N et t € R\27Z. Alors, en reconnaissant la somme des termes d’une suite géométrique
ona: _—
n n it \ <"
_ ikt __ it k_f'tl_(e )
D, (t) = Zez = Z (e") =e™™ ot

k=—n k=—n
En utilisant « 'angle moitié », on obtient :
ei(nJr%)t (efi(njL%)t _ei(n+%)t) 9isin ((n N %) t)

_ _—int _
Dn(t)_e St _ it -t - . et )
e’z (e lz—elz) —2isin g

et donc :

sin((n+ %) t).

iq b
SlI1§

Vn e N, Vt e R\ 27Z, D,(t)=

3. Puisque les fonctions h et u — sin(au) sont de classe € sur [—, 7|, on peut effectuer une
intégration par parties, ce qui donne :

L = [ nw Mr _/” W (u) Mdu _ cos(am) (h(—ﬂ)—h(ﬁ)>+é /_7; h'(u) cos(au) du.

« « (0%

—T —T

Or, on a d’une part :

(h(—w)—h(w))k|h(_7r)_h(”)| — 0,

o a— 400

cos(am)

«

et, d’autre part, h’ étant continue sur [—m, 7] : IM € Ry, Yu € [—m, 7], |h'(u)] < M. On a donc :

1 [T 2M
<f/ W (w)|du < 28— o,

« o a—>+oo

1 /Tf h'(u) cos(au) du

aJ _x

—T

et donc :

lim I, =
a——+00
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4. Pour tout n € IN et tout ¢t € R, on a :

n n n

. 1 ™ ik ; 1 ™ i
> alg)e™ =7 (g/ g(x)e ™ dx>e’“=g gle) Y e* ) dg,

k=-n k=—n - - k=-n

Effectuons le changement de variable (de classe € sur R) : u =t — x, ce qui donne :

n

t—m n t+m
> e = [ a—w) Y e (—au) = o [ g =)Dy an

k=—n k=-n -

Or, les fonctions g et D,, sont 2m-périodiques, donc (pour tout ¢ € R) il en est de méme de la
fonction u — g(t — u) Dy (u), ce qui permet d’écrire :

n

. 1 [T
ikt __ .
vn € N, Vt € R, g cr(g)e™™ = o /_Tr g(t —u) Dy, (u) du.

k=—n

T
5. Puisque, d’apres 1., / D, (t)dt = 27, on en déduit que pour tout n € IN et tout ¢t € R, :
—Tr

n T

> cxlo)e™ —gt) = 5 [ glt —u) D) du— 5 g(1) /D

2
k=—n

2;/;(mt—w—gu0Dawdw
=0 = (0

Posons alors, pour u # 0 : hy(u) = —
Sin b

, et hy(0) = —2¢/(t). Puisque :

g(t —’LL) _g<t) — g(t _ U) —4g t) . —u N g’(t) . (_2) — —2g,(t)
sin 5 —u sin § u—0 ’

alors h; est continue en 0, et donc sur [—m, 7. De plus :

Yu € [—m, 7], sin% - Dy, (u) = sin <(n+ %) u) .

On en déduit que

n ) 1 T 1
Z cr(g)e™ —g(t) = —/ hi(u) sin ((n + 5) u) du, ol h; est continue sur [—, 7).

2T

k=—n

6. Soit n € Z*. Puisque les fonctions g et z — e~ sont de classe €2 sur [—, 7], on peut effectuer

une double intégration par parties, ce qui donne, puisque g, et donc ¢’, sont 27-périodiques :

enl(g) = % _:g(x) ™ dg
(b -z
— o (0 (st — gm) - [ e an)
_ % " (@) e da

(o] Lo
() [ )

— —inx d
2mn?2 / o




On en déduit donc que :

1

Vn e Z”, ’Cn(g){ = o2

/ g”(-]?) e—inr dz

et comme g” est continue sur [—7,7] : 3A € Ry, Vx € [-m, 7], |¢"(x)| < A. Ainsi :

1 ™
5 [

Vn € 77, |cn(g)|<i/ Adxzi.

= 2 2
2mn? J_ n

On en déduit donc que :

1 1
lorsque n tend vers +o00, on a : ¢,(g) = O(ﬁ) et c_n(g9) = O(?)

—+oo

7. Puisque la fonction h; de la question 5. est supposée de classe €1, d’aprés 3. on a :

n—+oo J

& 1
lim ht(u) sin ((n + 5) u) du =0,
c’est-a-~dire, d’apres 5. :

A <kZ cr(g) e™ g(t)> =0,
ou encore :

] (Z cr(9) ™+ coilg) e““) =g(t).

k=0 k=1

Or, pour tout n € IN* :

Z Cr (g) eikt

k=0

n

< Z|Ck(9)| et
k=0

n

< Z‘cfkr(g”a
k=1

n
Z c,k(g) e—zkt
k=1

s 1 1 Ca -
et d’apres 6., cx(g) = O(ﬁ) et c_k(g) = O(ﬁ)’ ce qui implique que les séries ch(g) et
S c_n(g) sont absolument convergentes, donc convergentes. Il s’ensuit que les séries >~ ¢, (g) €™ et
Se_n(g) e~ convergent, et on peut donc écrire ’égalité :

+oo +oo
VEER, g(t) =) calg)e™ + ) conlg)e ™.
n=0 n=1
11 Coordonnées polaires

8. La fonction f est de classe €2 sur R?, et ¢ : (r,t) € |=5,5] x R — (2o + rcost,yo + rsint) est
€™ sur |—6,0[ x R, done, par composition,

’ g est de classe €2 sur R. ‘

On a donc (en notant @1 et s les applications partielles de ) :

0 0 0] 0 0
r0) = St () 5 (olrt) + () 5 (olrt)
0 0
= —rsint a—i (¢(r,t)) +rcost a—ch(go(r, t)),

et de méme : 5 of of
g _ o) o Y
5(7@ t) = cost o (cp(r, t)) +sint By (<p(r, t))
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On en tire, d’apres le théoréme de Schwarz, en omettant les ¢(r,t) :

%(r t) = frcosta— —rsint (fv"sintﬁ +rcost °f )
o2 Oz Ox2 Ox Oy
2 2
— Tsint%‘; + rcost (—rsint 3aaréfy —I—Tcostg—yé)
of L Of 5,0 s o2, 0%f 2. >’f
= — _— _ —_— S —_— — 2
TCOSt@x rsint oy + r7sin t8x2 + r7 cos t8y2 r SthOStaxay’
o 0? 9? 9? 9? 9?2
a—rg(r,t) = cost <costa—x£ +sint axgy) +sint (cost &rgy —l—sinta—yJ;)
2 2 2
= coszt% +Sin2tg—y‘£ + 2sintcost 8i§y
On obtient donc :
2 2 2 2 2
r? % +r% + % =r (cost% +sint %) + 72 (COS2t% —|—sin2tg—y]; + 2sintcost 81‘83/)
2 2 2
—-r <cost% +sint %) + 72 (sin%% —|—0082t§—y§ — 2sintcost 5‘15@/)
2 2
(22
ox2 = 0y?
Or, puisque f est harmonique par hypothese, on a Af = 0, et donc :
0%g dg 0%g
2079 99 _ 99
o2 o T o

9. Puisque g est de classe €2 sur |4, 6] x R, on en déduit que J est de classe €2 sur |—§, [, donc

en particulier :

‘ J est de classe €2 sur [0, 6]. ‘

De plus, pour tout r € [0,d], on a :
2

T dg T 9%
U — - " = _—
J'(r)= /7r . (r,t)dt et J"(r) / 52 (r,t)dt.
On en déduit que, pour tout r € ]0, 4] :

P () + J'(r) = /_ﬂ (ro2+%) (r,t)dt:/_ﬂ L0 yar = —i[gf(r,t)]

t=
1 _of . of . "
_ —rsint ——(xg + rcost,yp — rsint) + rcost a—(aco —rcost, Yo —rsmt)
T

r

Y

1 0 9
= (—7“ a—]yc(ﬂco —7,%0) +7“a*]yc($0 - T7y0>> =0

Par continuité de J’ et J”, 1’égalité est encore vraie pour r = 0 et donc :

V€ [0,0], 7J"(r) + J'(r) = 0. |

10. Ainsi, la fonction J est solution, sur |0, d[, de 'équation différentielle : y” + %y = 0. On en

déduit donc tout d’abord que :
JKeR, Vrel0,d, JJ(r)=Ke " = —

=

et ensuite :
I(K,K') e R, Yz €]0,6], J(r) = Klnr + K'.

Or, on sait que J est de classe 42 sur [0,5], donc K = 0 et donc

‘ J est constante sur [0, d[. ‘
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111 Probléme de Dirichlet

11. Supposons qu'’il existe une boule ouverte centrée en mg et incluse dans U sur laquelle f ne
soit pas constante. Alors, il existe r € ]0,d[ et ¢ € R tels que : f(xo,v0) > f(xo + rcost,yo + rsint).
Donc, par stricte croissance de l'intégrale (les fonctions considérées étant continues) :

/fa:o,yo dt>/ flxo+rcost,yo+rsint)dt, soit: J(0) > J(r),

ce qui contredit le fait que J est constante sur |0, d[ (d’aprés I1.10.). Donc :

‘ la fonction f est constante sur toute boule ouverte centrée en myg et incluse dans U. ‘

12. Puisque f est continue sur le compact K, elle est bornée et atteint ses bornes. Considérons
alors M = max f(z) et m = mi& f(x). Sim = M, alors f est constante sur K et donc nulle.
Te Te

Supposons donc m # M et, quitte & considérer — f, on peut supposer M > 0. Alors, f admet un
o
maximum global en un point mg € K. D’apres II1.11., cela implique que f est constante sur toute

o]
boule ouverte centrée en mg et incluse dans K. En particulier, si § est la distance de mg a Fr(K), f
est constante sur la boule & de centre mg et de rayon §. Mais alors, par continuité de f sur K, on en
déduit que f est nulle sur %, ce qui contredit le choix de M.
On peut donc en conclure que

‘la fonction f est nulle sur K. ‘

13. On cherche une fonction fy telle qu’il existe deux fonctions ¢, ¢ € €([0,27],R) telles que :
V(z,y) € K, f(z,) = p(x)y(y)-

[e]
o D’apres la condition 2, fy est harmonique sur K, et donc :

9fy | O o
axfzo + ayJ;O =0 soit: V(z,y) € K, ¢"(@)(y) + p(2)y" (y) = 0.

o D’apres la condition 3,
Vo €[0,27], fo(x,0) =sinz donc: ¢(z)y(0) =sinz.
o D’apres la condition 4,
Ve € [0,2n], folz,2mr) =0 donc: ¢(z)¥(27) =0.
o D’apres la condition 5,
vy €[0,27],  fo(0,y) = fo(2m,y) =0 donc:  (0)¢(y) = w(2m)¢(y) = 0.

La condition 3 suggére de poser : Va € [0, 27], p(z) = sinz, de sorte que la condition 5 est vérifiée,
et on doit alors avoir : ¥(0) =1 et ¢»(27) = 0. La condition 2 s’écrit donc :

V(z,y) € IO(, —sinzy(y) + sinay” (y) = 0,
et donc :
Yy €10,2x, " (y) —¢(y) = 0.

On en déduit qu’il existe deux constantes a et b telles que : Vi € [0,27], 9(y) = ae¥+be V.
Puisque 1(0) = 1 et ¢(27) = 0, on obtient le systéme :

—2m —on
p— —_ — — € . —e€
{ a+ b=1 {(6277_6 27T)a = —e7?m @ = & _—c2F = Zsh(@m
27 27y _ 27 —27 27 2m 2m
e“"a + e b = e e b = e _ e _ _e
( + ) b e2m —e—27 2sh(2m)
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On doit donc avoir :

1 Y o 1 lom o sh(2r —y)
Ve vl) = gqns(merereten ) = s (—entr gy ) = SRS

On en déduit donc, en utilisant la condition 1 :

W(o9) €K, o) = o(@)i) = o sine sh(2e —).

Soit f : K — R une fonction satisfaisant aux cinq conditions. Alors, la fonction f — fo : K — R

[e]
est continue sur K, harmonique sur K, et nulle sur la frontiére Fr(K). Donc, d’apres ITL.12., f — fy
est nulle sur K, c’est-a-dire f = fy. Donc :

‘1a fonction fjy est I'unique solution du probléme posé. ‘

v Développement en série

14. Puisque f est de classe €2, il en est de méme de v,,. Pour tout r € [0, R[ et avec g : (r,t) —
f(rcost,rsint), on a donc :
1 (™ dg

- 1 [™ 9%
. —int 12 _
vl (r) = o o (r,t)e dt et vl(r) = o | a2

(r,t)e” " dt.
Donc, d’apres I1.8. :

1 T 82 o ] 2 . ‘
r2on (r) 4+ 10, (1) — n*oa(r) = 5= B <T28—Tg + ra—i> (r,t)e” "t dt — ;—ﬂ_ /_7r g(r,t)e "™ dt

1 [T 02 ~ n? [T ,

— ——g(n t)e "t dt — —/ g(r,t)e ™ dt.
2 J_ .

Or, avec deux intégrations par parties :

t=m

T n _,..0¢g
— —Zemt 2y at
/ i e

t=—m -

n2/ g(r,t) et = l— ﬁ e_i"tg(r, t)}
e 1

= ni(=1)" (g(r,m) — g(r, =) ) — i [emt g“z(r,t)] ) 7/,7 e:i:t f%g@,t) at

—1q o

=0

7771@ 7@ o >/7T(-’929 —int
=(-1) (8t (r,m) ot (r,—m) o (r,t)e dt

=0

U 2
= —/ %(r, t)e~int dt.

Il s’ensuit que :

la fonction v,, est solution de I’équation différentielle : 720/ (r) + rv!,(r) — n?v,(r) = 0. ‘

15. On résout ’équation sur ]0, R[ en posant le changement de variable : r = e®*. On a donc :

Ovy, s\ _ .8 % - Ovy,
as (e)_e ar (T)—T a,r_ (T)7

0?vy, , s Oup 0e 0%, Oy 5 0%,
et 532 () =e W(r)—l—e 52 (r)—rﬁ(r)—i—r 52 (r).
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L’équation différentielle devient donc :

vl (e®) — n?v,(e®) = 0.

Ainsi, la fonction v,, o exp est solution de I’équation différentielle : 3’ — n2?y = 0 dont les solutions
sont les fonctions : y : s = ape™ +8,e " = a,(e®)" + B,(e) ™™ avec (an, Bn) € R2 On en déduit
donc :

les solutions de I’équation différentielle (E,,) sont les fonctions

Up ' T H— Oln""n + ﬁ7LT7n7 avec (a"’“ﬁ") € RQ'

16. On effectue une disjonction de cas :
» sin =0, alors vy est constante, donc : Ja, € R, Vr € [0, R[, vo(r) = ao;

e si n > 0, alors puisque v, est continue sur [0, R[, on a nécessairement 3, = 0 et donc :
Jda, € R, Vr € [0, R[, vn(r) = apr™;

e si n < 0, alors puisque v, est continue sur [0, R[, on a nécessairement o, = 0 et donc :
Jdan, € R, Vr € [0, R], vn(r) = anr™™.

Dans tous les cas :

Ja, € R, Vr € [0, R], v, (r) = a,r™l.

17. Soient r € [0, R, t € R et considérons la fonction g, : t — f(rcost,rsint). Alors g, est est de
classe €2 sur R et 27-périodique et, avec les notations de la partie I :

L[ : I :
Vn ez, ca(g) / gitye ™ dt = — [ f(rcost,rsint)e” "™ dt = v, (r) = a,r"l.

T or o 2 J_ .

Donc, d’apres 1.7. :

+oo ) +oo _
g:(t) = Z cn(g)e™ + Z cn(g)e™™,
n=0 n=1
soit :
+oo ) +o0 _
f(rcost,rsint) = Z anr™ e + Z a_p,rte "
n=0 n=1
ou encore :
“+oo +oo
flrcost,rsint) = Z an (re' )n + Z a_n(re ™ )n
n=0 n=1

18. Soit f une fonction harmonique et bornée sur R2. D’aprés la partie IV., il existe des coefficients
complexes (a,)nez tels que :

+oo “+o0
Vr € Ry, Vt € R, f(rcost,rsint) = Z an(re“ )n + Za,n(re*“)n.
n=0 n=1
Or, puisque f est bornée sur R?, il existe M € R tel que :
vr € Ry, Vt € R, |f(rcost,rsint)| < M,

ce qui implique que : Vn € N*, a, = a_,, = 0 et donc que f est constante.

toute fonction harmonique et bornée sur R? est constante.
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Vv Théoréme de D’Alembert-Gauss

19. D’aprés les hypotheses, f est de classe € sur R? et :

of ‘ of : .
2 ~J _ / ~J _ /
W) € R | Shey) = Pletiy) o Gy =iPati),
82f /! 82f /! -
G = Platin) e gLy =P+ i),
On en déduit que :
0rf  0°f
@‘F@ 0,

c’est-a-dire que :

f est harmonique sur R2.

20. Puisque f ne s’annule pas sur U, on en déduit que g est de classe €2 sur U et, pour tout
(z,y) € U, on a d’une part :

. 92 2
N -{C.1 ) R i Y — G (@y) Py —2(5 ) fay)
o0 "V T TR (y) BT () ’
et d’autre part :
2 2
@(I ) = ~5(,y) domc - 8729(1: ) = ~ Sk (@y) - fwy) -2 (%5(:67?1)) - f(z,y)
oy f2(z,y) S0y f(,y) '
Donc :
O*f 82f> 1 (an 82f) 2 (8f)2 (af>2
(55 52) 9 = ey (G 4 50 o0 7 ((G) + (5) ) o0
avec : 2 o
22 + a—yz =0 car fest harmonique,
et : ) )
5) +(5y) )= (Ferm) + (iParin) -
((% t35,) )@ =(Parm) + (i Parm) =0
Finalement,
2 2
P9 9 _,
0x2 = Oy?
et donc :
g est harmonique sur U.
d
21. Ecrivons : P = Z An X" ot d est le degré de P. Puisque P n’est pas constant, on a : d > 1.
n=0
On en déduit que : | ‘lim |P(2)| = +o0, c’est-a-dire :
Z|—+o0

JAeR4, Vz€C, 2|2 A = |P(z)| > 1.

22. Le théoréme de D’Alembert-Gauss s’énonce ainsi :

Tout polynéme non constant de C[X]| admet au moins une racine compleze.
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Considérons donc un polynoéme non constant P € C[X], et supposons qu'il ne posséde pas de
racine dans C. Alors :
JAeR4, Vz€C, 2|2 A = |P(z)| > 1.

On note A la boule fermée de centre 0 et de rayon A.

Par hypothese, la fonction f : R? — C définie par f(x,y) = P(x + iy) ne s’annule pas sur R?

et, d’aprés V.19., est harmonique sur R2. Considérons alors la fonction g = ?, de classe €2 sur R2.

Alors, d’apreés V.20., g est aussi harmonique sur R?. Mais, d’une part, g est bornée sur le compact %
et, d’autre part :

V(z,y) €R? Va2 +2 2 A = |g(a,y

<L

1
-]
flz.y)
c’est-a-dire que g est bornée par 1 sur C\ %. Finalement, g est bornée sur R?. Mais alors, d’apres
IV.18., g est constante, donc f et P aussi, ce qui est contraire a I’hypothese.

Il s’ensuit que P posseéde au moins une racine complexe, et le théoreme de D’Alembert-Gauss est
démontré!
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