Concours MINES-PONTS 2011
Filiere PC
Corrigé de la 2eme épreuve de mathématiques

Damien Broizat

On fixe A, K € M,,(R) deux matrices :
e symétriques,

o définies positives (Vx e R, x #0 = (Ax, x) >0 et (Kx, x) > 0).

I. Oscillations d’un certain systeme linéaire
(] Q1 - La matrice A est inversible, car Ker(A) = {0}. En effet,

xeKer(A) = Ax=0 > (Ax,x)=0 = x=0 (sinon {(Ax,x)>0).
0 Q2 - Soit x,y e R".

(A71x, y) (A™lx, A(A1y))
("A(A™x), A7 ly)
(AA1x, A7 ly) (A étant symétrique)

= (x,A_ly).

Or, on a aussi (A" 'x, V) =Lx, A ), d’ou (par unicité de la matrice adjointe)
‘ah=a",

i.e A™! est symétrique.

[J Q3 - « Lapplication (., .) 4 est clairement une forme bilinéaire sur R”, symétrique car A est sy-
métrique, définie positive car Vx # 0, (x, x) 4 = (Ax, x) > 0.

e De plus, 'endomorphisme E est autoadjoint pour A. En effet,

Vix,y) eR", (E(x),y)a = (AEX),y) = (AAT'Kx,y)
= (Kx, = (x,Ky) (K étant symétrique)
= (L AAT'Ky) = (EQ)a

[1 Q4 - L'endomorphisme E est symétrique (pour la structure euclidienne (R”,(.,.) 1), donc il est
diagonalisable sur R (dans une base " A-orthonormée" de R”). Notons (A;)1<i<n € R" ses
valeurs propres. En outre, E est défini positif (toujours pour cette méme structure eucli-
dienne), car pour x # 0, (E(x), x) 4 = (AE(x), x) = (Kx, x) > 0. Donc les valeurs propres de E
sont strictement positives. D’ol1'existence d'une base (¢;)1<j<, de R"” etderéels 1,..., 1,
> 0 (pas forcément distincts) tels que :

Vie{l,...,n}, E(e)=Aje; ie A‘lKe,:}Liei.



(1 Q5- « Ondiagonalise 'endomorphisme E pour résoudre I'équation différentielle (1) :
x € C?([0,+00o[,R™) est solution de (1) < Vt=0, x"(t)=-Ex(t).
On décompose sur la base de diagonalisation : pour tout x € C? ([0, +o0o[, R™), il existe n
fonctions x; € C? ([0, +ool, R) telles que

n
Vez0,  x(0)=) xi(De;.
i=1
D’ou x est solution de (1) si et seulement si

n
vez0, ) x!(Dej=-
i=1 i=1

n
xi(DAie;,
c’est-a-dire (en identifiant les fonctions coordonnées)

Vie{l,...,n}, Vt=0, X} (1) = =Aix;i (D).

Ceci équivaut a

Yie{l,...,n}, 3(a;,b)eR? VYi=0, xi(£) = a; cos(t\/A;) + bi sin(£\/1;),

ou encore a
n
air<izn bi)1<izn, Y20,  x()=) (ai cos(tv/A;) + bisin(ty/ /11‘)) e
i=1

On en déduit que

x est solutionde (1) <— erect((tHcos(t\//l_i)ei) (t-—»sin(t\//l_,-)ei)lsisn).

. )
l<isn

+ Lensemble des solutions de (1) est donc un sous-espace vectoriel de C? ([0, +oo[,R") de
dimension 2n, car la famille (t — COS (t\//li) e;, t— sin (t\//li) e,») est libre :

1<i<n
en effet, si

n n
V=0, Zaicos(t\//l_,-)ei+2ﬁisin(t\//1_i)ei20,
i=1 i=1

alors I'indépendance linéaire des (e;)1<;<, donne

V=0, Viell,..., n} a,-cos(t\/ﬂt_,-)+ﬁ,-sin(t\//l_i):0,

d'ouVie{l,...,n}, a; =0 (en évaluant en ¢ = 0), puis §; =0 (en évaluant en t = —2=).

2y
[0 Q6 - En notant (x,..., X) et (y1,..., ¥») les fonctions coordonnées de x et y dans la base cano-
nique de R" et (A;}); jyeq1,np2 les coefficients de la matrice A, ona

Viz0, (Ax, (@) = Y (Ax(0)iyi() = Y. > Aixj)yi(0) .

i=1 i=1j=1



Donc pour tout ¢ =0,

d
a(<Ax,y>m) Z A,x Oy + Y, Aijxj(0)yi(0)

1<i,j<n

n

> ”x,(t)) CEDD

l:

n

Z ,]xj(t))y;m

n
=X
i=1

Il
M=

(Ax'(0), yi(t) + Z (Ax(1); yi(0)

=1 i=1

~.

= (AX' (), y(0)) + (Ax(8), y'(1)).

[0 Q7 - Soit x € C? ([0, +oo[, R™) une solution de (1). On note, pour ¢t =0,

/ ]‘ / / ]‘
T(x") ()= S {AX (0, x(0), U@ = S (Kx(0), x(0)

On a T(x’) ,U(x) € C([0,+00[,R) car x est de classe C2, donc x’ de classe C!. D’apres la
question précédente, on a

d 1
- (T (') (0 +U () (1)) = 5 ((Ax" (1), x'(0)) + (Ax' (1), x" (D)) + (K (1), x(1)) + (Kx(1), X' ().

Les matrices A et K étant symétriques, on a
% (T(x") () + U (%) (1) = (Ax" (1), X' (1)) + (K x (1), X' (£)) = (Ax"(8) + Kx(8), x' (1)).
Or Ax"(f) = —Kx(t), donc
%(T(x’)(t) +U(x) (1) =(0,x'(1)) =0,

ce qui prouve que f — T(x") (1) + U(x)(t) est constante sur [0, +00].

II. Résultats intermédiaires

[1 Q8- Pour ke N*,ona
n

)

En outre, par 2m-périocité puis par parité, on a

2n k n k T k
i:f (1+cos(t)) dt:f (1+cos(t)) dtzzf (1+cos(t)) dt.
k.  Jo 2 7 2 0 2

Vuque Vre[0,7],0<sint <1, on obtient

T k
izz[ (M) sin(t)dt:i,
Ck 0 2 k+1

sin(f)dt =

1+cos(t))’C —2 (1+cos(t))k+1}t:” 2

k+1 2 o ok+1

=0

k+1
douck<T.



[1Q9- Soit0<e<m. Onposedi(e)= sup Ri(t)= sup ck

ESI<27m—€ ESI<2M—€

(1 +cos(t))’C
— |-

Tout d’abord, vu que Vt € R, Ri(2m —t) = Ri(t),ona

di(€) = sup Ri(1).

ESISTT
La fonction t — % étant positive et décroissante sur [0, 7], on a (puisque [g, 7] & [0, 71]),
1+cose\F k+1
VkeN*,  di(e) :ck( - ) =\ )qks kq*,

k
avec q = (“CTOS(‘E)) €]0,1[. On a donc klim qu = 0, ce qui prouve par le théoreme des
—+00
gendarmes (0 < di(e) < kq*) que klim di(e) =0.
—+00

0 Q10- Soit0O<e<m, etkeN.Soithe Coy (R,C)NC! (R,C) et ucR.

» En effectuant le changement de variable t = u—t;,ona:

2n u
f Re(u—th(ndt f Re(t)h(u—-t)dt
0 u—2m

2n
= f Ri(n)h(u—n)dm,
0

car t) — Ry(t1)h(u - t;) est 2n—périodique, donc les intégrales de cette fonction sur
n'importe quel intervalle de largeur 27 ont une valeur commune.

2n
e Pour établir I'inégalité demandée, on utilise que f Ry (t)dt = 1, pour réécrire h(u)
0

comme une intégrale :

2r 2r
f Rk(u—t)h(t)dt—f Rk(t)h(u)dt‘
0

21
f Ri(u—0h(t)dt— h(u)
0 0

IA

21
f Ri(H)|h(u—1t)—h(u)|dt
0

£ 2n
f Re(O)|h(u—1) - h(u)ldt+f Re(O)|h(u—1t)— h(w)\dt
0 2

T—€

IA

2m—¢€
+f Ri(t)|h(u—1t)— h(u)|dt.

Ensuite, on majore chacune des trois intégrales.
Tout d’abord, par I'inégalité des accroissements finis, on a pour tout ¢ = 0,

|h(u— 1) = h(w]| <t

(car la dérivée h' est continue sur R et périodique, donc bornée). D’ol1

IA

& 3 3
ka(t)lh(u—t)—h(u)Idt < ||h’||f tR(dt g||h’||f Ri(n)dt
0 0 0

IA

elnll.

27
suh’nfo Re(Ddt



Pour la seconde intégrale, on utilise les mémes types de majorations, en réécrivant d’abord

21

21
f Rk(t)lh(u—t)—h(u)ldt:f Ri(t)|h(u—t+2nm) — h(u)|dt
2 2

T—€ T—€&

(vu que h est 2n-périodique). On a donc (toujours par les accroissements finis)

27 27
f Re() Ihu—0—hwlde < W[ (-2mR(pdt
2

T—€ 2m—¢€

2n
< eli| Ry(ndt < ellW].
2n—¢
Enfin, on peut majorer la troisieme intégrale de la fagon suivante :
puisque VYt € [€,2m — €], 0 < Ri(¥) < di(€) et |h(u—1t) —h(w)| < |h(u—0)|+|h(w)| < 2| hll,
ona

A

2m—¢€ 2M—¢€
f Re(0) |h(u— 1) — h(w)| di _f 2l hlldi(e)dt

IA

21
fo 20hlde@ds = anlhldg).
Finalement, on obtient bien

27
f Ri(u—t)h(ndt—h(w)| <ellh' |+ el || +4n|hldi(e) = 2| e + x| hlld(€).
0

III. Un théoréme ergodique

[J Q11 - Soit x une solution de (1) :

x(t) = i (a,- cos (t\//l_l) + b; sin(t\//l_i)) e;

cos(t\/_)

2
= Z\/a +b? sm(t i) e,
i=1 \ a: +b2 \ a: +b2
avec (ay, az, by, b») € R*. Pour i € {1,2}, posons c¢; = \/al? + b?.
N2 N2
Ona(f—;) +(—b—f) =1, donc il existe ¢; € R tel que :

Ci

cos(¢;) Gi_ 4
i|=—=

Ci \/ a2+ b?
. b; l bil
sin(p;)=——=-

Ci \/ a2 + b?

On a alors, pour tout ¢ =0,

x(0) = Z (cos((pl)cos(t\/_)—s1n((p,)51n(t\/_))el chcos(t\/_ﬂpl)

[\



0 Q12 - Soit f € Coy 2, (R?,C).
Soit (01,0) € R?. 1l existe un couple d’entiers (m, n) € Z? tel que :

01+ 2nme [0,27]
0,+2nne|0,2m]

D’ot, par une récurrence triviale, on a

[f(01,02)| =1f(O1+2nrm,0, +2nn)| < sup |f].
0,272

Ceci montre que | f| est majorée sur R? et quesup |f| < sup |fl.

R2 [0,27)2
L'inégalité inverse est évidente. D’out
sup|f|= sup |fl.
R2 (0,272

Enfin, la borne supérieure de | f| est atteinte, car [0,27]? est compacte et f est continue.
[J Q13 - Dans cette question, on suppose que f(01,0,) = €172l avec (j,1) € Z2.

e Si(j,k)=1(0,0), alors f =1 et le théoreme ergodique est évident, car les deux intégrales
de la relation (4) valent 1, quel que soit T > 0.

e Si(j,1) #(0,0), alors

1 T 1 T
—f f(H(t))dt —f f(t\//11+(.01,t\//12+(p2)dt
T Jo T Jo

— f \/_+(P1] l( \/_+<P2]

_ e"("’l;“”zl) fTeir(j\//l_ul\/?t_z)dt
0

Or jyv/ A1+ 1Az #0, sinon jyv/A; + 1/ A2 =0, et (puisque j # 0 ou [ # 0), on obtient
VA
VA2

€ Q, ce qui est contradictoire.

D’ou .
1fT el(P1j+g2l) [ pit(jy/Ai+1y/22)
— @) dt=
T()f T iGva+I1vA2) |,

ce qui entraine

1fT ‘ 2
= O(n)dt| < ,
‘T 0 f T|j\//11+l\//12|

et
lim —f fO@®)de=0.
T—+o0o
En outre,
2n p2n 2n 2 .
j' ‘ﬂ&ﬁgd&d&:/’(f d%ww%de@.
0 0 0 0
Si j#0,
21 p2m 2m ([ piVJ 0y=2m
f f(61,02)d0,d0, = f ——e'?! df, =0.
o Jo 0 1] 6,=0

6



Si j=0,

2n p2nm 2n 2n 2n
£(01,0) d6,d6, = e%lq0,|do, =2n | €%'d0, =0 car I #0.
0 0 0 0

0

T—+oo T

27 P27
f [ 101,0)d0,a0,

Dans tous les cas, on adonc _lim —f fO@)dr=0= 22 Jo

ce qui prouve le théoreme ergodique dans le cas (j, 1) # (0,0).
1 Q14 - Pour f e C21 (R2,C) et k € N*, on pose

7,27

2n p2m
fie(u,v) :‘[0 ‘[0 Ri (u—01) Ri (v—02) f(01,02) d0,1d0.

Transformons f : pour toutréel £, on a

c cr £ [k -
R.(D) = Z—Z(Hcos(t))k:z—kj;)j cos’ ()
k it —it\J k if;
Ck e''+e ) Ck 1 [k I\ 2ite —ijt
= — — | == = e”!tlem
Z( 2 222(])2(1)

soit . .
R = Y & jre@,

O<l<j=<k
_ Ck [k)[J
enposant ¢y jx = Yy (])(Z)

Pour j € {0,...k} fixé et [ € {0,...j},ona —j <2l —j < j, donc (puisque 0 < j < k), on a
2l—je{-k,...,k}. Il existe donc des réels (a,,) - k<m<k tels que

k .
Yiz0, Ri®= ) apme™
e
D’ou

2n p2n
fk(u,l/) — f Z Z a alel](u 01) ll(U 02)f(91,92)d9 do,
j=——kI=k

2” 2” .. . . . .
Y aja ( f f e 10 e7102 £(9,,0,)d0,d0, | &' e'V!
—k<j,I<k 0 Jo

2n p2n . .
En notant a;; = ajalf f e—lfele—”92f(91,92)d91d92 pour (j,1) € {~k,...,k}?, on ob-
o Jo

tient donc la forme voulue.
Enfin, par linéarité, il est clair que Yk € N*, fi vérifie le théoréme ergodique (puisque f
est combinaison linéaire de fonctions qui vérifient le théoréeme ergodique).

L1 Q15 - Pour ¢ €]0, [ et k € N*, évaluons | fx. — f|.

Onafe Czlﬂyzﬂ (R?,C), donc, pour tout (01,60,) € R?, les fonctions fi : t— f(t,02) et fo: t—
f (64, t) sont dans C!(R,C) N Cyyr(R,C), et on a
0
VOL00 R, f00=L 0,00,  £02=L 0,0
091 662

7



D’apres la question 10 (appliquée aux fonctions f; et f>), on a donc, pour tout (u, v) € R? :

of

2n
U Ri(u—061)1(61,0)d0: — f(u,0,)| < 2¢ 30, +47 || || dre),

2n 0
fo Ri(v—02)f(61,02)d0, — f(61,v)| < 2¢ % +4n | f| di(e).
2

Donc | fi(u, v) — f(u, v)|

IA

21 P27 27
fo fo Re(ut—01)Rie(v—02) f (61, 05)d6: 6 — fo Re(v—02)f (1, 05)d05

27
. fo Re(v - 605) f (1, 05)d02 — f (i, v)

21
f Ri(v—0,)
0

IA

21
fo Re(u—61) (61, 02)d0, - f(1,0)| d6s

21
+f0 Ri(v—02)f(u,02)d0, — f(u,v)

2n
f Ri(v—03)

(|3

21 2n
carf Rk(v—Hg)dﬁng Ri(Ndt=1.
0 0

L] Q16 - Montrons que f vérifie le théoreme ergodique.
Soite>0.Vuque lim di(e) =0, il existe k € N* tel que d(¢) <e.

k—+o0

of

IA

2¢ +4n || f| di(e) +47| flld(€)

or
36,

d924-28 a

692 )+8n||f||dk(£),

La fonction fj vérifiant le théoréeme ergodique (d’apres la question 14), on a

1T o pom
‘7]0 fk(@(t))dt—(zmzfo 5 f(61,0,)d6,d0,| — 0,
donc 3Ty >0 tel que::
1 2n p2m
T=T, ‘ f fk(e(t))dt—(2 )zf 5 fi(61,02)d0,d0,| < €




D’ot, pour tout T = Ty,

1 T 2n p2m
— o0)dt— f 0:,0,)d0,d0O
’Tfo fo) oz ls ) f(61,02)d0,d0,
1 T 1 T 2n p2m
< ‘—f (fOM®) - fr@@)de| + —f fr@)dt— zf fx(01,02)d6,d0O,
T Jo T Jo @2m)=Jo Jo
2n p21m 1 2n p2m
0,,0,)d0,d0O ——f 0:,0,)d0,d0O
(Zn)zfo | Jx(61,02)d0,d0, ozl o f(61,02)d0,d0,
1 T
< — sup |f(9(t))—fk(6(t))|f dr  + ¢
T teo, 1) 0
2w 2w
(01,0) (e,e)f d6,d0
(Zﬂ)z(glsgliﬂuQZ'fk 1,02) — f(61,67)] A 146,
= sup |fO) - fi@@)|+ sup |fi(61,02)—f(61,02)|+¢
tel0,T] (01,02)€R2
of || |1of
< 2f-fil+e < 2(25( 5001 * | 305 )+8n||f||dk(s))+£

(gl

On a donc montré qu'il existe une constante C(f) ne dépendant que de f telle que

)+16n||f||£+e < ("

ra| 2L

692 00, 692

C(f)

#1677 +1)e

1 T
Ve>0, dTy>0, T=T, = ‘?f fO@)de - <C(f)e.
0

2n p2m
(01,02)d0,d0O
(277:)2\/() 0 f 1,U2 1 2

Ceci prouve la convergence voulue.

[J Q17 - Soit x(#) = cos (01 (1)) e; +cos (02 (1)) ex ou (0; (1),0, (1) =0 (1).
Supposons (par I'absurde) que

V=0, x (1) e X\Q.
» Alorsil existe ® € C, , (R C) a variables séparées tels que :
V=0, dO(r) =0.

En effet, notons ¢ 'isomorphisme :

p: R — R?
(u,v) — uej+vey

La partie U = {(u, v) € R? |ue; + ve; € Q} est un ouvert non vide de -1, 1[* car Q est un
ouvert non vide de ¢(1-1,1[%), et U = ¢~ 1(Q).
O<a<b<m

[N 2 2
D'ou3(a,b) R, (c,d) ER telsque{ O<c<d<nm

et
Jcos(b),cos(a)[ x ]Jcos(d),cos(c)[ c U.

9



Considérons alors la fonction

®: [0,7]° — R
(01,02) —  Pap(01)Pea(02)

Ona
¢(1cos (b),cos (a)[ x]cos (d),cos (c)[ ) c p(U) = Q.

Par hypothese, on a
Vt=0, x(t) =@ (cos(0; (1)),cos (02 (1))
donc (puisque x ne rencontre pas ), on a
Yt=0, (cos(01(1)),cos(B2(1))) €] cos(b),cos(a)[x]cos(d),cos(c)l.

La fonction cos étant une bijection strictement décroissante de 10, 7[—] — 1, 1], ceci en-
traine (puisque0<a<b<met0<c<d<m)

V=0, 0(t) ¢ [a,b] x [c,d].

On prolonge alors ® a R? de maniére C! et périodique afin d’obtenir une fonction ® €
Czlnyzﬂ(le,C) (on peut car ® est de classe C! sur [0,27]? et elle est nulle en dehors de
[a, b] x [c,d] C [0,27]?). On a alors

V=0, O(1) =0.

o D’apres le théoréme ergodique, on a alors (en passant a la limite dans les moyennes

temporelles) :
1

(2m)?

2 21
f f ®(0,,0,)dO,d0O, = 0.
0 0

2n 271
Mais ® n’est pas nulle sur [0,27]? doncf f ®(0,,0,)d0O,dO, > 0, ce qui est contra-
o Jo
dictoire.

On adonc
4t =0, x(t) € Q.

10
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