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Maths I1
) sin(nx) 1 . 1
I. 1. Pour tout x réel, pour tout n > 1, | ———=| < —. Comme « > 1, la série ) = converge.
nOC nOé n
I sos sin(nx) * sin(nx)
Ainsi la série ) | = 5= est normalement convergente sur R, et comme, pour tout n € N*, x —Q
n

est continue sur R, la fonction S, est continue sur R.

1
[.2. Comme t > 0, et |u] <1, e" —u #0. Aussi J : ¢t —

positives.

; est continue sur ]0,4+o0[, & valeurs
et —u

e au voisinage de 0, J(t) ~ qui est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si 1 —~ < 1, ou vy > 0.

(=]

e au voisinage de 400, . 1121 t2J(t) = 0 (grace & e~*). Donc J est intégrable sur [A, +oo[ quelque soit 7.
— T 00

En conclusion J est intégrable sur ]0, +00[ si et seulement si v > 0.

[.3. Comme |u| < 1, pour tout ¢ > 0, |ue™?| < 1. Un calcul immédiat de somme partielle de série

géométrique donne
uN+1e—Nt
Ry(t,u) = ———— 71

et —u

a—1

L4 [Ry(t,u)| < — qui est positive et intégrable sur |0, +o00[ si et seulement si a > 0 (question 1.2).
et —u

Donc Ry (t,u) est intégrable sur |0, +o0].
6—Ntta—1

De plus |Ry(t,u)| < , quantité qui tend simplement vers 0 sur R™*, lorsque N tend vers +oo.

et —
—+o00

Par le théoréme de convergence dominée, Nlim Ry (t,u)dt = 0.
— 400 0

I.5. On a

+o0 +oo  pa—1 oo N L, .
/0 RN(t,u)dt—/O et_u—/o S (uet)nt

n=1

Or, par existence de chaque intégrale,

J>
0 n=1

N +00
(ueft)ntozfl —_ E u™ / efnttozfl
n=1 0

et le changement de variable linéaire nt = x qui est un C! difféomorphisme de Rt sur RT donne

€T =

—+o00o —+0o0
e—ntta—l — i e T a—1 _ F(O&)
0 n* Jo ne

Finalement, par la limite obtenue a la question précédente, il vient

+o00 a—1 St n
ut U
=I'(« —
/0 etiu ( )Zna

n=1




1.6. Avec ce qui est admis, il vient

> zn:}c +o00 eimta—l
Z / et _ eiz

=1

3

Donc

Sa(z) = F(la)% </O+oo etf(;_l_ 1> - r(la) /O+°° N (ett:il)

1 et—Hx -1

Or

et=it —1 2t —2¢tcosx +1

ce qui entraine que

1 elsinx sinx 1
Im . = = X
et— 1] 2t — et cosx + 1 2 cosht — cosx
17 ondartane = L U oo [ <
.7. On écrit que = , et comme on a
1 cosht —u cosht 1-— CO’S‘ht cosht

1 1 - n
- X Z v
cosht —u  cosht ‘ (cosht)”

n

La série de fonctions de ¢, Z Tt)
(cos

converge normalement sur le compact [0, M] (car |u] < 1 et

cosht > 1), donc la série Zta 1(00:7ht)” également. Ainsi
M toc—l M .
/0 cosht —u /0 Z cosht ntl Z / cosht (cosh t)n+1
x totfl
1.8. Notons fn<l') = /0' W On a
+oo tozfl +oo tafl
<l @) <l [ e <l [ s = O

Ceci montre la convergence normale sur RT de la série de fonctions de la variable x, Y u" f,,(z). Comme
+oo est dans I'adhérence de RT, le théoréme de la double limite donne que

lim 3w fu@) =3 lim " f()

r—+00 r——+00

ce qui est le résultat demandé.

1.9. Pour x # 2kw, on a

sing [T to—1
So(z) = ] /0

2N (« cosht — cosz
et pour x # km, en posant cosz = u €] — 1,1], il vient
+o0 jo—1 o0 Lot et
e I A T

Donc




11.10. Par hypothese de cette question, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que si 0 < s < 4§, alors
|B(s) — as* Y| < eas* L.

Donc, sous les mémes conditions, pour tout n € N

|(B(s) — as* 1)e ™| < cas*te "

é
/ |(B(s) —as*1)[e™ < ea/ s lentds
0

Le changement de variable linéaire v = ns donne

et

) nod +oo

ca _ ca 1 €a

s lerdds = — e du < — e duy = —)\F(/\)
0 n= Jo n= Jo n

II.11. Pour n > 1, s — |B(s) — as* !|e "% est intégrable sur [§, +oo[ (hypothese de la partie IT et
intégrabilité de s — s)~le™™%) et

+oo +oo
/ |B(s) —as* e < / |B(s) — as* e ® x e~ (71 = O(§)e(n71)0
6 5

“+o0 “+o0
I1.12. On écrit / / / =1+ 1.

F()

Lorsque n tend vers —|—oo, n*C(8)e” 19 — 0, donc I = o(1/n*), ce qui termine cette question.

On sait que |I;| < e——=, et que pour tout n > 1, |I| < C(§)e” (193,

t ot
11.13. Lorsque ’on pose cosht = % = €°, un calcul (presque immédiat) donne ¢t = In(e®++/e?s — 1).

Ainsi

e "ds

o= - (tl - "7 (nfet 4 Ve - 1)
0 0

cosht)ntl 25 — 1

aprés avoir vérifié que le changement de variables s = In(cosht) est un C* difféormorphisme sur R**.
11.14. 11 suffit de faire un développement limité de ’exponentielle. 11 vient

e +ve2 —1=1+2s+ s+ o(s*?)
et

In(e® + v/e? =25+ 25+ 0(s*?)
( 1

Ce qui donne que B(s) ~ ~ Q0/2-1ga/2—1

I1.15. Finalement,

ne/2

ap = /+00 B(s)e™™ds ~ al'(a/2)
0

et hrf ann®’? = al'(a/2) = 2%/>7'T(a/2).

n—



