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Theoreme de Cauchy cas linéaire sans second membre
Toutes les équations différentielles considérées dans ce probleme sont des équations
différentielles linéaires du second ordre résolues en 3" sans second membre a co-
efficients continus sur R . Leurs solutions sont des R solutions et le probleme de
cauchy aux données initiales (¢, yo,¥;) admet une unique solution . En parti-
culier la fonction nulle est la seule solution au probléme (g, 0, 0).

Premiere partie

1 caractérisation d’une solution périodique

Si f est solution de E; et admet 27 pour période alors f(0) = f(27) et
7(0) = f'(2m).
Reciproquement sous cette hypothese en définissant g par g(t) = f(t + 2 * ),
g est solution de E; pour le probleme de Cauchy (¢t = 0, f(2n), f'(27)) .Ey
étant une équation différentielle linéaire résolue en y” a coefficients continus ,ce
probleme admet une unique solution et donc g = f et f admet 2x7 pour période

2 construction d’une solution périodique

2.1

Si f est une solution admettant 2« 7 pour période solution de E; elle est de
classe C, et vérifie donc les hypotheses du théoreme de convergence normale
des séries de Fourier

2.2

Comme f est de classe C le cours donne ¢, (f’) = inc,(f). En appliquant
a f> on a donc ¢, (f”) = —n%c,(f). On en déduit en appliquant au calcul du

coefficient de Fourier d’ordre n du membre de gauche de 1’équation que

—n’cn(f) + ca-1(f) =0



2.3

Par suite avec n = 0 c_1(f) = 0 puis ¢, (f) = 0 pour n négatif. Puis pour
n dans N ¢, (f) = «lf) On en déduit que si f existe

(n!)?
—+oo .
exp(int)
=3 ot
n=0

Remarque :Il faudrait ici une réciproque : surtout du fait que la fonction ainsi
définie est bien de classe Cy en utilisant les théoremes de dérivation des séries
de fonctions normalement convergentes 1/(n!)? = o(1/n%)

3 inégalité vérifiée par f et f’

3.1

La série de Fourier de f étant normalement convergente, f est bornée . De plus
avec N(f) = supr{| f(t) |} comme f est solution de E elle vérifie N(f”) = N(f)
. L’inégalitée des accroissements finis conduit a la majoration de | C' | et | D |

par hQ—ZN(f)
3.2

2hf'(t) = D—C+ f(t+h)— f(t—h) par suite Vh > 0 N(f') < (4 + L) N(f)
avec (— %) > \/_ . On conclut

f') < V(2)N(f)

Deuxieme partie

1 rayon de convergence

n

up(x) = (—1)"(71,)2 est le terme général d'une série entiere de rayon de

convergence R = oo de somme notée g

2 signedeg

On vérifie que la série entiére dérivée de g de somme g’ converge sur [0,2]
par application du critere des séries alternées des le rang 0 . Le signe du premier
terme (négatif ) donne le signe de ¢’ sur [0,2] : ¢’ < 0. De méme la série de g
converge par application du méme critére & partir du rang 1.Avec g(0) = 1 et
9(2) =1 -2+ Rq(2) avec | R1(2) [< ua(2) =1, g(2) <0, puis g(/(2)) =
1—/(2)+ 2+ Ra(v/(2) et | Ro(v/(2)) <] us(1/(2) | soit | Ra(1/(2)) |< 2\[2)
0, 08 (en majorant \/_2 ) par 1,42 Comme R» \/_2 ) < 0 (Criteére spécial des SA)
on a & nouveau par la méme majoration g(\/(2))) >1,5—-1,42-0,08=0".
Par décroissance de g sur 'intervalle on peut conclure que g s’annule en zg €
11/(2),2] ,est positive avant ¢ et négative apres.
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Troisieme partie

ETUDE de L’EQUATION : E5 ¢y’ (t) + exp(t)y(t) = O

On note que Es est une équation différentielle linéaire résolue en y” a coefficients
continus sur R .

1 zéros de la fonction y

1.1

D’apres le théoreme de Cauchy cas linéaire sans second membre y = 0

1.2

Soit z solution de F et y vérifiant H(strictement positive sur [a, 3]). On vérifie
aisément (utiliser 1.1 et faire un dessin) que 2’(a) = tggl+ Zit_)—;o >0et #0et
de méme 2’'(5) < 0. Un calcul direct donne avec W(t) = y(t)z'(t) — v/ (¢)z(t) ,
W'(t) = (exp(t) — exp(a))y(t)z(t) est donc strictement positif sur |a, B[. W est
croissante sur [a, §]) . Comme W (o) = y(a)z' () > 0 et W(5) = y(8)z'(8) <0
ceci conduit une absurdité . Donc sur [«, 3] intervalle défini par deux zéros
consécutifs de z , y s’annule.

Remarque : les résultats demeurent si on suppose simplement z et y de signe
strict fixe sur les intervalles respectifs (les équations différentielles étant linéaires
changer si besoin z en —z et si besoin y en —y )

1.3

Avec a = 7 2(t) = sin(eaxp(—7/2)(t — 7)) est une solution de F s’annulant
en 7 et 7+ mexp(—7/2) deux zéros consécutifs. Par suite y s’annule sur tout
intervalle [7, 7 + mexp(—7/2)].

2 espacement des zéros de la fonction y

2.1

Comme y n’est pas nulle et y(7) =0 ¢/(7) # 0. y étant C; y est srictement
monotone au voisinage de 7 et pour un certain ¢ > 0 non nulle sur |7, 7 + ¢[.
Ce qui justifie la notion de zéros consécutifs .

2.2

Avec 0 < € < ¢ Soit 2(t) = sin(exp(—F/2)(t — B — €) . Avec les deux zéros
consécutifs choisis on a nécessairement un zéro de y dansl’intervalle semi ouvert
[B—€e—mexp(—p3/2) , B — €[ Par consquent :

(B—e—mexp(—p/2)) <a<pf—e<f

. En faisant tendre € vers 0, [ —meaxp(—03/2) < a < 8 D’ou le résultat :

B —a > mexp(—B/2)
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Quatrieme partie

1 Fonction ¥

On remarque que U(t) = g(exp(t)) (g fonction de II) .

1.1

U (t) = up(exp(t). Yo € (—o0,a] | ve(t) |<| up(exp(a) | qui est le terme
d’une série numérique convergence (Rayon de convergence oo pour g).
La série de fonctions de terme général v, converge normalement donc uni-
formément sur (—oo, aj.

1.2

Avec la remarque préliminaire W est par composition de classe C, avec
U7 (t) = exp(2t)g” (exp(t)) + exp(t)g(exp(t)) ce qui conduit & ¥ solution deFs
sur R si et seulement si ( z = exp(t) et zg” (x)+¢' (z)+g(x) = 0). Par dérivation
terme terme d’une série entiére sur son intervalle de convergence ici R , avec
un changement d’indice le résultat est immédiat .

2

Vue la remarque t zéro de ¥ Si et seulement si exp(t) est un zéro positif de
g. Sur[0,2] g admet I'unique zéro xo > sqrt(2) .Par croissance de I’exponentielle

¥ admet un plus petit zéro to = In(zg) > 1“72 . Supposons définis les zéros
consécutifs de ¥ tg,---,t, en ordre croissant . Par application du III 1 c et
IIT 2 ,¥ admet des zéros qui sont dans A, = [t, + ¢, ,00[ . A, étant fermé

il existe un plus petit zéro de ¥ dans A,, donc strictement supérieur a ¢, soit
tn+1 - On en déduit par récurrence que les zéros de ¥ constituent une suite
monotone croissante . Le III 1c prouve en prenant 7 arbitrairement grand que
lim ¢, = 400 . Enfin en reprenant le III 1c et m,, = % avec T = my,

n—oo

onat, <my, <tprr < m,+merp(=5=) . Dot 0 < tnypy —t, < my —ty, +
meap(Ton) = Ll | repp(=Tn) Par suite 0 < D=t < regp(=2n)

Conclusion lim (tp41 —tn) =0
n—oo

Cinquieme partie

1 lemme de Gronwall

On introduit en plus G primitive nulle en a de g. g étant positive sur
Iintervalle I'inégalitée proposée s’écrit g(t)f(t) < g(t)M + g(t)F(t) soit en-
core F'(t) — G'(t)F(t) < g(t)M . exp(—G(t)) étant positif on est conduit a
exp(—G () (F'(t) — G'(t)F(t) < MG'(t)exp(—G(t)) . En intégrant alors de a &
t:exp(—G(t))F(t) —0 < M(1—exp(—G(t)) — 1) Puis F(t) < M(exp(G(t) —1)
Le résultat s’obtient alors en reportant ce résultat dans I’équation proposée.
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2 Majoration de la valeur absolue de y(t)/t

2.1

Avec y’ (t) = —y(t)p(t) la formule de Taylor avec reste sous forme intégrale
donne y(t) = y(a) + (t — a)y'(a) — [ (t — 2)y(z)p(x)dz.
2.2

Pourt >a, |5(t)| < |j(a)|+ | ¥ (a) | —i—f; l7(x)|z | p(x) | dz . Les hypotheses
du lemme de Gronwall sont satisfaites pour | j | et il conduit |5(¢)] < (|5(a)|+ |

y(@@) ) [lz] ola) ] da .

+oo
vt>a i) < @)+ v'(a) |>/ v | @) | du=D

3 limites de ¢/(t) et j(t) en +00
3.1

t 79 ) 29
Vt>a y(t) =y (a)+ [,y (@)dz |y (t) [=| y(t)p(t) |< Dtep(t) et y” est
donc intégrable sur [a, co[ par application du théoréme de majoration . Par suite
il existe tlim y(t) =1
—00

3.2

En remplacant y(t) par y(t) — It .On est amené & démontrer le résultat en
supposant [ = 0.
Ve>0 T >aVt>T|y(t)|<eDou|y(t)—y(T) |< (t—T)e (inégalitée des
accroissements finis). Par suite | j(t) |<| @ | +leet 3Ty > T VvVt >Ty |
j(t) 1< 2e.

Conclusion Y liin jt)=0.
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