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Partie I. Etude de ’équation (E,) : In(z) = az

. 1
1. Etudions la fonction définie pour = > 0 par g(z) = w Son tableau de variations se construit en
x
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1
ainsi que lim —In(x) = —oco et lim

leulant ¢/ =0
calculant ¢'(x) 2 v, ot T
T 0 1 e +00
g'(x) + 1+ 0 -
/6_1\
9(x) e 0

Puisque g est continue et strictement monotone sur les intervalles |0, e] et [e, +00[, on lit sur son tableau
de variations le nombre de solutions de I’équation (E,) qui s’écrit g(x) = a :

Sia < 0il y a une unique solution « €]0, 1] avec @ = 1 quand a = 0.

Si a €]0,e [ il y a exactement deux solutions, o €]1,¢[ et 3 €]e, +00].

Sia =e il y a une unique solution a = e.

Sia>e !iln’y apas de solution.
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2. Voici quatre graphiques correspondant aux cas a = —3 a= 3’ a=-¢eta= 3 :
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Partie II. Etude d’une équation fonctionnelle

Notons S 'ensemble des solutions de (R) :

S={p e C'(R,R)/ Y(z,) € R*, p(z +y) = p(x)p(y) }

1. Soit A € R, notons X la fonction constante sur R valant A.
AeS = A=) «—= (A=0our=1).

’ 1l existe donc exactement deux fonctions constantes sur R solutions de (R) : 0 et 1.

2. Soit ¢ une solution de (R).
e Supposons ¢(0) = 0. En appliquant (R) au couple (z,0), on obtient :
Ve e R, p(z+0) = o(z)p(0), dout : Vo € R, p(x) =0. ¢ est la fonction identiquement nulle.
e La réciproque est évidente.

Conclusion : ’go(O) =0 < Yz eR, p(z)=0 ‘

3. Soit o une solution de (R) vérifiant ©(0) # 0.
(a) On déduit de (R) appliquée a (0,0) que : ¢(0) = (0)%.
Comme on a supposé ¢(0) # 0, on obtient | p(0) = 1|
Soit = € R.
e En appliquant (R) & (x/2,2/2), on obtient : ¢(x) = |
e En appliquant (R) & (x, —x), on obtient : ¢(0) = p(z
Finalement ’Vx eR, o(x) >0 ‘
(b) Soit x € R.
e Pour n € N, montrons par récurrence H,, : < p(nz) = (p(z))" >.
* Comme ¢(0) = 1, Hg est vérifiée.
* Supposons H,. En appliquant (R) & (nz,x), on obtient ¢(nx + ) = ¢(nz)p(z) et en utilisant
Ho, o((n 4 1)z) = (0(2))" ! : Hpyy est vérifide.
On a montré : Vn € N, p(nz) = (p(z))".
e Soit n € Z_. En appliquant (R) & (nx, —nx), on obtient : ¢(nx)o(—nz) = 1.
On en déduit, en utilisant la relation obtenue pour —n entier naturel,
1 1
p(nz) = = — = ()"
p(=nz) (p(z))
Finalement "v’n € Z, Yz € R,p(nz) = (p(x))" ‘

e(x/2))?, dott p(z) > 0.
Jp(—z) = 1, d'ont p(x) # 0.

1 1 "
(c) Soit m € N*. Appliquons la relation ci-dessus an=met z =1/m : ¢ <m> = (ap ( )) .
m

e s (+(1))"

(d) Soit (n,m) € Z x N*. On déduit des questions précédentes, en se rappelant que ¢ > 0 :

o) 5 (0 (;)) = (pF)" = (1)

n

* n n
V(n,m) € Zx N, o (=) = (1),
(e) Soit x € R. La suite (x,,) représente le développement décimal de z. On peut écrire :
|z — 2| = [107™.10"2 — [10"2].10™"] = 10~"|10"z — |10"z|| < 10~"

On déduit du théoréme d’encadrement et de lim 107" =0 que| lim z, ==z .
n—-+oo n—+o0

(f) Soit z € R. Pour n € N,z,, = LlloonmJ
p(an) = (p(1)*".

On déduit de la continuité de ¢ sur R et de lim x, =z que lim @(z,) = ¢(z).
n—+00 n—+00
Ty

Par ailleurs, la fonction y — (¢(1))? est continue sur R, donc ll}I}_l (p(1))* = (p(1))".

Vo e R, p(z) = (p(1)" |

. Comme ([10"z],10™) € Z x N*, on déduit de (d) que

Finalement, par unicité de la limite,




Partie III. Etude d’une suite de polynémes

1
1. (a) De la relation définissant P, on obtient : et | Py = §X(X +2)|

(b) De méme, | Py(0) = 1|et |Vn € N*, P,(0) =0
2. Soit n € N* et z € R.
* Les polynomes étant dérivables sur R, on obtient :

Pl (z) = %(Hn)”—?[(x +n)+(n—1)z] = %(1‘ +n)" Pn(z+1) = (n_l ] (z+1)(z+n)
En effet on peut écrire % = ﬁ car n #£ 0.

* Par ailleurs, P,,_1(z + 1) =

ﬁ($+1)[($+1)+(n—1)]”’2: nl !(z+1)(x+n)n*2,

Finalement ’ Vn e N*, Voz € R, P, (x) = P,_1(z + 1). ‘

3. Montrons par récurrence sur n € N I'hypothese K,, : < V(z,y) € R?, P, ( Z Py (z
*x Pp=1 = Y(z,9) € R Py(z+y) = Po(z)Po(y) : Ko est vérifide.

* Supposons /C,. Soit (z,y) € R% Calculons P,,i(z + y) en utilisant le théoreme fondamental de
lanalyse appliqué a la fonction y — P,,11(x 4+ y) qui est bien de classe C LsurR:
y

Popi(z+y) = Pn+1(as+0)+/ Pl i (z+t)dt

— Poa(a)+ /J zn: Po(2) P i (t+ 1)t

0 k=0
y n
=~ P+ / S P8Py (Bt (carn—k+1> 0)
’ 0 k=0
n Y
= Pz + Z/ Py(z)P) ;. (t)dt (somme finie)
k=070
n Y
= Py (x) + Z Py (z) / P’I”L*’Cﬁ*l(t)dt
k=0 0
= n+1 +ZPI€ X n k+1( ) *Pn—k+1(0)]
1@) Poii(x ZP’“ Po_pi1(y) (carPp=1letn—k+1>0)

n+1

= Z Po(2) P11k (y)

Kr41 est bien vérifiée.

n

Finalement, | Vn € N, V(x,y) € R?, P,(z +y) Z Py(x

Partie IV. Retour sur I’équation (E,)

xr+n

)"1 = exp ((n —1)In (1 + %)) pour n > —x.
Pourx#O:(n—l)ln(l—&—%) ~ (n—l)E ~ 1z donc lim (n—l)ln(l—&—%):x.

n—-+4oo n n—-+oo n—-+o0o

1.(a) Quand n tend vers 400 on peut écrire <

n—1
Par continuité de la fonction exp on en déduit 111351 ( ) = e”. C’est vrai aussi pour x = 0.
n—-+oo n



On a bien démontré que | (z +n)""" ~ "™ !|
n—-+o00

1.(b) La formule de Stirling s’écrit : [n! ~ n"e "V2mn |
n—-+o0o

n—1 n x,,n—1 n T n
Pos ¢00na|pn<x)an|:'w”““' W el talr el feal

n! n—+oo mle—n\/Irn n—+oo /o n3/2’
n
|eal e . . 3
Sila] < = on a — < — terme général d’une série convergente puisque = > 1.
n3/2 n3/2 9

leal”

1
Sila] > - ona lim = 400 donc la série diverge grossierement.
e

n——4oo n3/2

La série de terme général P, (z)a™ converge donc absolument si et seulement si | |a] <

11
2.(a) Soit a € {—7 } Pour montrer la continuité de la fonction définie par F( Z P, (x)a™ nous
e e

allons appliquer le théoréme de continuité a la série de fonctions de terme général u,,(x ) = P,(x)a".

Théoreme : si pour tout n la fonction u,, est continue sur R et si la série de fonctions (Z u,) converge
+oo

normalement sur tout segment [—A, A] alors la fonction F, = Z Uy, est continue sur R.
n=0

La fonction u,, est bien continue sur R puisque P,, est un polynome.

|z||z +n|""t 1 < A(A+n)"t 1

I — = Wn.

1
Pour z € [—A, A] avec A > 0 et |a|] < fona|P( )a"| <
n! en n! en

Aet 1
o 'fl3/2

converge normalement sur tout segment [—A, A]. On en déduit que ’ F, est continue sur R ‘

Wy, ~ est le terme général d’une série convergente donc la série de fonctions (E up(z))

2.(b) Théoreéme du produit de Cauchy pour deux séries absolument convergentes de termes généraux a,, et
b, :

+oo +oo
la série de terme général ¢, = Z axbn_ est absolument convergente et de plus Z Cp = Z an Z by,.
k=0 n=0

1
2.(c) Posons a, = P,(z)a" et b, = P,(y)a". Pour |a| < — les séries (Z an) et (Z by,) sont absolument
e

convergentes. Par suite la série produit de Cauchy (Z ¢n) est aussi absolument convergente avec ¢, =
Z Py(z)a*Py_j(y)a™ % = P, (z + y)a" en utilisant le résultat de la question III 3.

On en déduit que F,(z)F,(y) = Fu(x + y) et comme de plus F, est continue, elle est bien solution de
(R).

On calcule F,(0) = 1 puisque P,(0) =0 pour n > 1 (IIT 1.(b)) et Py = 1.
On peut donc appliquer le résultat du II 3.(f) et obtenir ’ F,(z) = (F,(1)* |

2.(d) Pour montrer que la fonction F, est de classe C! sur R quand la| < e~! nous allons appliquer le
théoréme de dérivation & la série de fonctions de terme général u,(z) = P,(z)a".

Théoréme : si pour tout n la fonction u, est de classe C'! sur R, si la série de fonctions ( E Uy ) converge

simplement sur R et si la série de fonctions (Z u,,) converge normalement sur tout segment alors la

+o0 oo
fonction F, = Z uy, est de classe C! sur R et F = Z Uy -
n=0

La fonction u, est bien de classe C* sur R puisque P, est un polynome.
Nous avons déja démontré que la série de fonctions (Z uy,) de variable z converge normalement sur tout



segment [—A, A] quand |a| < donc elle converge simplement sur R.
D’apres la question IIT 2. on a, pour n > 1, u () = P)(z)a" = Py_1(z + 1)a” = aup_1(x + 1).
Nous avons montré que (Z uy,) converge normalement sur tout segment [—A, A] donc (Z ul,) converge

normalement sur tout segment [—A —1,A—1]. On en déduit que ’F est de classe O sur ]R‘ quand

1 /
la] < = avec F.(x ZP’ ZP" 1(z+1)a —aZP (x +1)a"™ en posant n =n’ + 1.
e

Donc ’F(;(x) =aF,(x+ 1) ‘

2.((13)(?\7(61(‘,))16 IV 2.(c) on a Fy(z) = exp(zIn(F,(1))) d’on F,(z) = In(F,(1)) exp(x In(F,(1))) et F.(0) =
Ave(;l e TV 2.(d) on a F.(x) = aF,(z + 1) d’ou F.(0) = aF,(1).
On en déduit que In(F,(1)) = aF,(1) donc ’ F,(1) est solution de (E,) |

3.(a) G(a) Z P,(1)a™ est la somme d’une série entiere de variable a. D’apres le IV 1.(b) il y a

—_

. 1
convergence absolue si et seulement si |a| < —, donc le rayon de convergence est égal a —.
e e

11 11
Comme il y a convergence normale sur {—, } la fonction G est continue sur {—, ] D’apres les
e e e e

11
propriétés des séries entieres elle est de classe C*° sur } —og [ donc de classe C'.
Hrn- 1
Comme Pn(l):u>00na6" ZP yna™ >OSUI‘]O,[.
n! n=1 €
. . 1
Donc | G est strictement croissante sur {0, ] .
e
. . . . 1 1 1
3.(b) Puisque G est strictement croissante et continue sur |0, — |, G| |0, =| | = [G(0),G | = | | = [Fo(1), Fy/.(1)].
e e e

1
On a donc |G ({O, }) = [1, €] | puisque I’équation (E;/.) a une unique solution égale & e (I 1.(c))
e

1
3.(c) Siac€ {—7 0} I'équation (E,) a une unique solution «, donc on a bien Fy(1) = ay.
e

1

Siae ]0, - [ Iéquation (E,) a deux solutions : a, €]1,e[ et 8 > e. Comme F,(1) = G(a) € [1,¢] on a
e

bien F,(1) = ag.

Si a = — I"équation (E,) a une unique solution o, = e donc on a bien F,(1) = 4.
e

Dans tous les cas on a bien | Fo(1) = o |
1

4. Poury>0etl1<C<e*onay’=C<syln(y) =In(C) <:>lnl = (—In(C))-.
) )

1 1
C’est donc équivalent & — solution de (E_1,(¢)). Comme —In(C) € |——,0| I'équation y¥ = C a une
e

1
unique solution yg telle que — = F_ (¢ (1).

Yo
Avec la propriété Fy, (l)F (—=1) = F,(0) = 1 on déduit :

1 n—1
Yo = F_ ln(C) Z P — ln C))n =1+ ln Z n+17')(h’1(0))n .

n=0




