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Corrigé de E3A 2017 PC math 2

Partie 1.
ets]s—l 1—et
—t |0 t
f est clairement continue sur R*. Le développement limité en 0 de e™* = 1 — ¢ + o(t) entraine que
}irr(l) f(t) =1= f(0). f est donc continue sur R. De plus, f est strictement décroissante sur R puisque,
—
—t
e
pour s €]0,1], on at < u = e % < e *" = f(u) < f(t). Enfin, lim f(t) = lim — = 400 et
t——o00 t——o0 —t
li =0.
bjgg)f@) 0
f est donc une bijection de R sur ]0, +o0][.
—H)" 1— e—t 1 n—ltn—l
el = Z (=?) avec un rayon de convergence infini donc f(t) = = # pour
n! t n!
n=0 n>1
t # 0, égalité qui s’étend & t = 0 puisque f(0) = 1. Le rayon de convergence est infini.

Pour t =0: f(0) =1. Pour t #0: f(t) = {

Puisque le rayon de convergence est infini on peut intégrer terme a terme ce développement en série

N ) : (=1 tan

entiere sur [0, z] pour tout x réel et obtenir: S(z) = Z —_
n(n!)
n>1
(—1)n1 ! b1—et
Pour x = 1 on obtient S(1) = Z —r = / fdt = / dt.
n(n!) 0 0
n>1
ot
R(z) est défini pour tout > 0 puisque ¢ - est continue sur [z, +oo[ et que, au voisinage de
—t

+00, eT =o(e™") qui est intégrable sur [z, +o0l.

! 1 Let 1 T1—et
En intégrant par parties: 7/ In(t)e *dt = [In(t)(e™* — 1)]0 - / ; dt = / ; dt =
0 0 0
S(1). Cette intégration par parties est 1égitime puisque U'intégrale S(1) existe, que In(1) = 0 et qu’en
0on aln(t)(e”" — 1) ~ —tIn(t) qui a pour limite 0.

400 Too “+oo eft +o0o eft
En intégrant par parties: —/ In(t)e™'dt = [In(t)e™"], —/ Tdt = —/ Tdt =
1 1 1

—R(1). Cette intégration par parties est légitime puisque l'intégrale R(1) existe, que In(1) = 0
et que In(t)e™" a pour limite 0 en +oo.

+oo
On a bien obtenu v = S(1) — R(1) = _/ In(t)e~tdt.
0

—t e~ %

T
Par la relation de Chasles: R(x) = R(1) — / ert est de classe C! sur R} et R/ (z) = ——.
1

T

1—e®

De S(z) = ’ F(#)dt on déduit S’ (x) = f(x) = pour x # 0.
0

1
On en déduit S’(z) = R'(z)+ = pour x > 0. Les fonctions S et  — R(x)+1In(z)+~ ont des dérivées
x
égales sur l'intervalle ]0, +oc]. Comme elles prennent la méme valeur pour z =1 (S(1) = R(1) + )
elles sont égales sur l'intervalle ]0, +o0].
k
La série entiere de terme général % a un rayon de convergence égal & 1 (le terme général tend vers

0 pour 0 < & < 1 et tend vers l'infini pour z > 1) donc la série converge pour z €]0, 1].
¢

t
. T . T . e s .
La fonction ¢t — - est continue sur [1, 400 et 0 < - < '@ qui est intégrable sur [1, +o00[ puisque

In(z) < 0. g(x) est donc bien défini pour z €]0,1].

oo it +oo s
m() =) = [ Tar- Y
k=n-+1

tin(z)

1
Les fonctions ¢ — n et t— a2t =e sont décroissantes et positives sur |1, +oo[ (In(z) < 0) donc

It k+1 k+1 It Ik N+1 ¢t
t— 7 l’est aussi. On peut donc écrire < / Tdt < — d’ou en ajoutant, / Tdt <
k n

E+1 k 41
N k N .t oo .t too k oo .t
x T T T T
g — < / —dt puis en faisant tendre N vers 'infini: / —dt < E — < / —dt.
k n t n+1 k n t
k=n+1 d k=n+1



5)

6)

2)

too 4 T Lk ntl ¢ s
On en déduit 0 < g, (x) — g(z) = / —dt Z — < / —dt < —.
n ¢ k=n+1 n ¢ n

1 1
b) On en déduit pour tout z €]0,1[: 0 < gn(x) — g(x) < — done Ny(gn — g) < — qui a pour limite 0
n

3

donc la suite g,, converge uniformément vers g sur |0, 1].

n
¢) En utilisant le développement en série entiere In(1 + z) = E (—1)"71:6— valable pour |z| < 1 on
n

n>1
obtient Z — = —1In(1 — ) pour z €0, 1].
n=1
+oo t too ot In(z) +oo e U
D’autre part / —dt = / dt = / —du = R(—1In(x)) car t — u = —tln(z) est
1 13 1 t —In(z) U

une bijection de classe C* de [1, +oo[ sur [~ In(z), 400 quand z €]0, 1].

On en déduit pour z €]0,1[: g(z) = —In(1—2)—R(—1n(x)) = —In(1—z)—S(— In(z))+In(— In(z))+~

en utilisant le 1.3) ¢).
-1

Par suite g(z) = In ( n(z)

1—2x

) — S(=1In(x)) + 7.

1
De lim n(z) = In’(1) = 1 et de la continuité de S en 0 on obtient lim g(z) = In(1)—S(0)+v =~v. En
z—1x—1 o1~
n
. . . . 1
admettant nh_}ngo gn(1) = xl_l)r{lﬁ g(x) =~y on obtient avec g, (1 g — —ln : nh_)rgo g p —In(n) = .

k=1

“+oo eft “+oo e—au
R(azx) = / Tdt = / du puisque u — au est une bijection de classe C' de [z, 4o00[ sur
u
axr x

+oo [ —au

[az, +oo[ (pour z > 0 et @ > 0). De méme R(bzx) = / du. On obtient donc R(ax) — R(bx) =

T

“+00 e—au _ e—bu
/ Tdu. D’autre part en utilisant le 1.3) ¢):
R(azx) — R(bx) = S(ax) — S(bx) — In(azx) + In(bx) = S(azx) — S(bx) + In(b) — In(a).

400 —au —bu
e —e
Par continuité de S en 0 on déduit en faisant tendre z vers O: / —— du = In(b) — In(a).
0 u

Foo — +oo — —x
1
a) Pour x >0 on a: R(x) = / ert < /  at= —[—e7F> = .
x x z

Par suite 0 < zR(z) < e ¥ d’ou lim zR(z) =0.

Tr—r+00

b) Avec le 1.3) ¢): R(z) = —In(x) + S(z) — v qui donne R(z) ~ —In(z) quand = tend vers 0. On en
déduit hm xR( )=1 11% —zIn(z) = 0.

+o0 +oo +oo
On peut donc intégrer par parties: / R(z)dz = [zR(z)]§>™ — / rR (z)dx = / e Tdx
0 0 0

puisque z R/ (z) = —e~® (montré au 1.3)c)). On obtient ensuite / R(z)dz = [—e *]§> = 1.
0

Partie 11

1
a) I, existe puisque ¢ +— t"e ™" est continue et t"e"' = o (t2> en +oo.

oo

+oo
b) On integre par parties: I,11 = [—t"“e_t]gw—i—/ (n+1)t"e " dt = (n+1)I, car . li? t"tlet = 0.
0 —

On montre par récurrence sur n que I,, = n!l. C’est vérifié pour n = 0 puisque Iy = [—e_t]a'OO =1.

Supposons I, = n! pour un entier n € N; on en déduit I,,41 = (n + 1)1, = (n + 1)\
La proposition est donc vraie pour tout n € N.

a) Puisque P(z 4 t) est une combinaison linéaire des t* on déduit que T'(P)(z) est bien défini comme
combinaison linéaire des I}.

T est une application linéaire puisque T(AP+Q)(z) = AT(P)(x)+T(Q)(z) par linéarité de I'intégrale.



4) En la multipliant par e

5)

+o00o
On calcule T(1)(z) = I =1, T(X)(z) = / e (x+t)dt=alp+ 1 =1+z donc T(X)=1+X.
0

+oo
T(X?)(z) = / e x4+ t)2dt = 221y + 221 + I = 2 4 22 + 22 donc T(X?) = 2+ 2X + X2
0

T est donc bien un endomorphisme de Ry[X].

1 1 2
Sa matrice dans la base canonique de Ro[X] est M = [ 0 1 2
0 0 1
M est triangulaire et a donc comme unique valeur propre 1 (d’ordre 3). Si elle était diagonalisable elle

serait semblable & la matrice diagonale ayant des 1 sur la diagonale, c’est-a-dire la matrice identité
et on aurait alors M = I3 ce qui est faux: M n’est donc pas diagonalisable.

Appliquons la formule de Taylor pour les polynomes Pour un polynéme de degré au plus n on a:
n
P& (g pk)
P(x +t):kzo k( )tk donc P(z +t) = Zt b () en posant by(x) = k!( z)
T est une application linéaire puisque T(/\P—i—Q)(x) =

AT (P)(z)+T(Q)(x) par linéarité de I'intégrale.
P(x + t) étant combinaison linéaire des t* (0 < k < n) on obtient que T(P)(z) est combinaison
lindaire des I, (0 <k < n)

= i[}gbk Z kP( iP ) puisque I, = k!.
k=0

On obtient donc T'(P) = ZP(k) qui appartient bien & R,[X]. On a ax = 1 pour k € [[0, n]].

k=0

Le calcul de T(X*) = X* + kX*~! ... + k! donne la matrice de T’ dans la base canonique de R,,[X]:
11 2 ... nl
0o 1 2 .. nl

M=[0 0 1 .. nl2
0 0 0 .. 1

M est triangulaire et a donc comme unique valeur propre 1 (d’ordre n + 1). Le sous-espace propre
associé & 1 est ’ensemble des polynémes P qui vérifient T'(P) = P, c’est-a-dire P 4P +..+P™ =q.
Cest équivalent & P’ = 0 puisque si P’ n'était pas nul, P’ + P + ... + P aurait le degré de P'.
Le sous-espace propre associé a 1 est donc ’ensemble des polynémes constants.

—XT 17

d
équation différentielle devient d—(e*“y) = —e “g(z) dou e Ty(x) —y(0) =
x

- /Oz e fg(t)dt.

Puisque g est continue et bornée (par M), on a |g(z)e™"| < Me™™ qui est intégrable sur R;. On peut

—+oo o0 —+o0
donc écrire e “y(z) — y(0) = —/ e lg(t)dt —|—/ e tg(t)dt d'on y(z) = ke” + ew/ e 'g(t)dt en
0 T x

+oo
posant k = y(0) — / e tg(t)dt.
0

a)

c)

T, est bien définie puisque g est continue et bornée donc |g(z +t)e™"| < Me™" qui est intégrable sur

R, . Le changement de variable défini par ¢ — u = ¢+ est une bijection de classe C'* de [0, +oo[ sur
+oo

+oo +oo
[z, +00[ donc on peut écrire T, (z) = / e tg(x+t)dt = / e " g(u)du = " / e “g(u)du.
0 T x

400 +00 T
Puisque / e “g(u)du = / e “g(u)du — / e “g(u)du on obtient par dérivation:
T 0 0

Ty(x) = Ty(x) + e"(—e "g(z)) dott (Ty)" =T,y —

D’apres ce qui précede, Ty = Ag entraine \g’ = (A — 1)g. Si A = 0 on obtient g = 0 qui est exclu
par I’énoncé. Si A # 0, on obtient g(z) = ke > avec k € R*. Comme g doit étre bornée sur R, la
seule possibilité est A = 1 et g = k constante. Réciproquement si ¢ = k constante on obtient bien
Ty(x) =k donc T, = g.

Si g est constante non nulle, seul A = 1 convient. Sinon il n’existe pas de A tel que Tj = Ag.

Puisque g est bornée on a pour tout = € R: |g(z)| < Noo(g). On en déduit:

+oo
|Tg(m)|</0 "' Now (g)dt = Na(g). On a done Nac(T,) < Noo(g).
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Si g tend vers 0 en +o0, pour tout € > 0 il existe A € Ry tel que |g(x)] < € pour z > A. On en
+o0o
déduit pour x > A: |Ty(x)| < / ge 'dt = ¢ puisque |g(x +t)| < e pour t > 0. On a bien montré
0
que T tend vers 0 en +o0.
L’application ¢ — e~V est continue et intégrable sur [A, +oo[ puisque |[e"Df| = e est intégrable
sur R donc sur [A, +o00[ pour tout A € R.

oo -1t -1aA A
/ eli=Dtqp — { - } = — puisque |e(“1)t| = e ! tend vers 0 en +co.
A 7 —1 A 1—1

L’application g — T} est clairement linéaire.

T

- avec le calcul du I1.6)a).

—+oo
Pour g(t) = " on calcule T,(x) = ew/ e “e™du = 7

On a donc Ty(z) = %(cos(m) +isin(x))(1+14) = %(cos(m) —sin(z)) + %(cos(m) + sin(z)).
Par linéarité de T on en déduit:

Te(x) = Re(Ty(z)) = %(cos(x) —sin(x)) et Ts(z) = Im(Ty(z)) = %(cos(m) + sin(z)).

1 1
On adonc T, = 5(6 —s)et Ty = 5(0 + ). L’application ¢ — T} est bien un endomorphisme de F' et

2\—-1 1
N n’est pas diagonalisable dans Ms(R) puisque son polynome caractéristique égal & yxn(z) =

1 1 1 1
(250) <2x>+4m2:z:+2n’apasderacineréelle (A=1-2=-1<0).

1
sa matrice dans la base (¢, s) est N = — < 11 )

Partie II1

Pour x €] — r,r[ on peut dériver terme a terme et obtenir:
0 (x) = E napz™ et 0 (z) = g n(n — 1)a,z" 2.
n2=0 n>0
En reportant dans ’équation différentielle on obtient:
E n(n—1)a,z" ' + E na,z" 1t — E anc”™ — E anxz™ ! =1 ou encore g nlap,a™ - E anc™ —
n>0 n>=0 n>=0 n>0 n>0 n>=0
g a,z" ! = 1. Posons n = n’ + 2 dans la premié¢re somme et n = n’ + 1 dans la deuxic¢me:
n=0
’ ’

E (n' + 2)2an/+2x" +t_ E Q™ T — E a,z" Tt =1 d’olt en regroupant:
n'>-2 n'>-1 n>0

_ 2 2 _ _ n+1l __ 1
ai — ag + (n+2)%ant2 — ant1 —an)w =L

n=0

Par unicité des coefficients d'un développement en série entiere on en déduit: a3 — ap = 1 et pour
nz0: (n+ 2)2an+2 —apy1 — an = 0.
Soit K = max(|ag|, |ai|). Montrons par récurrence double sur n que pour tout n on a n!la,| < K.
C’est vérifié pour n = 0 et n = 1. Supposons la propriété vraie pour n et n + 1. On en déduit:

n+1)! n+1)! 1
00+ 2ol = "5 oy b anl < P a4 o) € S (K 4 (0 + DE) = K en
utilisant I’hypothese de récurrence pour n et n 4+ 1. On a donc bien montré que pour tout n > 0:
|an| < E

Soit une série entiere associée & une suite (a,,) vérifiant a; — ag = 1 et pour n > 0: (n + 2)%ap42 —
ap+1—ay, = 0. Puisque pour tout n > 0 elle vérifie |a,| < — onen déduit que le rayon de convergence
est infini, donc la somme de la série vérifie ’équation différentielle sur R.

De z(x) = e "y(x) on déduit 2’'(z) = —e y(z)+e "y (z) et 2" (x) = e "y(x)—2e "y (z)+e"y" (x).
On en déduit zz"(z) + (2z + 1)2'(z) = e “(zy(x) — 22y (z) + 2y (x)) + 2z + 1)(—y(z) + ¥’ (z)) =
e "(zy"(z) +y'(z) — (z + Dy(2)).

Par suite y est dans S si et seulement si xz”(x) + (22 + 1)2'(z) = e

—T



3)

b)

2r+1 2+ 1

Pour x > 0 'équation s’écrit Z’(x) + Z(x) = 0. Une primitive de est 2z + In(x).
En multipliant I'équation par €@ — 2e2® elle se rééerit: (we** Z(z)) = ze**Z'(z) + (2z +
A
1)e** Z(x) = 0 d’ou les solutions Z(z) = ~e *.
x

Le méme calcul qu'au b) donne ici (ze**Z(z))’ = e” qui s’integre en (ze**Z(x)) = ¢” + X d’ot
1

Z(x) = —(e " + Xe %),
x

On peut aussi utiliser le II1.2)b) et appliquer la méthode de variation de la constante.

T Gt T =2t
11 suffit d’intégrer Z pour obtenir z(z) = / ert + )\/ ert + C. En introduisant R(z) =
1 1

+oo | —t T —t +oo | —t +oo | —t +oo | —2u
/ C at = f/ Cat +/ €4t et de méme R(2z) = / gt = / C  du =
x t 1 t 1 t 2x t T u

T \—2t +oo | —2t
— et dt + / ¢ ; dt on obtient z(x) = —R(x) — AR(2x) + p ot A et p sont des réels quel-
1

1
conques.

La solution générale y € S s’en déduit: y(x) = e"z(z) = —e"R(x) — Ae"R(2x) + pe®” ot A et p sont
des réels quelconques.
En reportant R(x) = —In(z) — v + o(1) et de méme pour R(2x) dans le 111.2)e) on obtient:
y(z) = e*(In(z) + v+ A(I(22) +7) + p + o(1)) = " (In(z)(1 + A) + 7+ A(In(2) +7) + p + o(1)).
Cette expression n’a une limite finie en 0 que pour A = —1 puisque In(z) tend vers —oco.
On a alors avec R(x) = S(z) — In(z) — ~:
y(z) = e*(R(2z) — R(z) + u) = e*(S(2z) — S(z) + u) pour > 0 en posant p' = —1In(2) + p.
En posant comme au 111.2)a) z(z) = e "y(z) = S(2z) — S(x) + y' on calcule pour = # 0:
1—e 2% 1-e® 0T _ =27

2 (x) =25 (2z) — S'(z) = =

2z T T
— —2x —x —2z
n, N € T—e + 2e
G x? + x
e % e—2ac e T — e—23:
Dot z2" () + 2z + 1) (z) = ————+ e T+ 2 420 F —e ) f ——— = 7.
T x

C’est vrai aussi pour x = 0 donc z Vériﬁe l’équation (*) pour tout z € R et par suite y(z) =
e”(S(2x) — S(z) + ') vérifie 'équation zy” +y' — (x+ 1)y = 1. Comme S est développable en série
entiere on en déduit par application du produit de Cauchy que y est développable en série entiere
avec un rayon de convergence infini. Au III.1) on a trouvé que I’équation zy” + o' — (z + 1)y = 1
possede une unique solution possédant un développement en série entiere si on impose la condition
initiale y(0) = ag. On peut donc écrire O(x) = e*(S(2z) — S(x) + ag) pour tout z € R.
L’application du produit de Cauchy permet d’en déduire une expression de a,.

Complément: calculons une expression de a,. On peut se limiter au cas ou ag = 0.

—1)n=L(2en — 1)z . " L
De 6(x Z anx", = S(z) = Z 1) nEn') ) et e’ = Z e déduit:
n>1 n>1 n=0

oDty N M\ (28 -1
an—kz::l R ) doun!an—l;(—l)k <k> P

On peut simplifier en écrivant: nla zn:/z( )=t (n) dt /2 =" - 1dt zn:/2(1
vant: nla, = — = T 4= -
1 k 1 1=t)-1 — )
_ ~[_ - ~ (=D
t)F1dt = !
a5 L X

k=1 k=1
n

1 _
On obtient finalement a,, = —
"= Z

On peut aussi retrouver cette expression en utilisant la relation (n+2)2a,42—ap+1—a, = 0 et a; = 1.
On pose by, = nla, qui donne (n + 2)b, 42 — b1 — (n+ 1)b, = 0 ou encore (n + 2)(bpt2 — bpt1) =

n —1)k-1
—(n+1)(bpg1 —by,) qui avec by = 1 et by = 0 donne n(b, —b,_1) = (=1)""! d’'ot1 b, = Z %

k=1



