Corrigé de E3A 2016 PC math 2

Partie I.
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1. In(1+2) = Z ka a un rayon de convergence égal a 1.
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2. En posant z = —5on obtient: In(2) = —In (1 - 2) = fz % <1 — 2) = Z Tk
k=1 k=1
xk—‘rl
3. (a) m tend vers 0 pour 0 < =z < 1 et vers +0o pour z > 1. On en déduit que le rayon de
convergence est égal a 1.
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En décomposant en éléments simples m = 1 on a 1) = x? TR T
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En changeant « en —z dans le 1) on obtient Z = —In(1 —z) d’ow:
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;m =z(—In(1-2)) - (~In(1—2z)—z) = (1 —z)In(1l — z) + =
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b) Po = —: ——— =2(=In( = — ) =1-1In(2).
(b) Pour z =3 ;k(kﬂ)% (2n<2)+2> n(2)
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4. (a) La série converge par le théoreme des séries alternées puisque uy = — est le terme général
d’une série alternée, que lim(uy) = 0 et que |ug| = P est une suite décroissante.
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(b) Pour x € [0,1], up(x) = T — est le terme général d’une série alternée; de plus, klim ug(z) =0
— 00
et |ug(z)] = L est une suite décroissante. On peut a nouveau appliquer le théoreme des séries
alternées qui donne de plus que la valeur absolue du reste est majorée par le premier terme négligé.
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On a donc: Z Txk < |ups1(z)| = "l < T
k=n+1
(¢) La série de fonction Z un(x) converge uniformément sur le segment [0, 1] et chaque fonction est con-
too (_1)k—1
tinue. La somme de la série est donc continue sur [0, 1] et par suite I'égalité In(14z) = Z — k
k=1
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g’étend & x =1 d’ou In(2) = —
k=1
Partie I
1. (a) En multipliant numérateur et dénominateur par le produit des nombres pairs de 2 & 2n on obtient:

()

1><3><...><(2n—1)X2><4><...><(2n) (2n)!
an = = .
n2ntin! 2nn! n22n+1(nl)?2

(b) La formule de Stirling s’écrit: n! ~ n"e™"v2mn.

En appliquant la formule de Stirling & n! et (2n)! on obtient:

B (2n)! N (2n)?me=2"/4mn 1

n = n22nFi(ph)2 ~ p22ntipne—2n2my 2\ /mnd/2’




2.

(a)

On integre par parties:

/2 . op41, 17/2 /2 - 2n+1 I
I, — Iy = /0 cos? zsin®" zdx = [cos xmh —/0 (— sina?)SI;n n 11: T = 2n"jrll.
2n+1
On déduit d Ly =——1I,.
n déduit du (a) que I, 12
n—1
[T@k+1)
Montrons par récurrence que I, = k:oﬁg C’est vrai pour n = 1 puisque, avec le (a),
mn!
1 17 i .
I = 510 =55 Supposons la propriété vraie pour n.
n—1 n
[[@k+1) [Jex+1)
2n+1 _ 2n+1k:0 ™ k=0

On en déduit 1,41 = La propriété est donc

™
n+2" 2m+2 2l 2 2vHl(p4+1)12°
vraie pour n + 1. On en déduit qu’elle est vraie pour tout n € N*.

Par suite I,, = mna,,.

En posant t = —sin?z dans le développement en série entiere de In(1 + t) on obtient pour = €
+0o . 92p +oo
S
[0,7/2[ In(1 — sin?z) = — Z mor fn(x). La série de fonctions (Z fn)n>1 converge
n=1 n n=1
donc simplement sur [0, 7/2[ vers la fonction f définie par f(z) = —In(1 — sin? z).

Appliquons le théoreme d’intégration sur un intervalle de la somme d’une série de fonctions.
* Chaque fonction f,, est continue et intégrable sur I = [0, 7/2[ (elle est continue sur le segment
(0, 7/2]).
x La série de fonctions (Z fn)n>1 converge simplement sur I vers la fonction f qui est continue
sur [0, 7/2].
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* La série de terme général / | frn(z)|dz converge: en effet, / | fr(x)|dz = /
0 0 0
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de Riemann convergente puisque 3 > 1.

sin?”
dx =

n

avec ’équivalent de a,, obtenu au II.1.(c). C’est le terme général d’une série

w/2 +oo  m/2 ~+00
On en déduit que f est intégrable sur [0,7/2] et que / flz)de = Z/ fu(x)da = Zﬂan
0 n=170 n=1

400 1 (/2 9 [7/2
d’olt enfin E ap = f/ —In(1 —sin® z)dz = —f/ In(cos z)dx puisque cosz > 0 sur [0, 7/2[.
— T Jo T Jo
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Dans I posons t = — — x. C’est une bijection strictement décroissante de classe C' de [0,7/2]

/2 0
sur ]0,7/2]. Puisque lintégrale I existe on obtient I = / In(cos z)dz = / In(sint)(—dt) =
0 /2

/2
/ In(sint)dt = J. On en déduit que J existe et qu’elle est égale a 1.
0

w/2 /2 in(2 w/2
I+J= / In(cosz sin z)dx = / In (bln(2x)> dz = / In (sin(2x)) dz — %ln(Z).
0 0 0
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En posant 2 = — (bijection strictement croissante de classe C') on obtient / In (sin(2z)) dz =
0

1 (" 1 T

= / In(sin(t))dt = = (J + / In(sin(t))dt).

2 0 2 /2

En posant ¢ = m—u (bijection strictement décroissante de classe C* de [r/2, 7| sur

™ 0
/ In(sin(t))dt = / In(sin(m — uw))(—du) = J. On a donc obtenu: I+ J =
w/2 /2

N | =+

0,7/2]) on obtient
(J+J)— gm(z)

DO =



dolt I = _% In(2).

400
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5. On en déduit Y a, = (-) x (_gm(z)) — In(2).
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Partie III

1 1
U,, est la somme des termes d’une suite géométrique de premier terme onFT et de raison 3 donc
1
1
Uy=2"0 = —.
n 1 n
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Avec la définition de U,, on obtient: ok = Up_1— Ug.
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U Us U,
Posons k¥ = k' + 1 dans la premiere somme: kznzrl Tk = k’—lr—l :zn: T = 1 +
= 1 1\ U U U 1
N n k .
kglU (k-i-l — k) - = il kz Rt D) NV En faisant tendre N vers +o0o on
+oo 1
btient: = — =
obtient: B = > o n+1 Z kk:+1
k=n-+1 k=
; R 1
En minorant £ + 1 par n + 1 on obtient: 0 < Z K+ 1) < 1 - = mRn puisque
k=n+1
U 1Co e L a pour li teOoobtetZ Us =o(Ry)
= —. mimm ur limi n ien .
BT ok 1P — k(k+1) "
On déduit du (b) et du (c) que U _ R, +o(R,) d’ou R,, dou R, Un —1
ue T " n —|— 1 m n n2n’

La somme des n premiers termes de la suite géométrique de premier terme 1 et de raison —t # 1 est

n—1
1 ( t)n 1 tm
, < k n
E —t)" = = — (-1 .
égale a > O( t) 1= (=) 11 (-1 11

n—1

En intégrant sur [0, 1] on obtient Z(—
=0

n

1
t
=[In(1+1t)]s — (—1)"/ dt. Avec le résultat
o 1+t
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de la question I.4.(c) on déduit In(2) — S, = In(2) — (—1)"/ dt dou S, = (—1)"/ dt.
0 0

En intégrant par parties on obtient:

Snm 1 Un: 1;}:_(_1)”/01 :fl <_(1+1t)2)dt_ E Hi T (n+): /1 (ltjtl)zdt'

1 tn+1 1 1 t7l+1 (_1)n
De 0 < / mdt < / t"Hde = 5 on déduit que / 0( ) et
0 0

(1+1¢)2
Cu (-
donc S, 3n+1) o

L’équivalent obtenu pour a, & la question IL.1.(c) entraine que lim(2y/7k%/%a;) = 1. On en déduit
par définition de la limite d’une suite que pour tout € > 0 il existe un rang N € N tel que pour tout
k> Nonaitl—e< 2ﬁk3/2ak < 1+ € ce qui donne le résultat demandé.



(b) La fonction ¢ est continue et décroissante pour ¢ > 1. On a donc pour k > 1

$3/2
1 K+l 1 k+1 1 kg
7(]6 T 1)3/2 S /k ﬁ?’?dt < k3/2 d’ Ou pour k /k t‘?’?dt S 7]@3/2 §/k ) Wdt
Avec 1 t le (b) on obtient pour k > N: o e L
(c) Avec le (a) et le (b) on obtient pour .2\/> t3/2 \ak\Zf k1t3/2
m+1 m
1+5 1
3724 Z ak S a2 dt-
Qf t / k=n+1 " t /

+oo
Comme 3 > 1, / t3—2dt existe donc on peut faire tendre m vers +oco.
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On obtlent / Z ar < ——dt.
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ENCH A W w1
“+o00
1 2 1-—- 1
(d) Avec/ —mdt = [—2t~1/2]+° = —_ on déduit . <T, < 1te d’on (1—¢) "<
no vn (n+ ) N n+1

Tovmn < (14¢€). Comme Z 7 & pour limite 1 on déduit qu’il existe N1 > N tel que pour n > Ny
n

on ait (1 —2¢) < (1—¢) +1 < Tpvmn < (1 +¢).
1
Cela démontre que Tj,v/7n a pour limite 1 et par suite T;, ~ —.
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4. On reprend la démarche utilisée dans la question III.1:
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Posons k = k' + 1 dans la premiére somme: k_ZH OEEG = 2 m - Z WEr D =
U Z < 1 1 ) Uv U Nzl U
(n+1)(n+2) E+1)(k+2) k(k+1)) NN+1) (n+Dn+2) S R+ Dk +2)
L En faisant tendre N vers 4+oo on obtient: V, Ji:.o 1 Un
_ v Vo = = —
N(N +1)2N W (k+1)2k (n+1)(n+2)
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E t k42 2 btient: < = Va
n minorant k + 2 par n + 2 on obtient: 0 < ALY Snt2 Khitl)  nt2
k=n+1 k=n+1
) 1 .. , = U )
puisque U, = ok Comme a pour limite 0 on obtient R n+1m = o(V,) dou
Uy, Uy, 1

Y 4 o(Vy), dolt ——— "V, d'oit enfin Vj, ~ ——.
mrDmry o), dot s o entin Vo~ oon

Remarque: pour répondre & la question suivante on n’avait pas besoin d’un équivalent de V,,, il suffisait
b
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de majorer V;, par TR C’est immédiat en minorant k(k + 1) par n*: V,, < = E 5 = o
k=n-+1
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5. On a W =0 (n2n)7 @ =0 <2n> et % =0 <\/ﬁ) On en déduit que Vn = O(Rn), Rn = O(Sn)

1
et S, = o(T,). La série Z m converge le plus rapidement (son reste tend vers 0 le plus

rapidement) et la série (Z ay) converge le moins rapidement (son reste tend vers 0 le plus lentement).



