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Corrigé de E3A 2014 PC math A

Questions préliminaires

. Changement de variable dans une intégrale sur un intervalle:

Soit f une fonction continue et intégrable sur I et soit ¢ une bijection de classe C* de J sur I. On peut

écrire: /f:/fow~|<p’|.
I J

. Dérivation sous le signe [ (formule de Leibniz):

Soit I et J deux intervalles de Ret f : (x,t) — f(x,t) une fonction & valeurs réelles ou complexes définie
sur I x J, et dérivable par rapport a . On suppose que:

0
- pour tout = € I, les fonctions ¢t — f (z,t) et t — or (z,t) sont continues par morceaux et intégrables

Ox

sur J;

0
- pour tout t € J, la fonction x — or (x,t) est continue sur [;

Ox

- il existe une fonction positive p, continue par morceaux et intégrable sur J, telle que pour tout élément

of
t) de I - t)| < p(t).
(w0 de 11, 3L (2.0 < (0
: 1 / 8f
Alors la fonction g : x+— [ f(x,t)dt est de classe C* sur I, et ¢'(x) = 32 (z,t) dt.
J J

. Théoreme de convergence dominée:

Soit (f,) une suite de fonctions & valeurs réelles ou complexes continues par morceaux et intégrables sur
I et ¢ une fonction continue par morceaux, positive et intégrable sur I. Si (f,) converge simplement
sur T vers une fonction f continue par morceaux sur I et si, pour tout entier n, |f,| < ¢ (hypothése de

domination), alors f est intégrable sur I et / f=1lim / fn-
I noJrI

Premieére partie

™ ™
dt = arcsinz a pour limite 5 quand z tend vers 1 donc Iy existe et I; = 5"

xr t T
/ ——dt = [— V1-— tQ} =1—+/1— 22 a pour limite 1 quand x tend vers 1 donc I, existe et I = 1.
0 m 0

t2 1
. Puisque i ~ i au voisinage de 1 et que I existe on en déduit que I3 existe.
¢(u) = sinu définit une bijection de classe C* de {0, g} sur [0, 1] donc on peut appliquer la question 1 du
7T/2 <2 7\'/2 1 1 1 7!‘/2
préliminaire: I3 = SN Y osudu = —(1 = cos(2u))du = | =(u — = sin(2u)) =T
o |cosul 0o 2 2 2 0 4
t
(a) Puisque |\c/ols(:vti| STAie et que I; existe on déduit que f est définie sur R.
(b) Nous allons appliquer deux fois le théoreme de Leibniz avec I =R et J = [0, 1].
cos(xt) Jg —tsin(zt)  0%g —t2 cos(zt)
Posons g($7t) = ﬁ On calcule: %(x,t) = ﬁ et @(Q?,t) = ﬁ
cos(zt) —tsin(xt) —t2 cos(xt)

s ——— L et by ——
V1—1t2 V1—1t2 V1—1t2
morceaux et intégrables sur [0, 1] (puisqu’elles sont majorées en valeur absolues par les fonctions qui
apparaissent dans Iy, I5 et I3);

- pour tout z € I, les fonctions ¢t — sont continues par

—t2 cos(xt)

V1—1t2

- pour tout ¢t € J, la fonction z — est continue sur R;



2.

- il existe deux fonctions positives @1 et o, continues par morceaux et intégrables sur J, telles que

o —tsin(at) t —t2 cos(xt) t2
our tout élément (x,t) de I x J, < = t) et < = t
p ( ) \/ — 2 x/l @1() \/Iij¥§ \/fi:Ej WQ()
(p1 et @2 sont intégrables sur [0, 1] car Iz et I3 ex1stent)
1 : 142
) —tsin(xt) —t* cos(xt)
On en déduit que f est de classe C? sur R: f'(z) = ————+dt et f(x) = ———dt.
(c) Soit a €]0,1]. Intégrons par parties sur [0, al:
@ —tsin(xt) /
———dt = [\/ 1 — 2 sin( ;vt V1 —t2x cos(xt)dt
0o V1—1t2
. % —tsin(xt) . / (1 — t2) cos(xt)
d’on ————dt =V1—-a?sin(za) —x | ——————2dt
o VI—t @) 0 V1—1t2
En faisant tendre a vers 1 on obtient: f'(z) = —z(f(z) + f"(x)).
(a) u/(x) = ¢'(2)2%(x) + 22/ (x)(q(z)2(z) + 2" (z)) = ¢/(x)2%(z) < 0 donc u est décroissante sur I.
1
(b) u(x) < u(l) entraine que q(x)z?(z) < u(1) ; puisque g(z) > qo > 0 on déduit 2%(x) < u;) donc
0

u(l)

q0

: z est bornée sur 1.

|2(2)] <

. En dérivant deux fois avec la formule de Leibniz on obtient:

(@) = (@?y(2)® = — 327y (2) + 272y (2) + 2Py () = — 27 Py(2) — 2Py ().

o 1 1
On en déduit 2" (z) + (1 + 4x2) Vry(z) = 0 et donc g(z) =1+ oL

. La fonction f du 3. est de classe C? sur R et elle vérifie I'équation différentielle du 5. donc la fonction z

1
associée est de classe C? sur [ et vérifie 2”(z) + q(x)z(z) = 0 avec q(z) = 1 + ek
T

Comme ¢'(z) = < 0 on peut appliquer le résultat du 4.(b) : la fonction z est bornée.

T 9.3
Par suite on a bien l'existence d'un M > 0 tel que | f(z)v/z| < M pour z € I.

Deuxiéme partie

1 1 1 2 1 1 1
. Dérivons deux fois z(t) = y(;) 2'(t) = —ﬁy'(g) puis 2" (t) = Ey/(g) + tjy//(?
8 1 4 1 8 1 1 1
On en déduit: 4tz"(t) + 82'(t) — tz(t) = tjy’(;) + F?’y”(Z) - ﬁy/(g) - ty(g) = a3y (z) — ;y(w) en

1
posant x = T

On a bien montré que 4tz (t) + 82'(t) — tz(t) = 0 si et seulement si 42y (x) — y(z) = 0.

“+oo
(a) Supposons u(t) = Z ant™ pour t €] — R, R[. On peut dériver terme & terme sur cet intervalle d’on
0
n= e
Z na,t" "t et v’ (t) = Z n(n — 1)a,t™ 2. On en déduit:
n=0

“+o0
4tu” (t) + 8u/(t) — tul(t Z 4n(n — Dapt" ' + Z 8nant™* Z ant™ .

En posant n’ =n + 2 dans le dernier sigma on obtlent

+oo
4tu” () + 8u’ (t) — tu(t Z4n (n+1)a,t" ! Z Ay _ot™ T = 8a1+Z(4n(n+1)an—an_2)t"71.
n=2
Si dtu” (t) + 8u'(t) — tu(t) = 0 on déduit par unlclte des coefficients d'un DSE que a; = 0 et que
Gp—2
n= "% = 2.
a T+ 1) pour n

On en déduit par récurrence immédiate que pour tout p: agpt1 = 0.



1
4r(2p + 1)!
Supposons la propriété vraie pour un entier p. On en déduit en posant n = 2p + 2 dans I’égalité

a2p 1
obtenue pour a,: a = = =
PR s 2 = o+ 2)(2p +3)  47(2p+ 1)!4(2p+ 2)(2p+3)  4PT1(2p + 3)
bien la propriété voulue pour p + 1.

Puis démontrons par récurrence que ag, = . C’est vrai pour p = 0 puisque ap = u(0) = 1.

' qui est

1

4r(2p + 1)!
vérifie bien 4tu” (t) 4+ 8u'(t) — tu(t) = 0 et que le rayon de convergence de la série entiére est infini
t2p

Réciproquement si la suite (a,,) vérifie pour tout p: agp+1 = 0 et agp = on déduit que u

puisque la limite en +oo de ; est nulle (c’est (2p + 1)! qui s’impose & t27).

4r(2p +1)!

On vient de montrer que le rayon de convergence de la série entiere est infini.
. +00 ( % )2r+1 2 ¢

On reconnait pour ¢ # 0: u(t) = n ZO [T =3 51nh(§).

1 1 1
3. On obtient une solution de (E;) par y(x) = z(;) = u(;) =2z sinh(%).

y(z)

La limite de = en +o00 est bien nulle.

1. (a)

(b)

x
Troisiéeme partie

C
[unt1 — un| = [f((n +1)?) = f(n?)] < = pour s = (n+1)* > u = n* > 1. Comme la série de
n
1
Riemann de terme général — converge la série ) (un+1 — u,) converge absolument.
n

La convergence absolue entraine la convergence de la série > (41— 1ty ). On en déduit la convergence
n—1

de la suite u,, = u; + Z(Ukﬂ — Uk).
k=1
Pour tout & > 0 il existe ng tel que pour tout n > ng on ait |f(n?) — L| < e.
C C C
Pour s > n? on a |f(s) — f(n®)| < —. Pour obtenir — < ¢ il suffit de choisir n >/ —.
n n 5

Soit ny > max(ng, g) Pour s > ny on a |f(s) — L| < |f(s) — f(n})| +|f(n?) — L| < 2e.

Comme ¢ est arbitraire on a bien montré que f(s) a pour limite L quand s tend vers +oco.

Puique ¢'(x) tend vers 0 quand x tend vers +oo il existe A > 0 tel que |¢/(z)| < 1 pour z > A.
Comme ¢’ est continue sur le segment [0, A] elle est y est bornée: |¢'(z)| < M;.

On a donc bien |¢'(z)| < max(My,1) = M sur Ry.

Appliquons le théoréme de convergence dominée & la suite f,,(¢t) = ¢'(tz,,) sur Vintervalle I = [0, 1].
frn est continue et donc intégrable sur le segment 1.

fn(0) = ¢'(0) et pour t >0, f,(¢) a pour limite 0 quand n tend vers +oo.

Pour tout n et tout ¢t € I on a |f,(t)| < M qui est intégrable sur I.

1 1
On en déduit que / g'(tz,,)dt a pour limite / 0dt = 0 quand n tend vers +oo.
0 0

' g(tea)]" _ glxa) = 9(0)
Le calcul de l'intégrale donne / g (txy,)dt = [ ] = qui a donc pour limite 0
0

Tn 0 Tn
0 n
@ tend vers 0 et donc M

LTn Tn

quand n tend vers +oo. Comme x, tend vers +o0o on déduit que
tend vers 0 quand n tend vers +oo.

Utilisons la caractérisation séquentielle d’une limite:

g(z)

la fonction z — === a pour limite 0 quand z tend vers +oo si et seulement si pour toute suite x,,
x

9(@n)

T

qui tend vers 400 la suite tend vers 0 quand n tend vers +oo.



@

4.

5.

6.

h(z)

. Posons g(x) = h(z) — Lz. On a 9(x) =—~—Let g (z)=h(z)— L.

x x
Si h/(z) a pour limite L quand x tend vers 400 alors ¢’(x) a pour limite 0 quand z tend vers +oo.

h
Par le 2., M a pour limite 0 quand z tend vers +oo donc (z)
x x

a pour limite L quand z tend vers +oo.

. On applique le 3. en se limitant a l'intervalle [1, +o0].

Quatrieéme partie

. Pour u =1 on déduit du 1.: / (y'(s) — / (/ )dt> ds.
1 1

On en déduit que y(z) — y(1) — (z — 1)y/'(1 /1 (/1 ot ) s

En divisant par z on obtient I’égalité voulue.

(a) La fonction z — ’y() est continue sur le segment [1, A] donc elle est bornée est y atteint son

maximum.
-1
(b) En appliquant 'inégalité triangulaire a 1’égalité du 2. on obtient avec = > 1 et z ‘ <1
x
‘y(;) ly(1)]+y' (1 / (/ lq(t) |dt) ds. Avec |y(t)| < M4t on obtient 'inégalité voulue.

o0
/ [tq(t)|dt < / |tq(t)|dt = r donc pour tout x on a:
y(x)
x

<O+ @+ 22 [ rds < ]+ Q)]+ M,
y(I+ Iy (O]

Cela entraine que M4 < |y(1)| + |y (1)| + Mar d’ott M4 < 1
—r

ly(W) +1y' (D)

1 . Par suite on a pour tout = > 1:
—r

Pour tout A > 1 on a pour z € [1, A]: ’y(x)‘ <My <
T

1 (1
’y(m) < £ )|1+ v’ (L)l = M. La fonction z +— M est bornée par M sur [1,+oo].
x —-r x

t
@ 1) -yl < [ lattwtolar < [ atiaolar < [ 3 jacoiar puisane 1 <
M K
Done ly/(s) o/ ()] < / Pla)lar =2
u Ji
11 suffit d’appliquer le résultat du 1. de la troisiéme partie avec f = 3’ pour obtenir que y'(x) posséde
une limite L en 4o0.

y()

(b) Il suffit d’appliquer le résultat du 4. de la troisiéme partie avec u = y pour obtenir que === a pour
x

limite L en +o00.

1
Pour ’équation différentielle (E;) de la seconde partie on a ¢(z) = s Cette fonction est continue
T

1
sur [1,4o0] et de plus la fonction  — z2q(x) = —— est intégrable sur [1,+oc[, ce qui entraine que

422
y est aussi intégrable. On peut donc appliquer le résultat du 5.(b) et M a une
x

1
x — xzq(z) = s

limite L en +oo.



