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(b)
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(e)

Corrigé de E3A 2011 PC math A
Partie I

f est paire, décroissante sur R et a pour limite 0 en +o0.

183
167
147
124

fl(x) = =223 4+ 24)73/% et f’(x) = —622(1 + 2*)73/2 — 223 x (=3/2) x 423(1 4 2*)75/2 =
622 (z* —1)(1 4+ 2*)~5/2. La dérivée seconde s’annule en changeant de signe pour z = +1: il y
a donc deux points d’inflexion de coordonnées (+1,1//2).
1 —-1/2 —-3/2
D’apres le cours, (1+1)71/2 =1— §t—|— (=1/2) >2< (=3/ )t2

1 3
I'on déduit en posant t = 2*: f(z) =1 — 5:1:4 + gxg + o(x®).

1 3
+o(t?) =1-— §t+ étQ +o(t?) d’ott

Puisque f est de classe C* elle possede un DL a l'ordre 8 donné par la formule de Taylor-
Young: f(z) = 28: f(k)(O)a;;—]‘C + o(«®). Par unicité des coefficients d'un DL on en déduit que
f@(0) = —12, ;(:8?(0) =3 x 7' =15120 et f*)(0) = 0 si k n’est pas multiple de 4.

any1  (2n+2)2n+1) 2n+1

= = < 1 donc la suite (a,) est décroissante.
an 4(n+1)2 2n + 2 (an)
La suite (a,) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers une limite [ > 0.
2n 2n)!
Immeédiat puisque = (2n) .
n (nl)2
U 2n+1 U
Posons u, = |an2z"|. Pour z # 0: —F — s 2| donc lim —*! = |z|. La regle de
Unp, 2n + 2 n—+oo U

n
d’Alembert entraine que la série (3 u,) converge si |z| < 1 et diverge si |z] > 1. Par suite le
rayon de convergence de (> a,z™) est égal a 1.

F est définie sur R car c’est une primitive de la fonction f continue sur R (toute fonction
continue sur I posséde une unique primitive s’annulant en un point a de I).

. iy 1 : e :
f est continue sur Ry, positive et f(z) ~ — en +oo. Llexistence de — entraine
X 1 xr
Pexistence de a.

On effectue le changement de variable ¢t = L qui est bien une bijection de classe C'* de [1,4o00]

oo 0 —du Y du
sur 10, 1]. ——dt = _— = e
1 V14t 1 u2\/1+(1/u)4 o V1+ut
La relation de Chasles donne bien oo = 2F(1).

1
i. f(n)~ 2 donc la série converge par la regle de Riemann.



n+1
ii. Puisque f est décroissante sur Ry on a f(n+1) < / f@®)dt < f(n) dou

N N+1 N
Z fn+1)< / f)dt < Z f(n) et en faisant tendre N vers +oo:
— 0
00 —+00 o0
Z f(n) < / f®)dt < Z f(n) que l'on peut réécrire puisque f(0) = 1:
=1 0 n=0

“+oo
aéZf(n)éaJrl.
n=0

Partie I1

. I() = g et Il [Slnt]ﬂ-/2 1.

0

/2
(sinu)" x (—du) = /0 (sinu)"du.

. En posant t = § — u on obtient I,, = /
/2

. Puisque cost > 0 sur [0,7/2] on a I,, > 0. De plus I,, = 0 entrainerait que cost = 0 sur [0,7/2]
(cos est continue) ce qui est faux; donc I,, > 0.

w/2
B R (cost)™(cost—1)dt < 0 car cost < 1. La suite (I,,) est donc décroissante, minorée

0
par 0 par suite elle converge.
. Intégrons par parties pour n > 2:

/2 w/2
I, = / (cost)(cost)"'dt = [(sint) cost)"*l]g/2 - / (sint) x (—(n — 1)sint)(cost)"~2dt =
0 0

/2
(n— 1)/ (1 — (cost)?)(cost)"2dt = (n — 1)(In_2 — I,,). On en déduit nl, = (n — 1)1, _»
0
Uy = (n+ 1)1 X I, = nly_11, = uy—1: lasuite (uy,) est donc constante d’ott u,, = ug = I11y = =

I 2n+1 a . . X
o 202 = 2L donc la suite —2% est constante et égale a sa valeur en 0: §

Ly  2n+2 a, anp,
. Ionit _ 2n ot 9 2n —1 Lot 2n+ 1) Iz, 410, _ 2n+1 2n 2n-—1 _1 ILa
Inp_1  2n+1 A1 2n (2n—1)lp—1an—1 2n—12n4+1 2n

suite (2n + 1)Iz,41a, est donc constante et égale & sa valeur en 0: 1.

(a) Immédiat puisque la suite (I,,) est décroissante et I,, > 0.

In_g n

(b) [ ] @ pour limite 1 donc par le théoreme d’encadrement 7}_1 aussi. nl? =
n - n
1, T n s
nlpl,_ 1 X — = = X a donc pour limite —.
L T2 T LG P 2

(c) On en déduit I, ~ ,/%.
2 | 1

2
(a) De nI? < nlyl,—1 =% on tire I, ,/ﬂ On en déduit a,, = Ign<; E:ﬁ.

. [2(2n + 1)
Puis a,, =
(2n + )Ign_H_ 2n+1 2n—|—1 (n+ 1w

2 2 1
(b) an = =Tpp ~ =)= ~
s ™

dn  J1n’

C
(c) i) ay, ~ V] donc la série (3 ay,) diverge par la régle de Riemann.

donc la série (Z

an !

) Qn,
i) —2 o~ —
dn+1 nd/2

4n+1> converge par la régle de Riemann.



()

4. La tangente a (C) au point d’abscisse 1 est: y =

iii) La série (D> (—1)"ay,) est alternée car a,, > 0. De plus, la suite (a,) est décroissante et a
pour limite 0 donc la série alternée converge.

iv) La série (E EL)an

est absolument convergente par le ii).
dn+1 ) & P )

Partie II1

F est de classe C'*° puisque sa dérivée f l'est aussi.

F'(z) = f(x) > 0 donc F est strictement croissante sur R.

F(—z) = / ft)dt = / f(—=u) x (—du) par le changement de variable t = —u. Puisque f
0 0
est paire on a donc F(—x) = —F(x): F est impaire.
1 1 17" 1
De f(t) = Nipas < 7 on déduit en intégrant sur [1,z]: F(z) — F(1) < {_t] 1 =1- =

Toute fonction croissante et majorée sur [A, +oo[ possede une limite en +oco.

F est croissante sur [1, 400 et y est majorée par F'(1)+ 1 donc elle possede une limite en +oo.

Puisque f est continue et possede un DL a 'ordre 8, on peut intégrer terme a terme ce DL
pour obtenir le DL de F a 'ordre 9: F(z) =z — $52° + ;2% 4 0(2”) (car de plus F(0) = 0).

L’équation de la tangente en 0 est: y = z. Comme F(x) —x ~ —%Ow‘r’ quand z tend vers 0 on
en déduit que pour z > 0 la courbe (C) est au dessous de T alors que pour = < 0 elle est au

dessus de T.

F'(z) = f'(z) = —223(1 + 2*)~3/2 s’annule en changeant de signe pour z = 0; (C) a donc un
unique point d’inflexion, le point O.

_du

JitAjut

T 1 1/z
Le changement de variable ¢t = £ donne F(z) — F(1 :/ 7dt:/
g L (@)= F) = [ = |
1
du
— = F(1) - F(1/x).
/wm ) = F{/z)

Puisque F est continue la limite en 400 de F(1/z) est égale & F(0) = 0 donc la limite en 400
de F(x) est égale a 2F(1).

On retrouve ainsi le résultat de la question I)3)d): a = 2F(1) (mais on a refait la méme
démonstration!).

r—1

V2

+ F(1). Les droites d’équation y = « et

y = —a sont asymptotes & (C).




5. (a) (E) s’écrit y' +

2t3 1 2t3
Une primitive de t —

7 est o(t) = 3In(1 +¢*). En

T+et? = 1T 1+t 1
multipliant Péquation par e?®) = /1 4 t4 on obtient: (yv/1+ %) = —— d’on yv/1 + t4 =
V1I+tt
Fit)+C
F(t)+ C et donc y = ()74_
V1t
i. Onax(—t) = —x(t) et y(—t) = —y(t) donc la courbe possede O comme centre de symétrie

ii.

iii.

et on peut se limiter & ¢ > 0.

Sur )0, +00],  croit strictement de 0 & « alors que y décroit strictement de +oo & 0. La
droite d’équation x = 0 est donc asymptote & la courbe.

Quand ¢ tend vers +oo on peut écrire avec la question IIT)3)a) en posant u = $: z(t) =
F(t) = a—F(u) = a—u+ 15u° +o(u®) et y(t) = u. On en déduit quil y a un point limite
de coordonnées («, 0) et que la courbe y posséde une tangente d’équation y = o — . On
peut méme dire que la courbe est au dessus de cette tangente puisque x(t) > o — y(t).

iv.
(¢) 1 |z] =Vva? < a2+
Pour tout réel ¢ on a 0 < f(¢) < 1 donc 0 < f(zy) < 1.
En intégrant 0 < f(¢) < 1 sur [0, 2] pour « > 0 on obtient 0 < F(z) < z d’olt puisque F
est impaire: |F(x)| < |z| et donc |F(zy)| < |zyl.

ii. o est continue sur R? — {(0,0)} puisque F est continue sur R; |¢(z,y)| < |F(zy)| < |zy]
montre que ¢(x,y) a pour limite 0 quand (z,y) tend vers (0,0). ¢ est donc continue en
(0,0) donc continue sur R2.

.. Op 22> %y

fii. %(x,y) = WF(MJ) + Wf(xy)-
de —222%y x>
. = Y p T flay).
ay (l‘, y) (1’2 ¥ y2)2 (l‘y) + 22 + yg f(xy)

. |9¢ 222|y[* 2%y Op 2z f’y? Ll

v [SE )| < o + g <l et [ < Y+ T <o
Les deux dérivées partielles ont donc pour limite 0 quand (z,y) tend vers (0,0). Puisque
0 0
—90(0,0) = lim 0 = 0 et de méme —QD(O,O) = 0, on peut conclure que ¢ est de classe C*
ox z—0 dy
sur R2.

Partie IV
-1)"a, n 2 1 4 1 . n
1. (a) Posons v, = um" . Pour = # 0: Ung1 Sl And |z| donc lim Untl _ |].
n+1 Up, 2n+2 4n+5 n—+o0

(b) Pour x =+l ona

La regle de d’Alembert entraine que la série (> v,) converge si |z| < 1 et diverge si |z| > 1.

D
Par suite le rayon de convergence de (Z ()a"x") est égal a 1.

in+1

(—1)"an .| an 1 d
dn +1 Cdn+1 4y/mn3/2

onc la série converge absolument par

la régle de Riemann: h(1) et h(—1) existent.



()

(d)

Si la série entiere a un rayon de convergence égal & R et si elle converge au point R alors la
fonction somme est continue sur [0, R]. De méme si elle converge au point —R alors la fonction
somme est continue sur [—R,0]. C’est bien le cas ici avec R =1 donc h est continue sur [-1,1].

ED)ran , an

dn 41 Sdn+1
donc convergence normale sur [-1,1]. Le terme général de la série étant une fonction continue
sur [-1,1] et la série convergeant normalement sur [-1,1] la somme de la série est continue sur
[-1,1].

Pour z € [-1,1] on a terme général d’une série convergente; il y a

— 1
bz)=(1+z)f =1+ Z it nt )x" valable pour tout x réel si 8 € N et pour

€] — 1,1] sinon.

-2 1
Avec g = —% on en déduit pour z €] — 1,1[: f =1+ Z 2"n' nt )g:4" =

+oo (_1)n(2n) n “+o0

1+ Z an' it = Z — O Z(fl)"an;ﬂ‘m.

n=1 n=0 n=0
+o0 n
. . . . . - (*1) An  gn4+1
En intégrant (ce qui est possible sur ]-1,1[) on obtient: F(z) = Z Tl ® = h(zx).
n
n=0

Comme F et h sont continues sur [-1, 1] Iégalité F( ) = h(z) s'étend a [-1,1].

Pour z = 1 on obtient o = 2F(1 —224 +1.
n

La série est une série alternée qui vérifie les hypotheses du théoreme des séries alternées: la

suite b, = a,, x ——— est décroissante (puisque (a,) et ( ) le sont et sont positives) et

1
dn+1 4n +21
tend vers 0. On a donc ‘% — Sp’ < |bp+1| done |a — 25,| < ma,ﬂrl.

2 1
Avec le I1)9)a) on déduit |a — 25, < < .
9 | 7 (4p+5)\/7f(p+1) 2y/m(p+1)3/2

2y/7(p+1)%2 > 10° & dn(p+1)? > 102 < p+1 > (4 )1/3 Sans calculatrice on peut prendre

p = 5000 puisque (47)'/3 > 2 (avec une calculatrice p = 4300 suffirait).
dt

~ 1.85407467730
V1+td

1
Remarque: une calculatrice donne instantanément 2F (1) = 2 /
0

qui est une valeur approchée de a & 10712 pres.



