Corrigé de E3A 2009 PC math A
Questions de cours

1. Montrons que toute matrice C s’écrit de maniere unique C' = S+ A avec S € S3(R) et A € A3(R).
Unicité: si C' = S+ A avec S € S3(R) et A € A3(R) alors 'C =' S+!A=S—-Adou S = (C+'C)
et A=3(C-*0).

Existence: pour C € M3(R) , posons S = (C +! C) et A= 1(C —!C). On vérifie que S € S3(R),
que A € A3(R) et que C' =S + A.

2. Sirang(S) < 2 alors la dimension du noyau est au moins égale & 1 donc 0 est valeur propre. Comme
S est symétrique réelle elle est diagonalisable dans une base orthonormale et donc semblable a

0 0 O
D=0 B 0 | puisque I'une au moins des valeurs propres est nulle. Si la base est indirecte on
0 0 ~

change 1'un des vecteurs en son opposé pour obtenir une base orthonormale directe, cela ne change
pas la matrice D.

Application: S est symétrique de rang 2, det(S — xI3) = —2° 4 2z donc = /2 et v
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obtient sans difficulté une base orthonormale directe b convenable: My, (b) =
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On calcule S2= [0 2 0] et S3 =2S. Par récurrence : S2m+l = 9mg gt §2m+2 — om G2
1 0 1

Partie I

1. (a) L’application nulle de E x E dans F est bien bilinéaire, antisymétrique et vérifie la derniere
condition d’un crochet de Lie.

(b) (A,B) — [A, B] = AB — BA est une application bilinéaire. Elle est antisymétrique: [B, A] =
BA - AB = —(AB — BA) = —[A, B]. Eufin, [A,[B,C]] + [B,[C, A]] + [C,[A, B]] = A(BC —
CB)—(BC—-CB)A+B(CA—-AC)—(CA—AC)B+C(AB—BA)—(AB—BA)C =0. Clest
donc un crochet de Lie sur E = M, (R).

C’est aussi un crochet de Lie sur F = A, (R) car si A et B sont antisymétriques alors [A4, B] =
AB — BA Test aussi: {(AB — BA) = (—B)(—A) — (—A)(—B) = BA— AB = —[A, B].
Ce n’est pas un crochet de Lie sur E = S, (R) car si A et B sont symétriques alors "(AB—BA) =

BA — AB # —|A,B] si AB # BA. Par exemple pour n =2, A = (1 0) et B = (0 1)

00 10
. 0 1 00
on obtient AB = (0 0) # BA = (1 O)'

2. (a) AN (OAD)+TA(GAT)+TA(EAT) = (€.0)0 — (€.0)0 + (U.0)0 — (0.0) i + (0.0)d — (0.7) T = 0.
Comme I'application (i, @) — @ A ¥ est bilinéaire antisymétrique de R3 x R3 dans R3 c’est
donc bien un crochet de Lie.

(b) i. W est une application linéaire de R? dans R®.
ii. Ker(¥z) = Vect(a@) est de dimension 1 (car @ # 0) donc rang(¥z) =3 —1=2.

— -,

iii. On caleule Uz(7) = ai AT+ B Ai+vk AT =—Bk+7] et de méme Wz (j) et Wz(k) d'oi:

0 — B
Az=1| v 0 —a |. C’est bien une matrice antisymétrique.
-0 « 0



()

iv. det(Az — xl3) = —23 — (a® + B2 + 7?)x.
v. Comme @ # 0, o+ 3% +~% > 0 et donc Az a deux valeurs propres complexes non réelles:
elle n’est pas diagonalisable dans M3(R).

vi. Si A = (a;,;) est antisymétrique alors a;; = a;,; = arr = 0 et a;; = —a;,. L’unique
vecteur a est donc défini par a« = a3 2 = —as3, f=a13=—az1 et y=az1 = —aj 2.
Partie II

Si la famille (@, ¥) est liée on a par exemple ¥ = \iZ donc [@, ¥] = A[@, @] = 0 puisque [i, 4] =
— [, @] par antisymétrie.

La réciproque est fausse pour les exemples du 1.1 ; pour le I.1b si A = [, et B # A,

[A, B] = 0. Cependant la réciproque est vraie pour 'exemple du I.2a : [&, 0] = @ AU = 0 est
équivalent a (@, ¥) liée.

Comme FE est de dimension 1, tout couple (@, ) est une famille liée donc [@, 0] = 0 d’apres la
question précédente.

Le seul crochet de Lie est donc I'application nulle.

Par bilinéarité [Z, §] = x1y1[to, Wo] + x1y2[Uo, To] + T2y1 [T, Uo] + T2y2[To, Uo]. Par antisymétrie
[Z, 9] = (21y2 — 2291)[to, To] = det5(Z, §)ko.

i. Si rang(u,v,w) < 1 Pégalité est immédiate car les trois déterminants sont nuls. Si
rang (@, ¥, W) = 2 on a par exemple (i, ¥) libre, c’est donc une base de E et @ = il + (7.
detB(ﬂ' 7_)')117 + detB(ﬁ, ’U_}')’ljﬁ- detB(d}, 6)17 = detB(ﬁ, U)ITJ' +« detg(ﬁ, ﬁ)ﬁ—f' ﬁdetB(f}', ’lj)ﬁ =
det g (@, 0)(W — ol — 57) = 0.

ii. [@,[7,%]) = [@,dets(T,@)k] = [det5(7, @), k| par bilinéarité.

iii. L’application définie par [Z,7] = det 5(z,y)k est clairement une application bilinéaire
antisymétrique de E' x E dans E puisque le déterminant est bilinéaire antisymétrique.
De plus on a [4, [V, d]] + [0, [, d]] + [@,[d,0]] = [detp (7T, w)u k| + [detp (@, @), k] +
[det (@, 0)w, k| = [detp(7,d)d + det (@, @)7 + detp (@, 7)w, k] = [0,k] = 0. On a donc
bien un crochet de Lie.

Les crochets de Lie sur E sont donc les applications définies par [Z, 7] = detg( ,g’)lz ou k est

z
Z, ) est lide.

un vecteur fixé. On peut remarquer que si k # 0: [Z,7] = 0 si et seulement si (

Partie I11

L [%,9] = [v17 + 302] + a3k, yii + yoj + ysk| = T fi [i,7] + x1y2[l 7]+ z1ysli, k‘] + Ty [, 1] +
woy2[], 7] + wayslf, K] + wayn [k, 1] + wapalk, J] + ways[k, k] = (2192 — woy1)[7, J] + (2193 —
23y1)[i, K] + (22ys — 232) [, k| = (223 — 2392)ci + (w3y1 — 21y3)G3 + (2192 — T211)63.

ii. Avec & = pc(i), & = @c(f), & = oc(k) et la linéarité de oo on obtient [Z,7] =
po((w2ys — z3y2)i + (wayr — T1ys)] + (T1y2 — T201)k) = oo (T A H).

iii. f = @ est un endomorphisme qui convient. Il est unique car il doit vérifier f(i) =
FGAK) =[],k = et de méme f(}) = et f(k) = c3.

i. D’apres le 1.2.b.vi le vecteur 2@ associé & la matrice 24; = C —! C' a pour coordonnées
€32 —C23,C1,3—C31 6t ca1 —cro.



2. (a)

(b)

()

Z A Cl = C2, 1]€ - 03 1] , ;/\ C_é = 037277 0172;»" et E A C_é = 01735 - 6273; donc
z/\cl—i-j/\02+k/\03 2d.

iii. [7,é1] +[f, ) + [k, &) = [0, [, k] + [J, [k, )] + [k, [i, j]] = 0 puisque [, ] est un crochet de
Lie.

iv. Par linéarité ¢ (2d) = oo (iAG)+oc(GAG)+oc(kAG) = [i, [7, K| +[7, [k, ]+
0. Onadonc 0 = ¢c (@) = ¢sc (@) +9ac (@) = psc (@ )+5/\@'=<Psc( )dOUGE Ker(wsc)~

Ql

[Z,9] = ec(ZNY) = 0o (ENY) + 0ac(@NY) = @sc(@AG) + AN (ENY) = psc(FNY) +
(d.9)7 — (a.2)y.
L’application [, ] est bilinéaire par linéarité de pg, et bilinéarité du produit vectoriel et du

produit scalaire. Elle est antisymétrique par antisymétrie du produit vectoriel et un calcul
immédiat.

i. Le premier vecteur est a prendre dans le noyau de ¢g,, on peut donc le choisir égal a 1
qui est bien de norme 1. P
UgV3 — U3Va 0
il. My(dAD)=| uzvy —uyvz | donc My(ps,(@AT)) = | Bluzvy — uivs)
U1V2 — U2V 7(U1U2 - U2U1)
U1 U1 0
My((@.0)d — (@.@)0) = pvr | ug | —pur | va | =p | wevr —ugve
u3 U3 U3V — U3
0
donc My([u,v]) = My(ps, (@ A D) + (@.0)d — (@.4)0) = (usv1 — wivs) | B | + (wgve —
P
0
usv1) | —p | qui est bien I'égalité demandée.
Y
iii. En appliquant la formule précédente au couple (Z,d) on obtient [Z, J] —x pd + x1 88 =
—xle avec les notations de la question suivante. De méme, [, €] = —xwd T1p€ = xld’
iv. On en dEdIllt [Z, 7, 2] = [Z, (y_;zl —ylzg)d—i— (y122 —y221)€] = —(ysz1 —ylzg)xle + (Y122 —

Yoz1)r1d = x1((y122 — y221)d" + (Y123 — ySZl)e_;)'

v. On a donc par permutation circulaire: [Z, [¢, Z]] + (¥, [Z, Z]] + [Z, [Z, §]] = (x1y122 —x1y221 +
Y121T2 — Y122T1 + 21T1Y2 — 21%2y1)d’ + (T1y123 — T1Y321 + Y12103 — Y123T1 + 21T1Y3 —
zlxgyl)e_; = 0. Comme [, | est déja bilinéaire antisymétrique, c’est bien un crochet de
Lie.

vi. Ch0151ssons le vecteur d=i—k qui est bien dans le noyau de pg. Pour & = Z‘ﬂ—‘r.’L‘g] +l‘3k‘
et y = y11+yzj j+ysk on obtient x/\y = (T2ys3 —x3y2)2+ (z3y1 — 1Y3)] + (T192 — T2y1 )k =
211 + 22] + 23k donc ps(Z /\ 7)) = 291 + (1 + 23)3 + zok. D’autre part, (@.9)% — (a.%)y =
(y1 —y3)Z— (1 —23)7 = 2oi — (z1 +23)j + z9k. On en déduit [Z, 7] = 2(x311 —xlyg)(f—i— E)
On a aussi [Z,7] = 2((F A §).7)( + k) = 2dety, (Z,7,7)(i + k). Dans cet exemple on a
[Z,7] = 0 si et seulement si dety, (Z,7,7) = 0, ce n'est pas équivalent & (&, 7) lide.

Sid =0, [#y] = ¢s(& A y) définit bien une application bilinéaire antisymétrique. On en

déduit que l'application g définie par ¢(Z, ¥, 2) = [Z, [§, Z]] + [¥, [Z, Z]] + [Z, [, §]] est trilinéaire
et antisymétrique (si on échange deux des vecteurs, le résultat est multiplié par -1).
Soit b = (@, ¥,w) une base orthonormale directe formée de vecteurs propres de ¢g; par

trilinéarité et antisymétrie de g on obtient par le méme calcul que celui qui permet d’obtenir
Pexpression du déterminant d’ordre 3 dans la base b : ¢(Z, ¥, 2) = dety(Z, ¥, 2)g(U, U, 0).

Or [U,7] = ps(¥ A W) = ¢g(@) = ai donc [4, [0, d]] = ps(d A atl) = 0; par permutation
circulaire on obtient g(, ¥, W) = 0 ce qui entraine que l'application g est nulle: [, | est bien
un crochet de Lie.



