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Probléme

Le probléme comporte trois parties indépendantes, mais on pourra nutiliser dans la troisieme
partie des résultats obtenus dans la premiére, et admettre Pexistence et 'unicité de la
fonction ¢ étudiée dans la partie 2.

On désigne par n un entier naturel non nul et par R, [X] 'espace vectoriel des polynomes
de degré inferieur ou égal & n A coefficients réels.

Le but du probléme est 'étude d’une application linéaire et d’une équation différentielle
associée a cette application linéaire.

Tournez la page S.V.P.



1 Premiére partie : étude de Papplication

Ln: Rn[X] - R'IIX}
P = XP'(X) + (X -4)P(X) - 3P(X)

Propriétés élémentaires de £,

Montrer que £,, est un endomorphisme de R, [X].
Ecrire la matrice de £,, dans la base des mondmes (X*,0 < k < n) de R,[X].
L, est-il diagonalisable 7

Comparer le degre de P € R,[X] au degré du polynome L,,(P) et en déduire que si
un polyndéme non nul appartient & Ker £,, alors il est de degré 3.

Montrer que si n > 3, Ker £, est la droite vectorielle engendrée par le polynome
A o )
X3 —6X7 4+ 18X — 24,

Montrer que £,, est un automorphisme de R, [X] si et seulement si n < 2.

Un exemple : n =5

Ecrire la matrice de L5 dans la base des monodmes (Xk, 0 <k <5H) de Rg{X].

Déterminer les valeurs propres de L£5. Sans calculs supplémentaires, détermiuer trois
sous-espaces propres e Ls.

Montrer que les polynémes 1, X, X? X*—-4X3 X° appartiennent a Im L5 et qu’ils
en forment une base.

Déterminer, successivement, sans résoudre ’équation différentielle correspondante,
Pensemble des polynomes P € Rs;[X] tels que :

{

(i) XP(X)+ (X —4)P'(X)-3P(X) X5
(it) XP'(X)+(X —4)P(X)-3P(X) = X*

En déduire selon les valeurs de lentier p (0 < p < 5) lexistence de polynémes
P e Ry [X] tels que :
XP'(X)+ (X —4)P'(X) - 3P(X) = X”.

o



2 Deuxiéme partie : étude locale d’une solution particuliére de
I’équation différentielle

(B) 2y +(z—4)y -3y=0
2.1 Montrer par récurrence que toute solution de (E) sur R est de classe O sur RY,.

2.2 Montrer sans calcul I'existence et 'unicité d’une solution ¢ de (E) sur R* telle que
(1) =2 et ¢'(1) = —2 (on ne demande pas dexpliciter ¢, ni de résoudre (E)).

2.3 Pour tout n € N, on pose 1, = " (1). En dérivant n fois la relation :
wp(r) + (- ) () = 3p(e) =0,
montrer que powr tout € Noon a s w0 + (1= 3)(upgr + ) = 0.

2.4 Justifier que p admet un développement limité a tout ordre au voisinage de 1. Mon-
trer que le développement limité a Pordre 3 de  au voisinage de 1 est de la forme :
olr) =a+ble—1) 4 el = )% +dle— 1) +o((r—1)%).
Déterminer les valeurs de a, b, e d.
2.5 Soit T la conrbe yeprésentative de ¢ dans un repére orthonorme. Déterminer une
équation de la tangente a 1M an point de coordonnées (1. 2) et la position relative de
la courbe par rapport a cette tangente.

3 Troisiéme partie : Recherche de solutions de (E) développables
cn série entiere

3.1 Rappeler quelles sont les solutions polviomiales de (I5).
3.2 On suppose (Uil existe des solutions non polvnomiales développables en série entiére

de rayon de convergence IR > 0. Soit

X

f o= fle)= Z('lvnl'”

n=0

une telle solution définie sur | — R. +R |.

a) Montrer que f est solution de (E) sur | — R, +R [ si et seulement si :
(n 4 1)(n = 4ja,.1 + (n—3)a, = 0, pour tout n ¢ N.
b) Montrer que pour tout n € N @ a, 5 = (—=1)" ("ﬁ% o' as.
Donuer. dans le cas particulier ot ay = a3 = ay = a3 = a; = 0 et a5 = 1, une
solution de (E) développable en série entiére. Soit ¢ cette solution. Préciser

S0I1 rayornl e convergeuce,

Tournez la page S.V.P.



c¢) En déduire Pensemble des solutions de (E) développables en série entiére sur R.

3.3 Montrer que F: R — R est solution de (E) sur R} si et seulement si il existe
(o, B) € R? tel que :

Ve e RY, F(z) = a(z® — 6x° + 18z — 24) + By (x).
3.4 Montrer que G: R” — R est solution de (E) sur R* si et seulement si il existe
(7,9) € B? tel que :
Ve € RY, G(x) = y(2® — 62% + 181 — 24) + dy(x).

3.5 La fonction ¢ définie au 2.2 est-elle prolongeable en nne fonction de classe € sur
R qui soit solution sur R de (E) ?

3.6 Montrer que Uensemble des solutions sur R de (E) est un R-espace vectoriel de
dimension 3. Sont-elles de classe O™ sur R 7

3.7 Montrer que :
Ve e R, (r) = 120(—4 + 30 — 2% + é;r,3 + (v +4)e ).
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