Concours E3A 2000. Mathématiques 3, filiere PC.
Probleme
Partie I

1°.(a) La fonction h : 0 — cos(zsin(f)) est paire de période 7 ; par suite

" h(8) o = Q/W h(0)d6 — Q/W/Q h(0) d = 4/ﬂ/2 h(0) do.
0 0

0 —7/2

af 82

—= sont continues sur IR X [0, 7]

(b) Soit f(x,0) = cos(xsin(f)) ; alors J(x) = l/ﬂ f(z,0)do. f, Dz et 92
m™Jo

donc d’apres les théorémes concernant les intégrales dépendant d'un parametre, J est définie et de classe C2
sur IR et 'on peut obtenir J’ et J” en dérivant sous 'intégrale.
Comme f(—=z,0) = f(x,0), J est paire.

(c) |J(z)] < l/ | cos(z sin(9))|dd < l/ df = 1 donc J est bornée sur R.
T Jo T™Jo

a restriction de la fonction sin a ,z est concave puisque (sin = —sin < 0.
d) L "dlf'"O2 i in(9))” in(f) <0

La courbe est donc d’une part au-dessous de sa tangente en § = 0:sin(8) < 0 et d’autre part au-dessus de

2
la corde [OA] ol A est le point de coordonnées (g, 1) :sin(f) > —4.
7r

2
Finalement, V6 € [o, g] 26 < sin(6) < 0.
T
26
Pour z €]0,2] et 6 € [07 g} ona(< i < zsin(f) < 26 < 7. Comme la fonction cos est décroissante sur
T

w/2 /2
[0, 7], on en déduit que z/ cos(xf)df < J(z) < 2/ cos(2i9) de.
™ Jo ™ Jo v
sin(zm/2)
—= < <
/2 T J(z) < T

Finalement, Vz €]0, 2], ST

(e) J(0) =1. .
D’apres (b), J'(x) = —;/ sin(0) sin(x sin(f)) dd, donc J'(0) =0

0
De plus, V6 € [0,7], sin(f) > 0, donc Vz € [0, 7], 0 < zsin(f) < 7 d’ou sin(zsin(d)) > 0 et J'(z) < 0.
Finalement, J est décroissante sur [0, ).

2°.(a) En intégrant par parties, pour n € IN, on trouve que
/2 /2
Iy = / sin(f) sin®" 1 (0) d§ = [ cos(6) sin2"+1(9)]3/2 + (2n + 1)/ cos?(6) sin®"(0) df =

0 0
2n+ 1)L, — Int1).
On en déduit que Vn € IN, (2n + 1)1, = 2(n + 1)Ip41.

. , 7r , . o
(b) On raisonne par récurrence. Iy = 5 donc la formule proposée est vraie pour n = 0 et si ’on suppose

2 1)(2n)! 2 2)!
quelle est vraie pour n € IN alors I,yq = 2(; ZY) (is);;)Q:-&-l — ((n(+”1;)2)2§n+3 donc elle est vraie aussi

pour n + 1 ce qui termine la démonstration par récurrence.

3°.(a) La fonction cos est développable en série entiére en 0 avec un rayon de convergence infini :

too $2n
vVt € R, cost = Z(—l) o)
n=0
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Par conséquent, pour tout 8 € R, 'application z — cos(zsin(f)) est également développable en série entiere
sur R et

= sin®" () ,
Yz € R, cos(zsin(f)) = Z(—l)"wx n,
n=0 :
_ L sin®"(0) . 7 x2n , L, ,
(b) Soit u,(0) = (—1) Wm ; pour 6 € [O, 5}, Noo(uy) = (2n)'. Or c’est le terme général d’une

too  on
série convergente puisque Vxr € R, chz = Z

n=0

%- Il y a donc convergence normale de Zun(H) pour
n)!

7r
0 e {0, 5] On peut ainsi intégrer terme a terme et ’'on obtient :

+oo 1 \n 2n +oo o \p
Vz € R, J(z) = 2 E Y e E &x%.
T

n 2
= (2n)! =4 (n!)
Partie I1

4°. D’apres I1.(b), Vx € R,

1 /7 1 (7
z(J(z)+ J"(z)) = - x(1 —sin(f)) cos(zsin(f)) df = p / x cos(0) cos(z sin(f)) cos(#) df =

0 0
1 ™

= [sin(z sin(0)) cos(0)] — % ; sin(z sin())(—sin(6)) dd = —J'(z).
On a donc bien Vz € R, z(J(z) + J"(z)) + J'(z) = 0.

+oo
5°. Supposons que y(x) = Z anz™ soit une série entiére de rayon R > 0. Alors, Vz € R tel que |z| < R,
=0
400 " 400 400 + o0 + o0
O0=uoy" +9y +2ay= Z n(n—1)a,z" ! + Z nanz™ "t + Z anpz™tl = Z na,z™ ! + Z Aozt =
n=1 n=1 n=0 n=1 n=2
+oo
ap + Z(n2an + an_g)x"_l.
n=2
On en déduit par unicité du développement en série entiere que a; = 0 puis que agp1 = 0 pour tout p € IN
1 [ D L . . .
et que agp, = —4—p2agp_2 =...= Wao c’est-a-dire que y(z) = apJ(z) ce qui montre le résultat cherché.

6°. W e C' (R, R) car J et K € C*(R%,IR).
o > 0. W (a) = (@)K () ~ J@)K" (@) = | -1~ g(a)| Ko - |51 -

@)K (@)~ (@)K (@) = W (),

De 2W'(z) + W(z) =0, on déduit [zW (z)]' =0et IN € R/ Vz >0, W(z) = 2

H, 1 1 H,
70.(3) 13:1 =1 + m =1 + O (E) puisque Hn Z 1, dOI’lC nl{l},-loo 13:1 =1.
1)+ H, by, 1 H,
(b) Soit b, = (AI)W Alors ||b+|1| = 1) HH a pour limite 0 donc, d’apres la regle de
(n! n n n

d’Alembert, le rayon de convergence de la série entiere ¢(z) est bien égal a +oc.

Le calcul fait au 5° donne (puisque l'on a ici agp11 = 0 et agy, = by)
“+o0

20" (@) + ¢/ (2) + wp(e) = 3 (4p%b, + by )2,
p=1
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(-LP+'H, (—DPHpr (=1
-t((p=1)NH% 4~ ((p—1NH* 4P~ Tpl(p—1)
On obtient ainsi z¢" (z) + ¢'(z) + zp(z) = —2J'(x).

(c) z[ln(z)J(2)])" + [In(z)J (z)]) + xIn(z)J(z) =
z [—x—lz.](x) + %J’(x) + 1n(a:)J"(x)] + L J@) £ @) (@) + 2 @) (2) =

[z]"(z) + J'(z) + xJ(x)]In(x) + 2] (z) = 2J'(z) = —w¢"(2) — ¢'(x) — zp(z)
d'ou zK"(x) + K'(z) + xK (z) = 0.

A
D’apres 6°, on a W(z) = = d'ou A = xK (x)J' () — oK' (z)J (x)
x

1
Or 4p?b, + by_1 = ; puisque Hy — H, 1 = o

A =zln(z)J(x)J' (z) + zp(x) ] (z) — xJ(z) {%J(m) + In(x)J'(z) + ¢'(z)

A= —J(2)* +zlp(@) ] (x) — ¢'(z) ] (z)]
Puisque J et ¢ sont de classe C! sur IR, en faisant tendre z vers 0, on obtient que A = —J(0)? = —1.

1
Donc W(x) = —— ne s’annule pas. Comme c’est le Wronskien associé aux solutions J et K, on peut en
T b

déduire que (J, K) est une base de I'ensemble des solutions de I’équation sur IR} .
Partie III
8°.(a) Comme y > 0, toutes les fonctions considérées sont intégrables sur [0, +oo.

emy} T—+00

Y lz=o0 Y
et pour n > 1, on suppose le résultat vrai pour n — 1 et on integre par parties :

+o0 _ —xy Tt +oo 1\ |

e n n(n—1)! n!

/ e " dr = {x" ] + - / e =lemm 4y — P ¥ g
0 [/ p— Y Jo y oy" y"

+oo
On raisonne par récurrence. Pour n = 0, on obtient / e Wdx = {—
0

(b) D’apres 1°.(c), 0 < e ®¥|J(y/x)| < e™™¥ qui est intégrable sur [0, +o00[ donc l'intégrale considérée existe.

’ N o = (_1)71 noq N oo —zy oo —zy = (_l)n n
D’apres 3°.(b), J(vx) = Z 4”(n')2m d’olt | e ™ J(Vr)dr = | e Z 4”(n')2x dz.
! — !

n=0
. (—1)".%'”
On pose donc Vn € N, u,(z) =e yw

Alors. d’anrds 1 o ceédent /+°° ()] d 1 n! 11 1
ors apres la question precedente Un (T rT= = ———
P E P "Jo 4n(nl)2 yntt oy nl (dy)n

Puisque la série Z / |wn (2)] = Zel/(y) converge, on peut intervertir 'intégrale et la série pour obtenir
n=0 0

I’égalité demandée.

9°.(a) le7®¥J(z)| < e~ qui est intégrable sur [0, +oc[ pour tout y > 0 donc e~ *¥.J(x) l'est aussi et L(y)

existe.

(b) Va >0, Vb > a, Yy € [a,b], |e™*¥J(z)| < e™** qui est indépendante de y et intégrable sur [0, +o0].

De plus, (z,y) — e~ *¥.J(x) est continue sur IR, x R},

On peut donc appliquer le théoréme sur les intégrales généralisées dépendant d’un parametre (avec hypothese
de domination sur tout segment) qui permet d’affirmer que L est continue sur IR .

+o0 1
Enfin, |L(y)| < / e Wdr =, donc lim L(y)=0.
0

y——+00
10°.(a) h(u) = (1 + u?)~/? est développable en série entiere sur | — 1,1[ comme (1 + z)®.
LD (2 L, L (<))
h — 2 2 2 2n _ . 2n.
() T;) n! Y ;) 4n(n!)? “
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(b) Le calcul du 8°.(b) peut étre repris en changeant z" en z°", d’out

+oo
(—1)"(2n)! 1 1 (1) 1 1 1 ,
L(y) = - — =-h|-|= = car — €]0,1[ puisque y €]1, +00|.
,;) an(n)2 gyt y \y) g T+ (12 V1+42 Y

+oo
11°.(a) |Lo(y) — L(y)| = / .7 (x) da

(b) gLn(y) = g /O " e I () d = /O " e ( /0 ﬂ/2cos(x sm(e))cw) de =

n /2
([ ([ ) ).
0 0

Or (z,0) s e~ *vHi@sind o5t continue sur IR? donc on peut appliquer le théoréme de Fubini et intervertir les
intégrales :

/2 n /2 x(—y+isin(9))7*="
T - €
ZL(y) = Re / (/ ef”<—y+“m(9>>dx> do | = Re / [7 . ] 40| =
3 (y) ( ) ) 0 —y +isin(f) |,_,

. /2 gn(—y-+isin(0)) y /2 1 "
6/0 —y + isin(6) +/0 y — isin(0)

car on peut couper I'intégrande en deux puisqu’il s’agit de fonctions continues que I’on intégre sur un segment.

+oo —xy z—+00 —ny

€ [§
: / o= [ ] Ty
n ) r=n Yy

C—’fLy T C—ny

0| <

w/2 n(—y+isin(9)) /2 L —ny|,insin(0) /2 —ny w/2
(c) / ‘ _/ L..'dez/ C—deg/ _re
0 o | —y+isin(0)] 0\ /y? + sin2(0) 0 y 2y

—y + isin(6)

2 /2 1
d) D'apres 11°.(a), L(y) = lim Ly(y). Donc d’aprés 11°.(c), L(y) = = ).
(d) D’apres (a), L(y) im (y). Donc d’apres (¢), L(y) 7T§Re (/0 y— isn(0) d0>

n—-4o0o
2y [T/? 1 2 [T/? 1
L(y) =~ / e df = / ~ df. On pose alors u = tan(6) d'ot
T Jo  y?+sin?(0) T Jo (ﬁ% +tan2(0)) cos?(6)
u——+o0
L(?J):Q—y/onL:z_yi/—wo du :3 Y arctanw =

1

Vi 7
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