eda PC Mathématiques 2

Exercice 1

Ve >0, fiz)=1-2
T

Comme n > 3, sur Uintervalle ]0,2[ la fonction f,, est strictement décroissante et continue, ligrn fn = +00. La
0

restriction de f,, & ]0,2[ est une bijection de ]0,2[ sur |2 — nIn(2), +oo
n >3 donc 2 —nln(2) <2 —3In(2) < 0, donc 0 €]2 —nln(2), +oo]
frn s’annule donc une fois et une seule sur ]0,2[ en a,
Comme f,(1) =1> 0, a, €]1,2[ pour tout n >3
2)Pourn>4, x>0, folz)— frno1(z) = —In(x)
donc fn(an—l) - fn—l(an—l) = _ln(an—l) , fn—l(an—l) = fn(an) =0
donc fp(an—1) — fu(an) = —In(an—1) < 0 puisque a,—1 €]1,2]
[n étant strictement décroissante sur |1,2[, la suite (ay,),,~5 est strictement décroissante

3) La suite (ay),,~5 est décroissante et minorée par 1, donc elle converge vers [ > 1
si{>1alors lim nln(a,)= +o0o0 comme a, = nln(a,) on a une impossibilité

n—-—+o0o

donc la suite (ay),,~5 converge vers 1

In(1+¢
4) La fonction ® : t — %
de Taylor-Young, elle admet un développement limité a tout ordre k en 0

5) La partie réguliere du développement limité d’ordre k en 0 est la somme partielle de rang k& du développement
en série entiere de ® en 0

® est le produit de deux fonctions développables en série entiere en 0

Ve, [t <1, In(l+t)=) ~— ﬁ,Ht:ZH) #i
n=0

est de classe C*° sur | — 1, +o0[ intervalle ouvert contenant 0, d’apres le théoréme

1
n=1

+oo . J (—1)k71 - - J 1
donc Vi, [t <1, ®(t) =3 bt? avec by =» ~—— (=1)" " =[(=1)""" -
j=1

=k k=1
en particulier ®'(0) =1, ®”(0) = —2(1 + %) =-3
71 1
donc |b,| = Z — , la série de terme général — est & termes positifs et elle diverge donc | lim [bj| = +o0
pt k k Jj—+o0
1—In(1+¢
6) Vit €] — 1, +oo], ¥'(t) = ﬁ donc Vt €] — 1,e — 1], ®'(t) > 0

linll@:—oo,(l)(e—l)z

La restriction de ® & ] — 1,e — 1] est strictement croissante et continue, elle réalise une bijection de | — 1, e — 1] sur

Q|

1 1
] — 00, =], elle admet donc une application réciproque ¥ définie et continue sur | — oo, —[ strictement croissante
e e

t | -1 0 +o0
- -
v | -0 /S0, ¢t
7) La restriction de ® & ] — 1,e — 1] est de classe C* sur | — 1,e — 1], ®’ ne s’annule pas sur | — 1,e — 1] donc

1 1
® est un C*°-difféomorphisme de | — 1,e — 1] sur | — oo, —[ donc ¥ est de classe C* sur | — 0o, —[ intervalle ouvert
e e

contenant 0 donc
¥ admet un développement limité & tout ordre ken 0, ¥(0) =0

k
donc ¥(u) = Z cjul + o (u")
j=1

8) Posons b, = a, — 1, comme 1 <a, <2,b, €] —1e—1]

De plus W = (I)(bn) = " donc bn =V (n
1 1 1 9”7(0)¥’'(0 3
1 =W(0) = — S, o= 2oy = 12OV (2):-
@(0) 2 2 (v/(0)) 2
1 3 1
dOIlC annﬁoo1+ﬁ+2_n2+o<ﬁ>
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9)Vu€]—00,é[a (¥ (u) =u W

donc en dérivant (1 + ¥ (u)) (1 + ¥ (u) + u¥’'(u)) = ¥/ (u)
U, U’ sont de classe C*°au voisinage de 0, elles admettent des développements limités & tout ordre en 0

k—1 k
V() =, e +o(ut) s W) = > jeult+o(u)
i=1 7=t

Le développement limité d’ordre k d’un produit s’obtient en tronquant le produit des parties régulieres d’ordre k

de chaque terme
k—1

1 W) +ul (u) =1+ Y (1 + j)eud + o(uh~1)
j=1
le coefficient de ©*~! du développement limité de (1 4 ¥(u)) (14 ¥(u) + u¥’(u)) est :

k—2
kep_1 + ch (k—j)ek—1—j+cr—1sik>3,3cisik=2
j=1

le développement limité étant unique, on obtient :
3 k-2

cpr=1;c= 501 et sik >3, ke = kep_q +ch (k—j)0k717]‘ + Ccr_1
j=1

Montrons par récurrence que tous les c; sont strictement positifs pour j > 1
-Cl = 1
- supposons que pour 0 < j <n, ¢; > 0 la relation précédente permet alors d’affirmer que ¢,, > 0

Exercice 2

fest C® sur I
1 Py(sinx)

1) a) fO(x) = = avec Py =1
) a) [P (2) (cos x)OH (cos x)OH 0
Py (si R - .
Supposons que f (")(x) = % avec P, polyndme. En dérivant on obtient
cosx
£ () = (cosz)? P! (sinz) + (n + 1) sin z P, (sin z) B (1- sin? z) P, (sinz) 4 (n+ 1) sinz P, (sin z) _ Ppyi(sinz)
(cosz)"T? (cosz)" T (cosz)" T

avec P = (1-X?)P,+(n+1)XP,

P, 11 est un polynéme comme produit et somme de polyndémes. D’ol I'existence de P,
P,(sinz)  Q(sinx)

- +1

Supposons que Yz € I, f")(z) = —
(cosx) (cos )
on a alors Vo € I, P,(sinz) = Qu(sinx) soit Vo €] — 1,1[, (P, — Qn) () =0

P, — @, est un polynéme qui a une infinité de racines, donc P, — @, =0
P,(sinz

donc | il existe un polynéme P, et un seul tel que f™ (z) = %
cos

o

) |Pos1=(1—-X?)P,+(n+1)XP,

) |PB=1,P=X P=1+X
d) On montre par récurrence que le monéme de plus haut degré de P, est : X"
e) f (") a la parité de n, la fonction cosinus est paire, la fonction sinus est impaire donc
Ve el, P,(—sinz) = (—=1)" P,(sinz) soit Vz €] — 1,1[, P,(—z) = (=1)" P,(x)
donc le polynome P,(—X) — (—=1)"P,,(X) est nul ‘ P, ala parité de n‘
( on peut aussi montrer la propriété par récurrence )
2) a) Py = 1 donc les coefficients de Py sont des entiers positifs
Supposons que les coefficients de P, soient entiers positifs, P, a la parité de n donc posons

[n/2]
Pn — Z aﬂkaXn—Qk
k=0
Poy1=(1-X?) P, +(n+1)XP, =P, +[(n+1)XP, — X2P)]
[n/2] [(n/2]
SOit Prg1 = Y Gnoon (1 — 2k) X721 4 N " (2h + 1)ay,_gp X2 F1
k=0 k=0

P, 11 est donc la somme de deux polynomes a coeflicients entiers positifs, c’est donc un polynoéme a coefficients

entiers positifs ‘les coefficients de P, sont des entiers positifs ‘
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b) By(1)=1,Vne N, Pr1(1) = (n+1)P,(1) donc | P,(1) =n!
3) f est de classe C sur I, appliquons la formule de Taylor avec reste intégral
Veel, f(z)= i ka + /m Mf("ﬂ)(t)dt
’ = k! o nl
1
Pour x # 0 faisons dans l'intégrale le changement de variable affine u = — (z — t)

/x @O tnin) (gt — /O L ) D (1 — w))du = G /1 O (1 — ) du
1l 0

0 n' n'
si x = 0 ’égalité est encore vraie donc
n+1

Vrel, fl) = Sn(x)+ 2

/1 u fOD (2(1 — u))du
0

P,(0 . -
4) a, = n(' ) > 0 puisque les coefficients de P,, sont positifs
n!
™
si0 <z < —,lasérie Y ap,z™ a pour somme partielle S, (x), elle est & termes positifs, elle converge si et

seulement si la suite (S, (x)), . €st majorée

ne
or P, étant a coefficients positifs, f("*+1) est positive sur [0, g[ ,doncsiz >0, / Q‘f(”"‘l)(t)dt >0
0 n.

On en déduit que si 0 < z < g , Sn(z) < f(z) donc la série > ana™ converge

s N s . N
donc | le rayon de convergence de la série entiere > a,x™ est supérieur ou égal a )

5) a) toutes les dérivées de f étant positives sur [0, g[, elles sont croissantes sur cet intervalle
T
510<J;<y<— Yu € [0,1], 0§m(1—u)§y(1—u)<§

donc 0< O (z(1—w) < fOFD(y(1 —u))
xn+1 xn+1

1
/O unf(n-i-l)(y(l —w))du = WRn(y)

soit en intégrant entre 0 et 1, 0 < R, (z) <
n!

n+1
donc | 0 < R,(z) < <§) R, (y)

™ T it
b) sty €l0, 51 5,(0) 2 0 done Ro(y) < ) done | 0= Ru) < (£) 1w

n+1
6) Pour tout x € [0, g[, il existe y tel que z < y < g, d’apreés 5) 0 < f(z) — Sp(z) < (E) fy)

Comme 0 < <§> <1, lim (f(z)— Sa(z)) =0

na+m

donc si x € [0 Z anT Z agrz®® ( puisque f est paire, fZ*FTD(0) =0)

Z,O] , f(=x) = f(z) donc |pour tout z € I, f(x Zagkx

sixe]—2

7) a) 1 € T, donc la série Zazk converge donc | la suite (asx) converge vers 0‘

2k
b) Pour tout ¢ €]0, ;T[ 0< (5 - E) < g , la série entiere > agy (g - 5) converge , donc la suite positive
- 2k
(agk <§ — 5) ) converge vers 0, elle est donc bornée

V2 €]0 donc la série aop V2)%* converge
¢) g
donc la suite (angk) est bornée

G
(2n + 1)2k+1
et converge vers 0 donc sa somme S est encadrée par deux sommes partielles consécutives, en particulier

1
1= 32k+1 <5<1
Si k=0, ap =1 donc I'inégalité est vérifiée

_ 1 1
Sik>1, 1= <1- gy <5 <1

d) La série de terme général u,, = est une série alternée telle que la suite (|u,|) est décroissante
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k
12 4 12
3Fagy, = (ﬁ) X ;S 2 (_2
4
7

donc

Exercice 3

1) a) Comme 2n —1>1,1=(1— X + X)>"!

n—1
soit 1=(1—X <Z

posons | f(X) = 3 Ch, , X*(1 - X)"~1F et g, (X) =

k=0

??‘

CQn 1Xk1_ nlk)

k k+2/3
8 8 1 8
2ka2k = (7‘('_> X —8 = (—> ﬂ_—S <1 Ca.I'(
N, =<

(&

X 4
X T

1
—<let —=85<
T

/30 =

Z2n1Xk1_ 2n1k

2n—1

Z Cécnlekin(l

~1.2261 > 1, — >

1)

am <)

2n—1

+ Y Ch,

k=n

_ X)anlf

IXk X)2n717k

n—1

k=0

2n—1

Z Cécnlekin(l
k=n

_ X)Qn

k)
n—1

1—-k _ chrjlek( X)nflfk
k=0

fn et g, sont des polynémes de R,,_;1 [X] tels que (1 —

b)

2) Si (1

0 est racine d’ordre au moins n de (1 — X)" (A(X) —

- X)"(AX
fa(
il existe donc un polynéme @ tel que A(X) = f,(X) + X"Q et X" (g,(X) — (1

Comme X" n’est pas le polynéme nul alors B(X) = g¢,(X) + (1 - X)"Q

réciproquement si A(

X LX) T X (X) =1
A0 =1, L(X)=2X+1, f3(X)=6X>+3X+1
- X)"A(X) + X"B(X) =1 alors (1 )= fu(X)) = X"(gn(X) B
X)) donc de (A(X) — fu(X)
-X)"Q-B(X)) =0

X) = fu(X)+ X"Q et B(X)=g,(X)—(1—X)"Q alors (1 - X)" A(X)+X"B(X) =

(X))

Donc

{ (1-X)"A(X
A, B

)+ X"B(X) =1

€ RX] @HQGR[X],{B

A(X) = fu(X
(X) = gn(X) -

)+ X"Q

1-X)"Q

si A est de degré inférieur ou égal a n — 1, nécessairement () = 0 donc il ya unicité de f, et g,

3)a)Si(1—X)"fr(X)+ X"g,(X) =1 alors (X

d’apres Punicité de fo et gn | fa(l = X) = ga(X) et gu(1 = X) = [n(X)

b)Vz € R, (1— x)n fn(z) + 2"gn(z) = 1 donc pour z = 0 on obtient

Ve € R, fn(x

Ve € R, fn(l1—z) = gn(x) et

4)a) Six #1donssiz €] —1,1], folx) =

Zgn ()

comme lim —— =

a0 (1 — )"

_
(1-a)"

Z Ck _,2%(1 — z)"»~1=* donc pour x = 1 on obtient

fn(0) =1

)nfn(l _X) + (1 - X)ngn(l _X) =1
X) et g,(1 — X) sont des polynomes de R,,_1 [X] qui vérifient (1 — X)"g,(1 - X) +X"f,(1-X)=1

fn(l) =

n—1 __ n
C(211—1 - O?n—l

1
(1—2)" fo(z)+2"gn(x) = 1 donc pour z = 3 °n obtient

1 rgn(7)
(1—=)"

n—

0, ful@) = (1—2)"+o0 (2"

z—0

@)

b) f» est un polynéme de degré inférieur ou égal & n — 1, donc f,(z) est la partie réguliere du développement
limité d’ordre (n — 1) de (1 — 33)7”

donc

or (1-2)™" = 1+Z n_k+1)
n—1
Z o XE =Y O X
k=0

n—1

(—1)*xF + o(z~ 1)—1—!—2

k=1

k1T kto(x

n— 1)

c¢) Les coefﬁmentb de f, sont tous positifs, le coefficient constant est 1, donc Vo € RT , f,(z) > 1

| L’équation f,(x) = 0 n’a pas de racine positive ou nulle ‘

5) a) en dérivant la relation (1 — X)" f,(X) + X"g,(X) = 1, on obtient :

(1

nfn(X

au moins (n — 1) donc il existe un réel k tel que nf,,(X) —

— X)" (nfa(X) -

n

(1-

donc

Ve € R, nf,(x)—

(1*x)f£( ) =nCy, 12"~ !

(1= X)f(X)) = X" (ngn(X) + Xg;,(X))
) — (1= X)f!(X) est un polynéme de degré inférieur ou égal & (n — 1) qui admet 0 comme racine d’ordre

X)f,(X) = kX"~

! ’ fn(l) =

C%,_, donc k =nC3,_,
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b) Supposons que Iéquation f,(xz) = 0 ait au moins deux racines réelles strictement négatives, notons a et b
deux racines consécutives de f,, , (a < b < 0)
—nCf, ya" !
fi(a) = —] donc f/(a) est non nulle et du signe de (—1)" de méme pour f},(b)
—a
fn garde un signe constant sur |a,b[, f,(a) = fr.(b) =0, f.(a) et fn( ) sont de méme signe, on a une impossibilité

6) hn, est de classe O sur R et Vo € R, hl(z) = 2" 1 (1 - z)" !
-1 n—1_on—1

T
h, est un polynéome dont le terme de plus haut degré est — T donc
7 —
si n est pair , lim h,, = —oc0 , lim h,, = +00, si n est impair , lim h,, = +oo, lim h,, = —oo donc
“+ o0 —00 “+oo —00
x | -0 0 4+ x | =0 0 1 +o
| — ]
/2n+1 | + I2n | -0+ 0 -
| — _
hont1 | - /0 F® hon | N0 PN

1
Posons I(p,q) = / tP(1 — t)dt avec p et ¢ entiers naturels
0

(p.q) [tp+1( )qr q I ) q I )
4) = 1—t +—1I(p+1,g—1)=——Ip+1,g—-1)sig>1
Pa) =0 ol it La q
Ip! 'p! n—1)(n—-1)! 1
donc I(p,q) = q-p I(p—i—q,O):L hn(l)ZI(n—l,n—l):( ) ):
(p+9q)! (p+q+1)! (2n —1! nCs,

7) a) Sur | — 0o, 1[, fp est la solution vérifiant f,,(0) = 1 de I’équation différentielle :
(B) (1-a)y —ny=-nCy,_z""

L’équation sans second membre a pour solution toutes les fonctions : z — W avec A € R
T — n

Employons la méthode de variation de la constante

A(x)
xr— ﬁ est solution de (E) sur | — oo, 1[ si et seulement si X' (z) = —nCg,_ 2" 11 — x)"~1

—x n
donc si et seulement si A(x) = —nCY,_hn(z) + cte sur | — 1, 400]

k—nC3,_1hn(x)
donc il existe k € R tel que pour tout z €] — 1, +oo[, fn(z) = a )
—x n

fn(0) =1 donc k = 1 donc pour tout €] — oo, 1[, (1 — )" fu(z) =1 —nC%,_ 1 hyp()
deux fonctions polynémes égales sur | — oo, 1] sont égales sur R

doncVz € R, (1 —2)" fo(x) =1 —nC% _h,(z) donc |V # 1, fu(z) =

(1—a)"
1 =nC3,_ hn(x) hn(x) — hn (1)
b) fn est continue en 1 donc f,,(1) =lim =lim | —nC%,_| —
z—1 (1 — SC)n z—1 (1 _ x)n
b (z) = 2"~ 1(1 — )"t donc A (1) = 0'si 1< k < n — 1 et en utilisant la formule de Leibniz
(n) — (Tl B 1) (’I’L - 1)' (n) n—1
ha'(x) =) CF g1k 1)n 1k (1 — )k donc hy” (1) = (n—1)! (—1)
P (n—1—FK)(k)!
(@—1)" (1—az)" .
(hn(z) — hp(1)) - —'hn (1) = ————on retrouve donc que f,(1) =C%,_4
z— n!
1
8) x €] — 00, 0[ est solution de f(xz) =0 si et seulement si hy, () = = >0
n gnfl

En utilisant les variations de h,, vues au 6) on en déduit que :
Si n est impair f,(x) = 0 n’a pas de solution sur | — oo, 0] donc pas de solution sur R
Sin est palr fn( ) = 0 a une solution et une seule sur | — oo, 0] donc une solution et une seule sur R

n—2
\ . o 1 ) 1
ZC&; 2 dapres 4) . Sifz[ > 1, fu(2) = Cgt 2! (1 + Zcﬂi-lk—H)
z —n

cy-
2n— 1 k=0
-2 n—2 n—2 n
15 1 1 1 Con2
: -1 n—1
soit B = g cr —  |IB| < E C = — E cr., —C" = —
on- 1 ”Jrk*lzk—n—i-l ’ l ‘ ol ntk—1 Cm—l ( n+k n+k71) Cm—l
2n—1 k=0 2n— 1 k=0 2n—1 k=0 2n—1
Cy,
n—2 n—1

= < 1donc 1+ B nes’annule pas et si |z] > 1, f,(z) #0
cyly (2n—1)

‘ donc toutes les racines complexes de f,,(z) = 0 sont de modules strictement inférieurs a 1 ‘
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