Une proposition du corrigée de maths 1 du concours centrale PC — 2015
Par Mohammed Icheha ; Professeur en (PSI)

I-Premiére partie

I.A) Soit F = vect(u); u # 0 une droite

=) Onau € F et par hypothése Fest stable par f ; donc f(u) € F, alors 31 € K: f(u) = Au. Ainsiu
est un vecteur propre de f.

&) si u est un vecteur propre de f ; alors 31 € K: f(u) = Au. Soit x € vect(u), IxE K: x = < u;
donc f(x) = f(xu) =x f(u) =x Au € vect(u) ; ainsi la droite F = vect(u) est stable par f.

1.B.1) m On a {0} et E sont des s-e-v stables par f et par hypothése E # {0} ; il existe donc au moins
deux s-e-v stables par f.

mSoit B une base de R? et f € L(R?) telle que Matg(f) = (_01 é)

Le polynGme caractéristique de f; x; = X? 4 1 n’a pas de racines réels ; donc f n’a pas de valeurs
propres et donc n’a pas de vecteurs propres. On conclut alors par I.A) gu’il n’existe pas de droites
stables parf. Il ne reste donc que les deux s-e-v {0} et E qui sont stables parf.On conclut qu’il n’y a
que deux s-e-v stables par f.

f+£0

c e alors
f est non injective’

1.B.2) mOn a {0}; Ker(f) et E sont des s-e-v stables par f et comme {

Ker(f) # E
{Ker(f) + {0}°
mSinestimpair: Ona {0}; Ker(f), Im(f) etE sont des s-e-v stables par f et on vient de voir
que les s-e-v {0} ; Ker(f) et E sont deux a deux distincts. On a f # 0, donc Im(f) # {0}, de plus
Im(f) # E, car sinon f sera surjective donc injective (car on est en dimension finie) ce qui n’est pas le
cas. D’autre part, puisque, par hypothese n est impair, alors d’aprés le théoreme du rang :
dimKer(f) + dimIm(f) = dimE = n, les entiers dimKer(f) et dimIm(f) sont de parités différentes

et donc Ker(f) # Im(f). On conclut alors qu’il y a au moins quatre s-e-v stables par f ; a savoir :

{0};er(f),Im(f) etE

Ainsi, on a au moins trois s-e-v stables par f: {0}, Ker(f) etE.

m Soit B= (e;; e;) une base de R? et f € L(R?) telle que : Matg(f) = (8 (1))

On a Spg(f) = {0} ; le s-e-v propre associé est E; (f) = Vect(e;) qui est donc I'unique droite stable
par f.Ainsi ; il n’existe que trois s-e-v stables par f qui sont : {0} ; Vect(e,) et E

I.C.1) Soit F = Vect(e;);er0U (€;);es €st une famille de vecteurs propres de f.On a:
f(F) = f(Vect(e;)ie1) = Vect(f(e;))ier € Vect(e;);e; = F ; Ainsi F est stable parf.
Si F = E;(f) est le s-e-v propre associé a la valeur propre A ; alors Fest stable par f et
I’'endomorphisme induit par f sur F est fr = 1 Idp.

I.C.2) Par hypothése ; fadmet un s-e propre E; (f) de dimension supérieure ou égale a 2.1l existe
donc des vecteurs eq; e; de E; (f) formant une famille libre.

Poura € K;ona e; + ae; # 0; par suite D, = Vect(e; + aey) est une droite de E qui est stable
par f, puisqu’il est engendré par un vecteur propre.

Poura; B € Ktelsque a # ff;ona D, # Dg.Eneffet;ona:

Dy, =Dg = Fn€K: e; +ae, =pule; + fey) = (u=1leta=uB) = a=p

par libert é de(eq;e;)
Comme K est infini ; on conclut qu’il existe une infinité de droites stables par f.



1.C.3) Pour tout x € E — {0} ; la droite Vect(x) est, selon I'hypothése, stable par f . Il existe donc
A EK: f(x) =A%,

Soitx,y € E — {0}.

mSi (x,y) estlibre;onax +y # 0 etdonc f(x +y) = A4y (x +y) ouencore f(x) + f(y) =
Aiy(X+y) quin’estautre que A,x + A)y = A X + Ay qui, par liberté de(x, y) ; donne
A=Ay =2
mSi (x,y) est liée, alors Au € K : y = px (car x # 0) ; donc: Ay = f(y) = f(ux) = uf(x) =
PAX =M px = Ay ;ainsid, = A ; (y # 0)

On conclut qu’il existe A € K, valeur commune des A, tel que Vx € E — {0} : f(x) = Ax; relation qui
est vraie aussi pour x = 0. On conclut que f est une homothétie.

I.D.1) f est par hypothése diagonalisable ; donc E admet une base B = (e;; ...; ;) formée de
vecteurs propres de f.

Soit F uns-e-vde E.

Si F = {0} (resp. F = E); alors F = E (resp.F = {0}) est un supplémentaire de F stable par f.

Si Fest non nul et distinct de E ; soit Bg = (g1;.-; sp) une base de F.D’apres le théoréme de la base
incompléete ; on peut trouver des vecteurs €, 1;..; €, choisis parmi les vecteurs ey; ...; e, tels que

C = (&1;-+;€p; €pa1; - -5 En) SOit une base de E.Alors G = Vect(€p41;--; €,) est un supplémentaire de
F dans E qui est stable parfpuisqu’il est engendré par une famille de vecteurs propres de f (¢f 1.C1)

1.D.2) On a fest un endomorphisme d’un C-e-v non nul ; donc fadmet au moins une valeur propre.
Soit alors ey un vecteur propre associé. Puisque Vect(e;) est stable par f ; alors selon I’hypothese ; il
existe H; s-e-v stable par f tel que E = vect(e;)®H;.

Supposons que pour k € {1; ...;n — 1} ; il existe k- vecteurs propres ey; ...; e, formant une famille
libre et un s-e-v Hy stable par f tels que E = vect(ey;..; e, )®H; .On a alors dimH, = dimE —
dimifvec (eq;..;e,)) = n—k > 1. Hy est donc un C-e-v non nul et qui est stable par f ; donc
I’endomorphisme induit par f sur H, admet une valeur propre et alors f admet un vecteur propre
exs+1 € Hx — {0} et puisque la somme vect(ey;..; e;,) + Hj est directe et que (ey;..; e;) est libre,
alors (eq;..; ex; ex1) est aussi libre. Le s-e-v Vect(ey;..; ey; ex41) est stable par f car il est
engendré par une famille de vecteurs propres de f ; il admet donc par hypothese un
supplémentaire H, . stable par f. On a ainsi montré par récurrence que pour tout

k € {1; ...; n}; il existe k- vecteurs propres e;; ...; ey formant une famille libre et un s-e-v Hy de

E stable par f tels que E = vect(es;..; e, )®H,. En particulier ; il existe une famille libre

(eq;..; e,) formée de vecteurs propres de f telle que E = vect(e;;..;e,) ; (car dans ce cas

H, = {0}); alors B = (ey;..; €,) est une base de E formée de vecteurs propres de f. Ainsi f est
diagonalisable.

mSi K = R; le résultat ci-dessus peut tomber en défaut : Reprenons I'exemple de la question |.B.1).
Les seuls s-e-v stables par fsont {0} et E;chacun d’eux admet évidemment un supplémentaire stable
par f ; mais f n’est pas diagonalisable puisque son polyndme caractéristique n’est pas scindé sur R.

II-Deuxiéme partie

ILA.1) Soit x € F. Comme F = @(FNE;) ; alors x s’écrit sous la forme x = Zle X; avec pour
1<i<p

touti € {1;...;n},x; € FNE;;onaalors: f(x) = f(}f=1 xi) = Zle f(x) = Zle Aix; qui est

biendans @ (FNE;) =F; (carx; € FNE; = A;x; € FNE, ).Ainsi F est stable par f.
1<i<p

— . .o p e — VP
ILA2)Onax € FetF c E = 1Siangi ; alors EI!(x1, ...,xp) € Hi:lEi PX = i X



1LA.3) On a B, est une famille génératrice de V, et c’est une famille libre puisqu’ elle est formée de
vecteurs propres associées a des valeurs propres deux a deux distinctes; donc c’est une base de V,.

Il.A.4) Onax = ¥i_; x; ; donc, pourj € {1;...;1} : f1(x) = 7 1(x) + .+ 71(x,) =
N7y + -+ N7'x, qui est bien dans V, = vect(x;: ...; X,) ; de plus, ce calcul montre que :

1 A . AT

. -1
MatB ((f]_l(X)) ): 1 A.Z AE
X 1g<r : : :

1 A L N

ILA.5) ( fi= 1(x)) est une famille d’éléments de V, et le déterminant de sa matrice dans la
S<r

base By est un déterminant de Vandermonde qui vaut [] (A; —A;) ; qui est non nul, puisque les 2;

1<i<j<r
sont deux a deux distincts. Donc la famille (fl"1 (x))1 est une base de V,.
S<r
S R VIR L
] _ ) R I U PR Lt
Autre Méthode : Montrons par une autre méthode que la matrice V= = ] est
1 A . N

inversible sans savoir I'expression de son déterminant.

D’abord, V est une matrice carrée. Montrons que la famille de ses colonnes forme une famille libre :
A
%

Soit ag; g ...} 01 € K tels que : f;ol Q = 0.; on a donc, pour tout k € {1; ...;r}

)\i
iz 0 Q ?\‘ 0 ; Ainsi, pour tout k € {1; ...;r}, A est racine du polynome P = Zl o a; X'; don,

P admet, au moins r racines, et comme d°P < r; alors P = 0 ; ainsi, pour tout i € {0; ...;r — 1};
a; = 0. Donc la famille des colonnes de V est libre. On conclut que I est inversible.

ILA.6) Pouri € {1;...;r};ona x; €V, = Vect((fj_l(x))1 ). Or fi=1(x) € F, puisque x € FetF
ger

est stable par f ; ainsi x; € F, alors x; € F N E; ; par suite )./_; x; € ®(FNE;) etdonc
N——

1<i<r
x

x € @ (FNE,), cecipourtout x € F — {0} ; résultat qui est vraie aussi pour x = 0 ; donc

1<isp
F c & (FNE;) .Pour l'autre inclusion ; il découle du fait que les FNE; sont des s-e-v de F .On en
1<i<p
déduitque F = @ (FNE)).
1<isp

I1.B.1) Comme p = n; alors les valeurs propres de f sont simples ; donc pour touti € {1;...;n};

11.B.2) Soit F = Vect(u) ,u # 0, une droite stable par f. Alors d’aprés I.A) ; u est un vecteur propre
de f,donc 3i € {1;...;n};u € E; ; ainsi F C E; et comme ils ont méme dimension alors F = E;.
Réciproquement ; pour tout i € {1;...; n}; E; est une droite stable par f ; de plus, pouri # j; on a
E, # E]- .On conclut qu’il existe exactement n droites stables parf, a savoir lesE; ; i € {1;...;n}

11.B.3) Soit F un s-e-v stable par f tel que dimF =k € {2;...;n — 1}. D’aprésIl.A) : F = FNE;

&)
1<i<p



donc dimF = k = Y ; dimfiFNE;) . Comme pour tout i € {1;...; n}, dimFNE;) € {0; 1}; alors il

existe une partie I de {1;...;n}, a k élémentstelsque Vi € I ;dim(F NE;)) =1etVi ¢ I;

dim(F N E;) =0.0rpouri €;dim(F NE;) =1=dimE; etFNE; CE;; donc

FNE; =E;etpouri¢l;onaFNE; ={0};ainsiF = %Ei . Réciproquement ; il est clair que
1A

si F est de cette forme ; alors F est stable par f et dimF = k. De plus ; si I et I'sont des parties

distincts de {1; ...; n} a k-éléments; alors @E; # @ E; ; On conclut que le nombre de s-e-v F stables
i€l i€l

par f tels que dimF = k est égale au nombre de parties I 3 k éléments de {1; ...; n}, a savoir CX.

11.B.4) On remarque que le résultat établie a la question précédente reste valable pour tout entier k
tel que k € {0; ...; n} ; Ainsi le nombre des sous espaces stables est Y}x_ c}g = 2™, Ces sous espaces
sont les F; = @E, ou I est une partie quelconque de {1; ...; n} avec la convention @@Ei = {0}.

i€l i€

lll-Troisieme partie
llILA.1) Notons B = (1; X; ....; X™) la base canonique de K, [X].
OnaD(1) =0 et Vk € {1;...;n} ; D(X*) = kX*"1.Ainsi Vk € {0; ...;n}; D(X*) € K,[X]. D étant
linéaire ; donc IK,, [X] est stable par D ; et alors D induit un endomorphisme D, sur K, [X] ; et ce

0 1 0 . 00

( 0 0 2 -~ 0\

i 0 0 : |

calcul montre que : Matg(D,) = A, = : :
0

: ~ 0
0 e 0 n
0 0 . 00

lll.LA.2) a) Notons dimF = q ; F # {0}

Posons = {d°P ;P € F — {0}}: ona[ est non vide car F est non nul (hypothése) et I c N.
Supposons que I est infinie. Alors ; il existe Py; ....; Py1q € F — {0} tels que d°P; < ---..< d°Py44.
(Pi; ....; Py+1) estune famille de polynémes non nuls de degrés deux a deux distincts ; donc elle
est libre ; et puisqu’ielle esta g + 1 éléments, alors g + 1 < dimF = q; ce qui est faux .On conclut
donc que I est fini et par suite I admet un plus grand élémentn € N ; et alors, il existe R € F tel que
d°R = n et, tout élément P de F vérifie d°P < n, résultat qui montre que F c K, [X].

b) Puisque Fest stable par D et R € F ; alors pour tout i € {0; ...;n}; D'(R) € F. Or pour tout
i€{l;.;n}:n>d° (Di—l(R)) > d° (Di (R)) =d°(R) —i=n—1i2> 0. Ainsi (D(R))g<est une
famille de polynémes non nuls de F de degrés deux a deux distincts ; elle est donc libre de F.

c) De a) et b) ; on déduit que Vect(D'(R))ypg<,) € F € K,[X].Or dim (Vect(Di(R))OSiSn)) =n+1
= dimi{K, [X]) ; Donc Vect(D'(R))o<<n) = K,[X]. On conclut que F = K, [X].

11I.A.3) Soit Fun s-e-v de E stable par D ; autre que {0}.

mSi F est de dimension finie ; on vient de voir qu’il existe n € N tel que F = K, [X].Réciproquement,
un tel s-e-v- est ; d’apres IIl.A1) ; stable par D.

mSi Fest de dimension infinie. Soit P € K[X] — {0} ; posons d°P = q. Ona F & K, [X] (sinon ; F sera
de dimension finie ce qui n’est pas le cas) donc ; il existe R € F telquen = d°R > q. La
démonstration faite en 1Il.A.2) b) montre que (D'(R))y<<,est une famille de polynémes non nuls

de K, [X] de degrés deux a deux distincts ; donc elle est libre ; de plus son nombre d’éléments est
égalea n + 1 = dimK,[X] ; alors c’est une base de K, [X]. On a donc K, [X] =



i ) op — . ;
Vect(D'(R))o<i<n) o REF ot Foable var D F.Comme d°P = q < n; alors P € K,[X] et par suite

P € F; ceci pour tout P € K[X] — {0} ; résultat qui vaut aussi pour P = 0. On conclut que F = K[X]
Réciproquement ; K[X] est un s-e-v stable par D.
En conclusion ; les s-e-v stables par D sont : {0} ; K[X] et les K,[X]; (n € N).

I11.B.1) Si la famille By, = ((f"~'(u))1<<n €St une base de E ; alors "~ (u) # 0. Réciproquement ;
Soit u un vecteur de E tell que f"~1(u) # 0. Supposons que la famille By, est liée ; alors, il existe
oy; ....; &, € IK; non tous nuls tels que : ay 771 (W) + -+ ... +ayu = 0. (*)

Soit k le plus grand entier tel que o # 0 ; alors a; = 0 pour tout i > k et (*) s’écrit :

oq f27I(U) + -+ .. 4oy F27K(U) = 0. Composons par f2TK~1 et utilisons le fait que f? = 0, vp >
n;onauraay f*71(u) = 0 et alors oy, = 0 ce qui est absurde. On conclut que la famille By, est libre
et puisque son nombre d’éléments est n = dimE; alors c’est une base de E.

En conclusion ; les vecteurs u de E tels que B¢, est une base de E sont ceux qui vérifient
f"=1(u) # 0. De tels vecteurs existent car f*~1 # 0.

01 0 w00
00 1 -~ 0\
II.B.2) Ona: Mathu(f):| ' |
' 0 10
\0 e .. 0 1/
0o 0 .. 00

.B.3) Ona B, = ((f"'(u))1<<n. Posonse; = (i— D! I(u); (1<i<n)etC = (eg;...; &)
m |l est clair que C est une base de E

mSii=1;0na:e; = (0)!f"1(u) =f""1(u);donc f(e;) =0

mSi2<i<n;Ona:

fle) =7 (G=D W) = G- DI = (- 1) (G- 2D CDW) = (- Deyy
Ainsi : Mate(f) = A,_1.

111.B.4) Soit C = (ey; ....; e,) la base introduite dans la question précédente et B = (1;X; ....; X* 1)
E- Kn—l[X]

la base canonique de K,_1[X]. Soit ¢ I'isomorphisme : {X _ YN ae > @(x) = ¥ a Xl
mVx € E;ona: Mate(x) = Matg(@(x)) et donc:
Matz(D(9(x))) = Matg(D)Matz(p(x)) = A, Matp(x) = Mate(Mate(x) = Mate(f(x))
= Matg(@(f(x))).
Ainsi D(@ () = @(f(x)) ; (¥).
Soit F un s-e-v de E stable par f, alors ¢@(F) estun s-e-vde K,,_{[X]; de plus:
D(@(F)) = @ (f(F)) c @(F), Ainsi @(F) est stable par D et alors, selon II11.A.3) :
(d"apres (%) F est stable par f
@(F) = {0} ou@(F) = K,[X] = Vect(1; X; ....; XP) ; (0<p<n-1)
Puisque @ (e;) = X'~ ; alors, en appliquant ¢!; on obtient :
F={0} ou F=Vect(es;...;e,41) ;(0<p=<n-1)
Réciproquement; ces s-e-v sont stables par f car, f(e;) =0etsi 2<i<n;f(e)=>{—-1)e;_;.
Comme e; = (i — 1)! f"7(u) ; on conclut que les s-e-v de E stables par f sont : Fy = {0} etles Fy ;
k € {1;....;n}avec:
Fy, = Vect(f* 1 (u); 1! f* 2 (u); ... ... ; (k= DR ()= Vect(f* 1 (w); f* 2 (w); ... ... ; 7K ().
Ces s-e-v sont évidemment deux a deux distincts ; leur nombre est doncn + 1.
mD’autre part;ona:
Fo = {0} = Ker(f®) et F, = Vect(f"1(u); " 2(w);... ... ;u) = E = Ker(f™) ; (car f" = 0)
Sil<k<n;ona:
x=YL 0 f"7(w) eKer(f*) & f*x) =0 YL, o (W) =0 & Xy o P (W) = 0.



Pourk+1<i<n;onak <n+k—i<n-—1etcomme lafamille (f'(u))gg<,—sestlibre;la
derniére relation équivauta o; = 0; Vi € {k+ 1;....;n}; ainsi :
Ker(fk) = {Z%;l o f*7I(u) ; o € ]K} = Vect(f“_l(u);fn_z(u); ...... ;f“_k(u)) = Fy

IV-Quatriéme partie
IV.A) f représente 'endomorphisme de M, ; (R) associé canoniquement a M et B, est |a base
canonique de M, 1 (R) ; alors Matg_(f) = M.

IV.B) Puisque M est a coefficients réels alors le polynéme caractéristique x; de f est a coefficients
réels donc la fonction polynomiale xs: x — ¥s(x) = x" + ---. +a, de la variable réelle est une
application continue de R — R et comme n est impair; onalim_, x; = —oo et lim, o, xf = +0;
donc, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaire ; x, admet une racine réel A, qui est donc
une valeur propre (réelle) de f.

71
1 = 1 Zy
IV.C.1)Ona X = E(Z +Z); Y= - (Z—2) avec Z=|"7 | € M, (C):alors:
Z,
z1 +2; Re(z;) Im(z,)
X= % Z2 +5 = Re(.ZZ) ;Deméme Y = Im(,ZZ)
Z, + Z Re(zn) Im(Zn)

Ainsi: X;Y € M, ;(R) =E

Soita; b € Rtels que aX + bY = 0;onadonc§(Z +§) +%(Z—§) = 0 ou encore

’ = _ o g E o g _ i %
aZ+bZ=0 () aveca =5+ et b =27 (**)
En multipliant (*) par M ;onauraa MZ + b MZ = 0 et puisque M est a coefficients réels ; cela
équivauta:a MZ + b MZ = O ouencore 3:a AZ + b' AZ = 0 (***). En multipliant (*) par 1 et en
combinant avec (***); onaura: a'()\ - Z)Z = 0 et puisque A — 1#0 (car A comlexe non réel) et

Z#0;alorsa =0et par (*); on aura b' = 0 et en tenant compte de (**) ;onaura a=b =0.
Ainsi la famille (X;Y) est libre.

IV.C.2)Ona MZ = AZ ; donc M(X +iY) = (a + iB)(X + iY) ou encore MX + iMy = (aX — BY) +
i(BX + aY) comme les matrices MX ; MY ;aX — BY et BX + aY sont des matrices a coefficients
MX = aX — BY = f(X)

MY =X +aY = f(Y)

Ainsi f(X); f(Y) € Vect(X;Y);comme (X;Y) estlibre; on conclut que F = Vect(X;Y) estun

plan stable par f . De plus, on a : Matg, —xy) (fp) = (—a,[? i)

réels ; alors : {

IV.D) I'affirmation :< tout endomorphisme f d’'un R-e-v E de dimension finie non nul admet au
moins une droite ou un plan stable” est vraie. En effet :

Si fadmet une valeur propre A ; alors F = Vect(e) ol e est un vecteur propre de f associé a A est
une droite stable de E. Sinon ; Soit M la matrice de fdans une base Bde E.Ona M € M, (R) et M
n’admet pas de valeur propre réelle. M admet (au moins) une valeur propre complexe non réelle ; il
existe donc, (d’apres IV.C.2)) ; X,Y € M, ;1 (R) tels que le s-e-v Vect(X;Y) soit un plan stable par
I’endomorphisme de M, 1 (R) associée canoniquement a M. Soit alors x;y € E tels que

Matg(x) = Xet Matg(y) =Y; Alors F = Vect(x;y) est un plan stable par f.

IV.E) Soit f: R[X] = R[X] telle que f(X) = XP



On vérifie facilement que fest un endomorphisme de R[X].Supposons qu’il existe une droite ou un

plan F stable par f.Alors, Il existe Py € F — {0}. Puisque F est stable par f ; alors la famille

(Py; XPy ; X%P,) est une famille de polyndmes non nuls d’éléments de F de degré deux a deux
f®0)  £2(P)

distincts, donc elle est libre et par suite dimifF) > 3 ; ce qui est faux, puisque dimi(F) < 2. Ainsi,

On a un exemple d’endomorphisme de R[X] pour lequel il n’existe ni droite ni plan stable par f.

1 -4 0
VAA=(1 -2 -1

1 1 0
X—-1 4 0
IV.F1)Onaxy =| -1 X+2 1|=X-1DX?+2X+5)
-1 -1 X
Le discriminant du trindme X? + 2X + 5 est A= —16 < 0. Ainsi A admet une seule valeur réelle
Ao = 1 et deux valeurs propres complexes non réelles conjuguées A; = —1 + 2i = E
X -4y =0
m SoitU = <y> € M31(R);0nalU€E(A)e (A-I3)U=0 @{x—3y—z =0 @{y:O
z x+y—z=0 X=1z
L. notation 1 .
Ainsi E{(A) = Vect(U) =G avecU = (0) . G est une droite stable par f.
1 x
m Pour \; = —1 + 2i. Déterminons un vecteur Z = (y) € M3,(C) —{0}tel que AZ = A\;Z;ona:
z
(2-2)x—4y=0 _ )
AZ=NZ & {x—(1+2)y-z=0 & {X;S_J’i‘)y;(yem
X+y+(1-20)z=0 y
1+ 1 1
On choisit Z = 1 obtenupoury = 1.AinsiZ =X +iY;avec X =[1) et Y=( 0
—i 0 -1
D’apres IV.C.2) ; F = Vect(X;Y) est un plan stable par f.
1 1 1
Ona:detg (X;Y;U)=|1 0 0f=—2# 0;donc(X;Y;U) estune base de M3, (R). Ainsi
0 -1 1
1 1 1
F et G sont supplémentaires dans M3 (R). De plus; enposantP =1 0 0 ]etentenant
0 -1 1
fX) =aX - pBY

compte (cf IV.C.2) dece que{ avecicia =—1 et =2;car Ay = =1+ 2i;

fY)Y=pX+aY
-1 2 0
ona: A=PTP ! avec T = <—2 -1 O).
0 0 1

IV.F.2) Soit: (Py) {;(0): Mo weo

Posons, pourt € R; X(t) = e'U. On a X est dérivable sur R et :

X (t) =etU = et AU = A(etU) = AX(t) ; de plus X(0) = e®U = U . Ainsi; X est une
car U?El 4)

solution et c’est I'unique solution du probleme (Py), d’apres le théoreme de Cauchy-Lipchitz.

IV.F.3) On se donne ¢ = (a; b) € R? et on considére le probléme de Cauchy :
X = —x+2y 1)

Coyy =-2x—y (2)
x(0)=a; y©) =b (3 |
mOna x (0) =—x(0)+2y(0) =—a+2b ; y (0)=—-2x(0)—y(0) =—-2a—-b



m D’aprés (1) et (2), toute solution ¢ = (x; y) est de classe C?(en fait de classe'C°°) etona:
x =-x +2y = - (=x+2y) +2(—2x—y) = —3x—4y = - 3x—4(X2+X) = —2x — 5%
(D et (2) @

y'=-2x —y = -2(—x+2y) — (-2x—y) = 4x—3y = 4(%)— 3y = —2y — 5y

X +2X +5x=0
y +2y +5y=0"
linéaire du second ordre a coefficients constants (E): f” + 2f' +5f=0

L’équation caractéristique de (E) est: r?+2r+5 = 0.

x(t) = e7*(c; cos(2t) + ¢, sin(2t))

y(t) = et (kq cos(2t) + k, sin(2t))

ol cy; cp; kq etk sont des constantes réels que 1'on déterminera en calculant x (t) et y'(t) eten
tenant compte du fait que x(0) = a ;y(0) =b ; x (0) =—a+2b et y (0)=—2a—b;on
x(t) = e *(acos(2t) + bsin(2t))
y(t) = e (b cos(2t) — asin(2t))

"

~ ©

Ainsi;ona: { Donc x ety sont solutions d'une méme équation différentielle

A’=1—5=—4;Ainsi:r1=—1+21=Eetalors:{

trouve { ; C’est'unique solution du probleme C; .

IV.F.4) Conservons les notations de la question IV.F.1) ;ona A = PTP~1.Pour X: R » M31(R);
posons Y = P~1X. P étant constant; Donc: X =AX & PY = (PTPH)PY & Y =TY (¥
x(t) x' -1 2 0\ X = —x+2y
Notons: Y(t) =| y(t) |.Ona: (*) <y’> = <—2 -1 0) (y) = {y' =—-2x—y ™
z(t) z 0 0 1/\z 7 =z
x(t) = e *(acos(2t) + bsin(2t))
D’apres IV.F.3) ; cela équivauta; 3 a; b,c € R:{y(t) = e Y(bcos(2t) —asin(2t))  (**¥)

z(t) = cet
1 1 1\ [x@® 1 1 1
etdonc: X&) =PY(t)=(1 0 O]|ly® |=x@|1|+y®| 0 |+z@®)|o0 (%)
0 -1 1/\z(t) Ao/ -1 \1/
|41 V2 V3
P étant inversible, donc la famille B = (V;;V,; V3) de ses vecteurs colonnes forme une base
x(t)
de M3 1 (R) et (****) montre que Matg(X(t)) = | y(t) |.D’autre part;x,y, z sont de classe C*
z(t)

mSoit X une solution du systéme différentiel X' = AX telle que sa trajectoire est rectiligne ou
plane ; alors (X (0); X" (0); X" (0)) estliée, donc detg(X (0); X" (0); X" (0)) =0
Or, par (***);ona:x(0) =a ;y(0) = b ;z(0) = cetpar (*),ona: x (0) = —a+2b ;
y' (0) = —2a —b; z (0) = c. En dérivant deux fois le systéme (**) et en faisant t=0 ; on obtient :
x (0) = =x (0) + 2y (0) = —(—a + 2b) + 2(—=2a —b) = —3a — 4b
y (0)=—-2x(0)—y (0) = —2(—a+2b) — (—2a—b) =4a—3b
z (0)=c
De méme ; ontrouve: x (0)=11la—2b;y (0)=2a+11b; z (0)=c.
—a+2b —3a—4b 1la-—2b

ona: detz(X (0);X (0);X"'(0))=|-2a—b 4a—3b 2a+11b

—a i 2b —ZaC— 6b 14ac+ 2b

= —2a—b 6a—-2b —2a+14b
C3C3—Capuis C2C2—C1 c 0 0

Alors : detg(X'(0); X" (0;X" (0))=0 < (c=0)ou(a=b=0)

1 1
mSic = 0; (****) s’écrit: X(t) = x(t) <1> + y(t)( 0 )
0 -1
1

1
= e '(acos(2t) + bsin(2t)) (1) + e"Y(b cos(2t) — asin(2t)) ( 0 )
0 -1

= —80c(a% + b?)




Pour a; b € R; X est une solution et on voit bien que sa trajectoire est contenue dans un plan
dirigé paru = (1;1;0) etv = (1;0; —1) : Sia = b = 0; cette trajectoire est réduite au point
0 = (0;0;0) etsi(a; b) # (0;0) ; on vérifie que la famille (X’ (0); X (%)) est libre et donc cette
trajectoire est plane.

1
mSia=b=0; () s'écrit: X(t) =cet <0)
1
Pour ¢ € R; X est une solution et on voit bien que sa trajectoire est contenue dans une droite
dirigé par w = (1;0;1) : Si ¢ = 0; cette trajectoire est réduite au point O = (0;0;0) etsic # 0;
cette trajectoire est rectiligne.

V-Cinquiéme partie

VA1) Soitx =Y x; 6 et y=Y1—1y; &; (B= (e ...;€,) basedeE)

Analyse : Supposons qu’il existe un produit scalaire ( ; ) pour lequel B = (&;; ...; &,) est une base
orthonormé ; alors :

. —_ n . n —_ n n . —_ n
(x;y) = iz % & '21:13’]' gj) = 21‘:1@1:1 xiyj (& :«‘-}')) = i=1Xi¥i
bilinéarité B base orthonormée
Synthése : posons; (x;y) = YL X;y; .On vérifie alors qu’il s’agit bien d’un produit scalaire sue E

et que B en est une base orthonormée. L'unicité de ce produit scalaire découle de I'analyse.

U A4
t
VA2)SiMatz(w) = [ 2| et Matg(v) = "2 | ;ona: (x;y) =¥ uv,=UV
un Vn

L

VB)Ona H = Vect(u); posonspourx € E; X = Matg(x)

OnaH eststableparf & Vx€H; f(x) EH ©Vx € H; (f(x);u) = 0. Or {f(x) ;u) =
t

t t t
(AX)U = X AU =(x;v) ouv estlevecteur de E tel que Matg(v) = A U.Donc: H est stable
L
parf & Vx€H; (x;v)=0 & ve H =Vect(u) & ilexisteunréelAtel que v = Au
t t

ouencoretelque A U = AU = U est un vecteur propre de A.
(U#0 car u#0)

V.C) Ona A = Matg(f) ou B = (&; &; €3) estla base canonique de M3.; (R) . On consideére alors
le produit scalaire canonique pour lequel B est une base orthonormée.
D’apreés la question précédente ; pour déterminer les plans stables par f ; on détermine les

t t
vecteurs propres de A. On a: spg(4) = spr(4) = {1}.

t L
Apres calcul ; on trouve E; (4) =Vect (U) avecU = | —1 ) On conclutque H = (Vect(U) )

1
est I'unique plan stable par f . Une équation cartésienne de H dansBest:x —y +z =0;

1 1
par suite H = Vect (1);( 0 > .
0/ \-1

On voit que I'on retrouve le plan stable obtenu a la question IV.F.1).

V.D.1) On a f est diagonalisable ; donc E admet une base B’ = (ey; ...; e, ) formée de vecteurs
propres de f.

Sin=1;onaH; = {0} qui est un hyperplan stable par f.

Sin>2.Posons pourj € {1;...;n}; H; = Vect(el; 315641 ...;en)

Il est clair que tous les H; sont des hyperplans de E et sont deux a deux distincts donc leur
nombre est n. De plus, ils sont stables par f car ils sont engendrés par des vecteurs propres de f.
Soitx = )7 ,a;e;;ona:

x€H Nn..NH, ©Vj€e{l;.;n}; x€H < Vje{l;.;n}; =0 x=0



Ainsi: Hy n ....NH, = {0}.

V.D.2) La réponse est oui ; en effet :
Supposons qu'il existe n-hyperplans Hy; ....; H,de E, stables par f et tels que H; N .... NH, = {0}.
Notons par (;)l'unique prodult scalalre qui fait de B = (&q; ...; &,) une base orthonormée. On a:

= {O} =(H N ...NH, ) = 1 H .Pour touti € {1;...;n}; H; estun hyperplan de E. Il
existe doncu; € E — {0} tel que H = vect(u;) ; ainsi ; la relation précédente s’écrit
E =}, vect(u;) et en notant U; = Matg(u;) ; on déduit que M, ; (R) = Y vect(U;). Ainsi
C = (Uy;..; U,) est une famille génératrice de M, ; (R) dont le nombre d’éléments est
n = dimM,1(R) ; alors c’est une base de M, ; (R) . Chaque H; étant stable par f ; donc,

t
d’apreés la question V.B) ; chaque U; est un vecteur propre de A ; doncla base C est formée de
t t

vecteurs propres de A: ainsi A est diagonalisable ; d'ou A, et donc f est diagonalisable.



