Corrigé de Centrale 2009 PC math 2
Partie I

LA On diagonalise fj; dans une base orthonormale B’; on a alors: (fa(z),z) = > \zl2.

Si 0(M) C R on obtient (fas(x),x) > 0: M est positive. Sinon, il existe i tel que \; < 0 et alors
(fa(el),el) = A <0 : M n’est pas positive.

Si o(M) C RT\ {0} on obtient (fas(z),x) > 0 pour z # 0 : M est définie positive. Sinon, il existe
i tel que A\; < 0 et alors (far(ef),el) = A; < 0: M n’est pas définie positive.

1
IB a) F(v)= 5(133:% + 722 — 8x129) — 7521 + 75y est un polynoéme donc de classe C?.

OF OF

b) — =13z — 4wy — 75 et — = Txy — 4x1 + 75; on a donc bien VF(v) = Av — b.
8%1 Oz T2

c) det(A) =75 # 0 donc A est inversible : 'unique point critique est v = A71b = (39>.

d) Puisque 1323+ 723 —8z179 = 4(x1 —x2)2 +923+ 323 > 0 si v # 0, la surface est un paraboloide
elliptique.

e) F a donc un minimum global atteint au point critique; il vaut F'(3, —9) = —450.

I.C Remarque: la fonctionnelle J est associée au couple (A, b).

1) Puisque A est symétrique: (Av,h) = (v, Ah) = (Ah,v).
2) a) R(h)=J(v+h)—J(w)—(Av—b,h) = $((Av+ Ah,v+h) — (Av,v)) — (b,v+ ) + (b,v) —
(Av—1b,h) = L((Ah,h) + (Av, h) + (Ah,v)) — (Av,h) = L(Ah, h). Puisque A est positive,
R(h) est positif ou nul.
b) J(vo+th)—J(vy) = t(VJ(vo), h)+t2R(h) > 0. Si (VJ(vg), h) était non nul, t(V.J (vg), h)+
t2R(h) serait équivalent & t(V.J(vg), h) au voisinage de t = 0 et ne serait donc pas toujours
positif ou nul; par suite, (VJ(vg), h) = 0 pour tout h et donc VJ(vg) = 0.
3) a) Puisque A est définie positive, elle n’a pas 0 comme valeur propre et est donc inversible;
il existe donc un unique vy tel que Avg = b, vg = A~'b. Pour h quelconque on a alors
J(vo + h) = J(vg) + R(h) > J(vo) avec égalité si et seulement si R(h) = $(Ah,h) = 0,
c’est a dire h = 0 puisque A est définie positive.
b) Pour tout p € R on peut écrire: J(v — pd) = J(v) — p(VJ(v),d) +
définit une fonction polynéme du second degré g(p) avec ¢'(p) = —(VJ
J(w),d) (par hypothese, d # 0 donc (Ad,d) >

(Ad, d)
(VJ(v),d)  (Av—b,d)
(Ad,d) —  (Ad,d)
4) Posons o = min(c(A)) et m = max(c(A4)) donc 0 < o < M.
(VJ(v) = VJ(u),v—u) = (Alv —u),v—u) = Z i (v] — u})? dans une base orthonormale qui
diagonalise A. Par suite, (VJ(v) — VJ(u),v —u) = Y « (U —ub)? = allv —ul)%.
D’autre part, ||VJ(v) = VJ(u)||? = ||A(v— u)H2 S A2(v)—u})? dans la méme base orthonor-
male, d’ott [|[VJ(v) — VJ(u)||*> < S m?(v) —u})? = mQHU qu donc ||VJ(v) — VJ(u)]] <
m||v — ull.
5) Pour tout h, J(ug+h) = J(uo) + 5(Ah, h) > J(ug) avec égalité si et seulement si (Ah,h) = 0.
e (Ah,h) = S>\h? on déduit que (Ah,h) = 0 si et seulement si h; = 0 quand \; # 0,
autrement dit si et seulement si h € Ker(A4). L’ensemble des vecteurs vy est donc le sous-
espace affine ug + Ker(A).

p*(Ad,d). Cela
v),d) + p(Ad,d)
0).
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minimum atteint pour 'unique r =
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4)

[ Mz|oo = m§X|Zmz’7j~’Ej|- Or | Zmi,jle < Z LERIENES Z [mi j|||]|oc donc Noo (M) <
J J J J
maxz |mi ;|- 11y a en fait égalité pour x choisi tel que, si le max est obtenu pour i, z; =1
T .
J
si Myg,4 >0et-1si Mg, 5 < 0.

a) Si N est une norme subordonnée, on a pour tout z: v(Mz) < N(M)v(x). Par suite,
v(ABz) < N(A)v(Bx) < N(A)N(B)v(z) et donc N(AB) < N(A)N(B). On en déduit

par récurrence immédiate que pour k € N*: N(A*) < (N(A))*.
M
b) Soit A une valeur propre de M; il existe 2 # 0 tel que Mx = Az d’ol V(( ;C) = |A| qui est
v(z
donc inférieur ou égal & N(M). Par suite p(M) = sup(|\;|) < N(M).
1 . o
a) Si M' = P;'MP, on amj ; = Fmiyja]_l =m;ja’ "
b)Y lmi ol 7 = |mal + > Imale? T < p(M) 4+ mijla? " car p(M) = max [my .
J Jj>i Jj>i

Pour tout 2 < nona lin%) Z |mi7j|aj_i = 0 ; on peut donc choisir o > 0 tel que pour tout i:
o

J>i
Z |m; jla? " < € et par suite on a bien Ny (Py'MP,) = maxz |m; jad = < p(M) +e.
i>i b
a) Toute matrice M de M,,(C) est trigonalisable donc il existe P inversible telle P~1 M P soit
triangulaire supérieure. On applique le 3)a) pour obtenir N (P 1P~*MPP,) < p(M)+e.
b) 1l suffit de poser N(M) = Noo(P;!P"1MPP,): N est la norme subordonnée a la norme
v(z) = ||(PP,) 'x||s car
v(Mz)  ||(PPa) 'Mazlloe _ ||(PPa) ' MPPaylls
p = sup = sup
e v(z) v [[(PPa)7'z||so v yllso
Supposons la condition (i) vérifiée. Soit A une valeur propre de M et yo un vecteur non nul tel
que My = Ayo. Choisissons xf, = xo+yo: f(z()— f(x0) = M(x{—z0) = Ayo et par récurrence
immédiate z}, — zy = M*(x) — 29) = AFyo. Comme les suites (z},) et (z3) convergent vers la
méme limite, la suite (2}, — ) converge vers 0; puisque yo # 0, la suite (AF) converge vers 0.
On a donc |A| < 1 et par suite p(M) < 1. Cela entraine que 1 n’est pas valeur propre de M et
donc I — M est inversible.

= Ny (P, 'P~'MPP,).

Supposons maintenant la condition (ii) vérifiée. Puisque (I — M) est inversible il existe un
unique d tel que (I — M)d = ¢ donc f(z) —d = Mx+c—c— Md = M(x —d) et par récurrence
x), —d = MF¥(zo — d). Puisque p(M) < 1 on peut choisir e < 1 — p(M) et il existe une norme
subordonnée N telle que N(M) < p(M) +¢& < 1. On en déduit que N(M*) < N(M)* qui a
pour limite 0 et donc la suite M* converge vers la matrice nulle. La suite (z) a donc pour
limite le vecteur d = (I — M)~!(c) qui est bien indépendant de xg.

¢ est bilinéaire, symétrique (S symétrique entraine que (Su,v) = (u,Sv)), et enfin définie
positive puisque S est définie positive ((Su,u) > 0 si x # 0).

Soit u = S71Az € Im(S71A) et v € Ker(A): ¢(u,v) = (SS™1Az,v) = (Az,v) = (x, Av)=0
puisque A est symétrique et Av = 0; Im(S~1A) et Ker(A) sont bien orthogonaux. Puique
S est inversible, S™! est une bijection de Im(A) sur Im(S~1A) donc dim(Im(S—tA)) =
dim(Im(A)) = n — dim(Ker(A)). Im(S71A) et Ker(A) sont donc supplémentaires orthogo-
naux pour ¢.

Puisque b = Az, Au=b< A(xg—u) =0 29 —u € Ker(A4). Le vecteur z( se décomposant
de maniere unique zo = v’ + v’ sur R” = Im(S71A) & Ker(A), v’ est bien I'unique vecteur
de Im(S~1A) tel que Auw’ = b. L’ensemble des solutions de Au = b est le sous-espace affine
u’ + Ker(A).
a) Upr1 = up — S IV (ur) = up —vSTH(Aug —b) = up — S A(uy — o) donc ugy1 —uy €
Im(S~1A). La composante de u, sur Ker(A) est donc la méme que celle de ug.
b) wjq —up = uppr —up = —yS T A(up —xo) = —yST A(w +uf, — x0) = —y ST Aug, — x0)
done f(x) =2 —yS71A(z — x9) = (I — S~ 1A)x + 7S~ Axy.
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Soit A une valeur propre complexe de S™'A. Il existe X € C™ non nul tel que S~'AX =

AX dott AX =ASX et P XAX = M XSX. Posons X = X; + iXo:

tXAX =t (Xl— 1X2)A(X1+ IXQ) =t X]AX1+tX2AX2+ i (tXlAXQ_tXQAXl). Comme

ttXAX)) =t X1AXs et tX1AX, +F X9 AXo > 0 (A est positive) on a tXAX € RY.

De méme, *XSX =t X;5X; +¢ )t(g_SXg > 0 puisque S est définie positive et X7 ou X, est
Lo XAX n

non nul. On en déduit que \ = X9X eR™.

g est par définition un endomorphisme de Im(S—1A).

De plus, Ker(g) = {z € Im(S7'A)/S7 1Az = 0} = {z € Im(S7!1A)/Az = 0} =
Im(S~1A) NKer(A) = {0}. g est donc un automorphisme de Im(S~1A).

Les valeurs propres complexes de g sont des valeurs propres de S~!A, elles sont donc dans
R*; par suite, le polynéme caractéristique de g est scindé sur R et celui de id — g aussi.
Puisque g est inversible, ses valeurs propres vérifient 0 < A < A,,, celles de g vérifient
0 <A <A, <2 et celles de id — g sont donc dans | — 1, 1[: le rayon spectral de id — vg
est strictement inférieur a 1.

La suite (u},) est définie par uj,,, = f(u},) = (id—vg)(u'k)+c avec ¢ = 7S~ Azy. Puisque
p(id —vg) < 1, la question II.A.5 entraine que la suite (u}) converge dans Im(S~'A4) vers
une limite v’ indépendante de uy.

Par continuité de id—~g on a v’ = (id—~g)(u')+c donc vg(u') = ¢, yS~tAu = vS~1 Az
et enfin Au’' = Axg = b.

Partie III

On doit supposer dj # 0. Puisque A est définie positive on peut appliquer le 1.C.3b) et
Aug, — b, d di,d
Aue =bdr) _ dd) ) 0 gequit: (dig1,di) = (Augpgy — b, di) =

alors ry, =

(Ady,dy)  (Ady,di)’
(Auk — TkAdk — b, dk) = (Auk — b, dk) — Tk(Adk, dk) = 0
1
Appliquons le 1.C.2a): J(ug) — J(ug — redx) = —(VJ(ug), —redy) — iri(Adk,dk) =

1 1
ri(d, dg) — iT;%(Admdk) = §T;%(Adk,dk;)- Le I.C.4 donne alors: (Ady,dy) > a|d||? avec
. a a
o = min(o(4): done J(ug) — J(ui2) > SNl Pr = iy — il 2

On a donc J(ug) — J(ur4+1) = 0: la suite (J(ug)) est décroissante; elle est de plus minorée
(par le I.C.3a) donc elle converge. L’inégalité précédente entraine alors que ||ugy1 — ugl|
converge vers 0.

Puisque (dit1,dr) =0, ||[dry1 = dil|* = [|drra|* + |ldi||* > [|di[|* donc ||dk|| < [|drs1 —
die||- ldi+1 — dil| = ||A(uk+1 — ur)|| < N(A)||uk+1 — uk|| & pour limite 0 donc dj, aussi.

Avec le 1.C.4, (VJ(ug), ur —vo) = (VJ(ug) — VJ (v0), ur —vo) = a||ug —vol|?. L'inégalité
de Cauchy-Schwarz donne: of|ux,—vo||> < (dg, ur,—vo) < ||d|| X ||ur—vo|| A0t |Jug—vol| <
1

—||dk|| qui tend vers 0. La suite (uy) converge vers vg.

fe!

xky,%CQ(c -1

di,d 22 + c2y? 2 4 342
dk:Auk}: Tk LT = (k k) = ]2€+ 3y§ dOl’lC’U/k+1: €k+cyk . Les
CYk (Adg,dy) i+ cSy; ziyk(l —c)
composantes de ce vecteur sont non nulles puisque x , yr, ¢ et ¢ — 1 sont non nuls.
Yk — Lk -
tk = — et tk+1 = -5 donc tktk+1 = —
Tk C*Yk C
x
On en déduit que ty o =t donc kt2 M. Les vecteurs ug42 et ug sont proportion-
Tk Yk
T (e —1) Thpa _ Gtigactc—1)2 (c—1)
nels. = 5— donc = 3,3 373 = 3T o5
Tp 1+ 3t Ty, I+ +ct7,,) A+ +t7,,) +c2)

C’est une valeur constante car tﬁ 'H%-s—l est constant. ¢? (t% +t%+1) = czti + 22 = 2 donc

k
Thtz _ (c—1)2 _(c=1
(14 2c+c?) c+1

2
> < 1. (ug) converge donc vers 0 (solution de Au = 0).



