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1l.a) On a immédiatement :

Conclusion: | poa(t) = (1 —1)* , pra(t) = 26(1 — 1) , pan(t) =12

1.b) A(t)=(1—-1¢t)-(0,1)+¢t-(1,1) = (t,1) on fait de méme pour B(t).

Enfin, C(t) = (1 —¢)- (t,1)+t- (1,1 —¢t) = (2t — 3,1 — ¢?).

Conclusion: | A(t) = (t,1) , B(t) = (1,1 =t) et O(t) = (1 —t) - (t, 1)+t - (1,1 —t) = (2t — t*,1 — t?)

1.c) ipm(t)Ak = (1—1)%(0,1) +2t(1 —t)(1,1) + 3(1,0) = (2t — 3,1 — t*) = CO(2).

2
Conclusion: me(t)Ak =C(t)
k=0

2.) \ T

h

V(M(:c,y),N(x’l y)) € T?,Vt € [0,1] : tM + (1 —t)N = (2”,y") avec 2" = (1 — t)x + tz’ et
y'=0-ty+ty.

Onadoncz’+y" = (1—t)z+ta'+(1—-t)y+ty = (1—t)(x+y)+t(x'+y) > (1—-t)-1+t-1 =1

Donc tM + (1 —t)N € T Conclusion: ’T est un convexe de IR? ‘

3.a) Vte[0,1]:2t—t*+1—t*—1=-22+2t=2t(1—¢) >0

Conclusion: |Vt € [0,1] : C(t) € T

3.b) f est de classe C* sur R et I'on a Vt € [0,1] :f'(t) = (2 — 2t, —2t) = 2(1 — t, —t).

Enfin f'(t) = (0,0) = 1 —t =1t =0 : impossible et donc Vt € [0,1] , f'(t) # f

Conclusion: | (1 — ¢, —t) est un vecteur directeur de D; a C en C(t)

r—(2t—1%) 1—t
3.c) Vte[0,1], équation de la tangente D; a C en C(t) est : =0,
y—(1-1) -t

donc Dy —tx + (t —1)y+t*—t+1=0
On vérifie que les coordonnées de A(t) et B(t) vérifient ’équation ci-dessus.

Donc (A(t), B(t)) € D? et comme la droite D; est convexe, on conclut

Conclusion: | [A(t), B(t)] est inclus dans D;

3.d)

Posons z(t) =2t —t> et y(t) =1 —t*, on a 2/(t) =2 — 2t et /() = —2t
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La courbe rouge, c’est le support de 'arc C, le trait bleu c’est la f;ontiére de T et les 3 traits
verts ce sont les 3 segments [A(t), B(t)].

4.a) Y(P,Q) € R,[X] et VA € R, 0, (AP+Q)(X) = nX(AP+Q)(X)+X(1-X)(AP+Q)'(X) =
ARXP(X) + X (1 = X)P(X)) + nXQ(X) + X (1 — X)Q'(X) = Agu(P)(X) + ¢a(Q)(X)

De méme , B,(AP + Q)(X) = AB,(P)(X) + B,(Q)(X)

D’autre part d°(B,(P)) < n, donc B, (P) € R,,[X].

Enfin, si P = @, X"+ - +ag, ou(P)(X) =nX(a, X"+ +ao) + X (1= X)(na, X" '+ +a,),

d’ott le terme en X" s’annule et donc d°(¢,(P)(X)) < n, donc ¢, (P) € R, [X].

Conclusion: | ¢, et B, sont des endomorphismes de IR,,[X]

4.b)
Pour k =0, ¢, (pon)(X) =nX(1—X)"—X(1 - X)n(1l—-X)"t=0=0po,(X).

Pour k = n, 0n(Pon) (X) = nX X"+ X (1=X)nX"" = nX"H4n X" —n X" = nX" = np,a(X).
Pour k € [1,n — 1],

Pu(Prn)(X) = nX (Z) XF(1-X)" +X(1-X) (Z) [ka—la—X)”—k—Xk(n—mu_X)n—k—l]

— n(Z) XFH(1 = Xk 4 (Z) [ka(l _ X)L xR () (1 = X
- ") XH(1 = X)" 7 [0X 4+ k(1= X) = (0= K)X| = K pra(X).

k
Conclusion: | Vk € [0,n], ©n(prn)(X) =k prn

4.c)

Par le théoreme fondamental de liberté des vecteurs propres associés a des valeurs propres deux a
deux distinctes (ici 0,1,...,n), les vecteurs (pon(X),...pnn(X)) = F est une famille libre. Comme
cette famille a n + 1 =dimIR,,[X], on peut conclure que cette famille est une base de IR,[X] et que

v, admet une base de vecteurs propres donc il est diagonalisable.



Conclusion: | F est une base de IR,,[X] et ¢, est diagonalisable

4.d)

Comme 0 est valeur propre de ¢,, celui-ci n’est donc pas bijectif.

Soit P € IR,,[X] tel que B,(P)(X) =0, comme (po,(X),...pnn(X)) est libre , on doit avoir :
k

Vk € [0,n] , P(=) = 0. P devrait avoir au moins n + 1 racines or d°P < n donc P = 0 et comme
n

on est en dimension finie, B,, est un endomorphisme bijectif.

Conclusion: ’ v, n'est pas bijectif et B,, est bijectif

5.a) (Question de cours) Le tirage avec remise de r boules dans une urne qui contient une
proportion de ¢ boules blanches (succes) et de 1 — ¢ boules noires (échec). Si on s’intéresse a X le
nombre de boules blanches obtenues, on a X ~ B(r,t)

5.b) T,(Q) = [0,7] et si &k € [0,7], (;

r boules , t* est le produit (indépendance car on fait un tirage avec remise) des probabilités des k

) est le choix des k succes dans le tirage avec remise des

succes et (1 —¢)" 7 est le produit (indépendance car on fait un tirage avec remise) des probabilités

des n — k échecs.

Conclusion: |Vk € [0,7], P (T, = k) = pg,(t)

5.c) (Question de cours)|E(T,) =rt|,| V(T,) = rt(1 — t)|, puis par linéarité de I'espérance et la

formule V(aX +b) = a*V(X), on en déduit

B(T,) —t)|v(T,) = 1=Y

r
Par la formule de Kénig-Huygens, on a enfin E(X?) = V(X) + E(X)?, donc

)
T = rt(l—t) + (rt)® _ ;+ t*

—(T - 1) )
5.4) S prt) =S P (T = k) =P () = 1

E(T?) =rt(1 —t) + (rt)?* | et | E(

r2

r

! k - k formule de transfert T
—prr(t) = -P (1T, =k = E(T,)=t
> Thuel) = 3P (T =) (T,)

r
k=0

Z (é)kaﬂ,(t) _ Z <§>2P (Tr _ k) formule de transfert E(Ti) _ f + ﬁ(r - 1) _ (1 _ %)t2 + %t

Conclusion: ’On a bien les trois formules demandées‘

5.e) Dans les trois cas le membre de gauche et le membre de droite sont des polynomes en ¢ et

les égalités sont valables sur le segment [0, 1] qui est un ensemble infini.

Conclusion: ’Les trois égalités sont valables pour tout ¢ € IR

6.) D’apres le 5.e)



By(1)(X) =Y prn(X) = 1 € Ry[X],

k

B,(X)(X)=>" ~pra(X) = X € Ro[X],
BaX(X) = 3 (5) peat) = (1= D)X 41X € R[]

k=0
et par combinaison linéaire (IRo[X]| =vect(1, X, X?)) on peut conclure :

Conclusion: | IRy[X] est stable par B,

7.)
1 0 0
D’apres le 6.) A, = My xx2(B,) =0 1 !
n
1
00 1—-—
n

1
Analyse : A,, = al3+bH, donc avec le coefficient (2, 1), on doit avoir b = — puis avec le coefficient
—_— n

1
(1,1),a+b=1soita=1——
n
10 0
. 1 1 1
Syntheése : (1— —)I3+—-H=10 1 - = A,
n n n
1
00 1—-—
n
10 0
. 1 1 1
Conclusion: (4, =10 1 = |=0->-)+—-H
n n n
1
00 1—-—
n

8.a) Les valeurs propres de H sont sur la diagonale car H est triangulaire supérieure , donc
xm(x) = (r —1)?z et comme rg(H — I3 = 1), dimF; = 2. On conclut par la 2éme caractérisation que

H est diagonalisable.

Conclusion: ’H est diagonalisable‘

8.b) detQ =1+ 0 d'on

Conclusion: ’Q est inversible‘

1 0

8.c) Effectuons la réduction de la matrice H On a facilement £ zvect< ol,11 )

0 0
x =0
Cherchons Ej : Soit X = | ¢ | tel que HX = 0 on a donc le systeme : y+2z=0 donc
z 0=



=0 0

y = —z donc Ey zvect< —1

z2=2z 1
10 0

Posons donc @ = [0 1 —1 |, par formule de changement de base , on a conclut
00 1

10 0
Conclusion: | H = QDQ tavec Q= |0 1 —1

00 1

9.a) Par théorémes généraux, on a immédiatement : Conclusion: | lim A, = I3
n——4o0o

9.b) On a(AM + M') = Mp(M) + (M’) pour toutes matrices M et M’ et tout réel .

Conclusion: ’w est linéaire‘

9.c) 1 étant linéaire en dimension finie, elle est continue sur M3(IR), donc par critére séquentiel,

on conclut

Conclusion: | lim A, = M = elir+n W(Ay) = (M)
— 400

{—~+o0
T T T T | 1
9.d) A, =(1— L+ -H=(1--)QQ ' +-QDQ! = Q<(1 Y A —D)Q-l
n n n n n n
10 0
donc A, =Q |0 1 0 |[Q'=0D,Q"
|
00 1—-
n

Conclusion: | A, = QD,,Q~!

9.e)
1 00

par T.G. , ZEIEOO Di=101 0 car 0 < 1— % < 1 et donc ZEeroo(l — %)E =0.
000

1 00
Avec le 9.e) onadonc lim A=Q o 1 0] Q"

L—+00

000

Calcul de Q! : Si on voit Q comme la matrice canoniquement associée & un endomorphisme f
de IR? et si I'on note (ey, e, €3) la base canonique de IR® comme on a f(e;) = e; et f(ez) = ey , on

alors f7Y(e1) = e; et f7(ez) = ey et comme f(e3) = aey + bey + e3 = —ey + €3, en composant par



1 00
f~Honaes=—ey+ f(e3) dott f7l(e3) = es+ e3. On en déduit que Q7= |0 1 1

001

On effectue le produit Q | 90 1 0| Q7' et on conclut que

000
1 00
Conclusion: | lim A’ = o 1 1
f—+00
000
9.f)
1 00
: 1 1 1
par T.G., lim D, =0 1 0 car In(1 — =)" = nln(1 — =) ~ n(—=) ~ =1, donc
n—-+oo ) n n n
00 —
1 ‘ 1
lim In(1——-)"=—1¢et itere sé tiel lim (1 — =)"=Z=
Jm n( n) et par critere séquentiel _1)3(100( n) .
100 1 0 O
Avec le 9.e) on a donc hI_P Ar=Q10 1 0 Q'=101 1_1
n—-—+0oo
1 1€
00 - 00 =
e e
10 0
Conclusion: | lim A'=10 1 1-— 1
n——+00 e
1
00 -
e

10.a)
Le cours et la formule de Konig-Huygens assure que si Y admet une variance finie, on a V(YY) =
E((Y —E(Y))?) = 0 et donc V(Y) = E(Y?) — E(Y)? > 0. On en déduit que E(Y)? < E(Y?) d'ou

EY) < [E(Y)| < VE(Y?)

Conclusion: | E(Y) < /E(Y?)

10.b) Par la formule de transfert et le 5.d)

B((t = T)?) = (¢ — k/n)pen(t) = # 26 £ 4 (1— D) 4 L -

n

n

Avec le 10.a)

Bt - T < B - TuP) < /0



t1—t)

Conclusion: | E(|t — T,|) <
n

11.a) V(a,b) € [0,11*: |f(a)— f(b)] = |(a—b) f'(c)| < M{|a—b|, par la formule des accroissements

finis avec M; = sup |f'(¢)| (qui existe car f étant de classe C', f’ est continue sur le segment [0, 1].

te[0,1]

Conclusion: | V(a,b) € [0,11* : | f(a) — f(b)| < M{|a — b

11.b)

Par la formule de transfert, Par la formule de transfert et le 5.d) ,

E((f(t)— f(T,) = Z(f(t) — f(k/n))pen(t) , donc avec les deux questions précédentes,
k=0

E((f(t) = f(T) SE(S) = F(Ta)l) < Y 1F(t) = f(k/n) pralt) ZMflt—k‘/nlpkn()

t(1—1
n

t1—1)

Conclusion: | E(|f(t) — f( T,)]) < M; -

11.c) Posons p(t) = t(1 —t), p est de classe C! sur R et ¢/(t) = 1 — 2t, donc ¢ est croissante

1 1 1 1

sur [0, 5] et décroissante sur [5, 1]. On en déduit que V¢ € [0,1] : 0 < () < gp(§) =1
Comme E((f(t) — f( T,)) = f(t) — B,(f)(t), on peut conclure :

My

2v/n

Conclusion: |Vt € [0,1] : | f(t) — B.(f)(t)] <

11.d)

/ et comme lim

<
2\/5 n—-+oo 2\/_

On déduit de la question précédente que 0 < || f — By (f)|]oo,f0,1]

on peut conclure :

Conclusion: | (B,(f)), N+ converge uniformément vers f sur [0, 1]

12.)

=0,

Comme (B, (f)), N+ converge uniformément vers f sur [0, 1] et que B,(f) est continue sur [0, 1],

par théoreme d’intégration, on peut conclure :

1 1
Conclusion: | lim Bn(f)(x)dxz/ f(x)dx
0

n—-+o00 0

13.a) On effectue une I.P.P. avec u = 2% et v’ = (1 — z)* d’olt

1 1
Conclusion: / (1 —2z)de = ? / N1 —2)" da
; b1/

1
13.b) Posons J;, = / Prn(x) dz. Pour tout k € [1,n] , avec la question précédente, on a
0

1 ] 1
_ —a)" Tl dy = n: k=101 _ p\n—k+1g
I (>n—k+1/05” ’ (k—l)!(n—k+1)!/0x (1-2) ’

o n . nk—i—l _
_(k )n_k+1/()$ dx Jk_1.




1 e — (I—az)"thqyt 1
On en déduit que Vk € [0,n] , Jk—Jo—/o (1—2z)"de = [— 1 }0 ]
Conclusion: /0 Prn(z)de = - le 1
13.c)
Ona s, Zf = [y 1E = [ i = [ B

k=0
On peut conclure avec le 12.)

n—-+o0o

Conclusion: | lim Sn(f):/ f(x)dz
0

14.)
Soit f continue sur [0, 1]. L’idée est d’approximer uniformément f par une fonction de classe C",
justement avec les polynomes de Bernstein.

Soit ¢ > 0 il existe g de classe C" sur sur [0, 1] tel que || f — gloo,0,1] < €/3 (il suffit de prendre un

B,(f) pour n assez grand). pour tout entier n, on a :

- [ @] <[sun - 5.0 +[snt0) - / Dae]+| [owar [ s

Comme || f — gllco o] < &/3, [Sul(f) — S"(g>‘ S

)/ dx—/f da; <e/3.

On a donc pour tout entier n : [S,(

(n+ D f = gllooo1] < €/3 et de méme

n—l—l

[ @] <2+ 5.0~ [ o]

1
Avec le 13.c) il existe Ny € IN* tel que VYn > Ny : |S,(g) — / g(z) dx‘ <e/3
0

Su(f) — /01 f() dx’ <3¢/3<¢

Conclusion: | Pour toute fonction continue sur [0,1], lim S,(f) = / f(z)dx

On en déduit que Vn > Nj :

n—-+00
15.a)
u(1+ zu)® : .
Posons f : u+— ﬁ et [ = [0,+oc[. Par T.G. , f est continue sur / (les puissances sont
u
entieres et 1 + u ne s’annule pas sur I).
En 400 :
1
Sixz=0al
x Six = aorsf()%ouca

1
Orc—a>b+2>2donc u — — est intégrable sur [1,00[ et par T.C. f est intégrable sur
uC—[l

[0, 00 et I'intégrale de f converge.

$b

ucab

* Six # 0 alors f(u )

est intégrable sur [1,00[ et par T.C. f est intégrable sur

Orc—a—b}Qdoneu»—> .
oo

[0, 00 et I'intégrale de f converge.



“+o0o a 1 b
Conclusion: | Vz € [0, 1] , 'intégrale / u'(l + au)®

du converge
. (It &

15.b)

u®(1 + au)?
(1 tur
Montrons que f vérifie les hypotheses de dérivation des intégrales sous le signe somme.

Posons f: (z,u) —> , I =10,+00[ et A=[0,1].

x Par T.G. , pour tout u € I, f(e,u) est de classe C! sur A , donc f(e,u) et g—f(o,u) sont
T

o a(] b—1
continues sur A et pour tout x € A : —f(% U) = xbu ((1—:_331;)
u C

oz

x Par T.G. | pour tout x € A, f(z,e) est continue et intégrable (question précédente) sur I et

a—(ai, e) est continue sur I.

x

u(1 + zu)*?
(14 u)e

u®(1 + u)bil

190f B (
*‘v’xEAet‘v’uE].)a—x(xau)‘—‘JCb (1+u)°

<fi-o = o(u).

Ib

(u) est continue et intégrable pour les méme raisons qu’au 15.a) : ¢(u) 0 e

On peut donc conclure :

Conclusion: | F' est de classe C* sur [0, 1]

15.¢)
1
Par T.G. h est de classe C'! sur [0, 1], pour tout ¢t € [0,1] : R/(t) = TEDE > 0. Donc h est
continue strictement croissante de [0, 1] vers h([0, 1[) = [~(0), lim A(t)[= [0, +o0].

t—1—

On conclut par le théoreme de la bijection :

Conclusion: | h est strictement croissante et bijective de [0, 1] sur [0, +o0]

15.d) Le C.D.V. est donc bien C! | bijectif et d’ou

_t

oo u® ! (1_t)a 1 _ ! a c—a—2
*F(o):/0 (1+u)cdu:/0 (1+ﬁ)c(1_t>2dt—/ot(1—t) dt

1 1
—1 1

:L/ t!l*l(l_t)cfafldt: a XCL N X/ tafa<1_t)cfa+a72dt

c—a—1), c—a—1 c—a c—2 0

a a—1 1

ey X X oo X X

c—a—1 c—a c—2 c¢—1

al(c—a—2)!

(c—1)!
+o0 a
x F(1) = / % du et donc on obtient F(1) en remplacant ¢ par ¢ — b dans le calcul de
0

1+ u)e~
F(0).
He—a—2) lc—b—a—2)
Conclusion: | F(0) = * (C(C _al)! P <C(C _bb —a1)! )
n\y nn-1)---(n—k+1) n(n)---(n) nE
16.) (k) - k! i 7l fodin) (car le nombre de termes k est

indépendant de n (la variable)).

Soit t €]0,1[ et k € IN* fixés. Pour tout entier n > k ,



o) = ()= o 0t 0
S gt

17.) x Soit t €]0,1[ et k € IN* fixés. Comme f,(t) = O(n*q¢") avec ¢ = 1 —t €]0,1] , par

: , 1 1 1
croissances comparées f,(t) = O(—) avec — e >0 et (Z ﬁ) converge. Donc par T.C. (Z fn(t)>

n2

Conclusion: | Pour tout ¢ €]0,1[, f.(t)

converge.
% Sit =0, Pour tout entier n > k , f,,(t) =0, donc <Z fn(0)> converge.
* Sit =1, Pour tout entier n # k , f,(t) = 0, donc (Z fn(1)> converge.

Conclusion: (Z fn> converge simplement sur [0, 1]

18.) * Sit =0, Pour tout entier n € INk , f,(t) =0, donc S(0) =

% Sit =1, Pour tout entier n £, f,(t) =0et fr(1) =1, donc S(1) =

Conclusion: | S(0) =0et S(1) =

“+o0o
1
19.a) Conclusion: |Vu €] — 1,1] : 1 = Zu” (et le rayon de convergence est 1)
—u
n=0
19.b) Le théoreme de dérivation des séries enticres permet de dériver termes a termes la série
+00
entiere Z u™ de rayon de convergence 1 sur I'intervalle ouvert | — 1, 1[.
n=0
C tout entier k, Vu €] 11[-(1>(k)— M e démont
omme on a pour tout entier k, Vu Al (1 = G- u se démontre par
récurrence immédiate)
1 \® k! < B}
On en déduit que Yu €] — 1,1] : (1—u> = A ayt :;n(n—l)--~(n—k+1)u”_
Conclusion: |Vu € [0,1[ : ;n(n —1)--(n—k+1)u" m
1
19.c) On a déja vu que S(1) = :I
vt €]0,1] = S(t) = nll) = tr(1—-t)" = — = -
001+ 50) = Y fule) = 3 M= (-0 = G = 7
n=0 n=~k
1
Conclusion: | Vt €]0,1] : S(t) = i
19.d) Si la série <Z fn> convergeait normalement sur [0, 1], alors on pourrait utiliser le
+oo
théoreme de la double limite : lim S(¢) = 1 n 1 n(t)=>» 0=0.
éoreme de la double limite : t_1>%1+ ti%izf théif nz%

1
Or lim S(t) = lim = = 400 : absurde!

t—0t t—0t+

Conclusion: | la série <Z fn) ne converge pas normalement (ni uniformément) sur [0, 1]
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