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1 Série de fonctions

L1 1.1.1. Soit x réel, |uy ()| < 52’71;‘2
convergente, la série (numérique) de terme général u, (x) est absolument convergente donc convergente.
Ceci étant valable pour tout réel x :

’ la série (de fonctions) > uy, converge simplement sur R.

, 2|z[ _ 2]d|
I1.1.2. Soit a >0 : pour tout x € [—a,al, |u, ()| < 22 < 22 donc

1 1
donc |up(z)| = O <2> Puisque la série de terme général — est
n n

2a| 1 o . o
[tnlloo,[ —aa] S %—2 donc la série de terme général ||un||oo [—a,a] €St convergente, c’est-d-dire :

’pour tout a > 0, la série (de fonctions) Y u, converge normalement sur [—a,al. ‘
e Avec un peu d’habitude, on peut voir qu’en choisissant x,, du type an on obtiendra une série diver-
gente... Par exemple, rédigeons avec x, =n :

On a |uy(n)| =

1
———— < sup |up(x)| = ||u et puisque la série Y. — diverge alors la série
> ||unl|loor diverge aussi (par minoration).
o Méthode plus générale : calcul de " ||un||cor par un tableau de variations :

2
|un| est paire et pour x = 0, |uy(x)| = up(x) = ﬁ que l’on peut dériver :
' () 2(x? 4+ n?n?) — 22(27) n?m? — 2
up (z) = =
n (22 + n272)2 (22 + n272)2
z |0 nm +00
ul, () + 0 -
@0 M, N 0 |
1
donc ||un||co R = ||tUn||co r+ = My = up(nm) = ﬂ%ﬁ’ donc la série Y ||up||oo R diverge :

1.1.3. Les fonctions w, sont continues sur R et pour a > 0, la série > u, convergence normalement
(donc uniformément) sur [ —a,a] donc la somme U est continue sur [ —a,a]. Ceci étant valable pour
tout a > 0, U est continue sur R.

1.2. 1.2.1. D’aprés le théoréme fondamental, la primitive qui s’annule en 0 de la fonction u, est :

2
T /Oa:un t)dt = /Oaz 5 dt = [ln(t2 + n271'2)}0 In(z? + n*7?) —In(n*r?) = In (1 + :2132>
n2mw

Comme T — 5 est la dérivée de x — In (nr:2 + n27r2) alors la primitive qui s’annule en 0 de la

1524-27:::27r
fonction u,, est x — In (2% 4+ 72n?) — In (7*n?) = In (1 + n’g—;)
2 1
L.2.2. Soit x réel : 0 < v, (x) et vy (x) ~ % donc vp(x) = O <2> et donc la série Y v, (x) est
n2m n

convergente.
’La série Y v, converge simplement sur R ‘
+00 oo
1.2.3. On vient de voir que V = Z vy, est définie sur R. En particulier V (0 Z vn (0) = Z 0=0.
n=1 n=1
Soit a >0, on a vu que la série > v), = > uy, convergait normalement sur [—a, ] donc V' est dérivable
sur [—a,al.

Ceci étant vrai pour tout a > 0, V' est dérivable sur R et

vz e R,V (z Zun

’V est la primitive qui s’annule en 0 de la fonction U.‘

L.3. Soit x € R. py(x :BH<1+ ).OT
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In (lﬁl <1+ )) Zln( k:2 ) i ) = ntoo V().

k=1

2
€z _ . . _ V()
Par continuité de exp on a donc nll)r_’r_loo H < + k:27r2> =exp(V(z)), puis lim py,(z)=xe" .

el n—-4o0o

n—-+o0o

X
La suite (pp)nen converge simplement sur R, et pour z € R, lim p,(z) = e’ ®) = zexp </ U (t) dt) .
0

2 Série de Fourier

T

II.1. II.1.1. La fonction g, est continue sur | —m,m[. Et lim - g, = g(m) = ch < > = ch(x).
0
—xT

) = ch(—=z) = ch(z).
T
Donc g, est continue sur R et de classe C' par morceauz sur R donc le théoréme de la convergence
normale assure que g, est égale en tout poz’nt t e R a la somme de sa série de Fourier :

De plus par périodicité lim + g, =lim__+ g = ch (

VieR, g¢.(t)= fao )+ Z an(x) cos(nt) + by (x) sin(nt))

I1.1.2. Pour tout n € N* et tout x € R, la fonction g, est paire donc by(z) = 0.

1 2 (m
II.1.3. ap(z) = / 2 (t) cos(nt) dt = — / 9z (t) cos(nt) dt par parité.
) 7 Jo

2 (7 2
/1 dt =2 et pour n € N*, a, (0) = —/ cos (nt) dt = — [sin (nt)]j = 0.
) 7 Jo ™m

Six=0 :ag(0

>Hl\3

2 (7 t
Six # 0, alors a, (x) = —/ ch <a:) cos (nt) dt. On peut mener le calcul soit en introduisant des
7 Jo s

exponentielles (complexes pour cos, réelles pour ch) soit une double intégration par parties ce qui,
compte-tenu des bornes, me semble préférable :

Tan (x) = [Zsh(Z) cos(nt)]z)r +nZ [ sh(Z)sin(nt) dt
Tan (x) = (=1)"Zsh(x) +nI [Z Ch(“:t) n(nt)] g nQZz o ch(%) cos(nt) dt
donc Sa, (x) = (—1)”§Sh(;r) nQ’T2 San (r) puis

an(@) = (—U”ngigﬂzsh(w) — (1) un(a)sh(z),  ap(0) = 2

I1.2. I1.2.1. D’apres les résultats précédents, on a pour tout t € R :

sh(x RS
h(z) + sh(x) Z(—l)"un(:r) cos(nt)

n=1

9u(t) =

sh(x) =
Pour t =7, g, (m) = ch(z) et cos(nm) = (—1)" donc ch(x) = . + sh(z) Z up(z) d’ot
n=1

pour tout x € R*, U(x) = Z Up () = gh(x) _ =
x

T

11.2.2. V(z) = / U(t)dt = lim [In(sh(t)) — In(¢)]% = ln(Sh(x)) ~ lim ln(Sh(Sa)),

Or sh(a) ~ a donc
0 a—0 X a—0 a
h h
lim > (a) =1 puis lim ln(S (a)) =0
a—0 a a—0 a

vz €R*, V(z)=In (Sh(x)> (et V(0) = 0)
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I1.2.3. Pour x € R*,p(x) = zeV (@) = xbhwﬁ donc p(xz) = sh(x) ce qui, par ailleurs, est vrai également en
z =0.
+oo :EQ
pour tout x € R, on a : sh(z) =p(z) == H (1 + W)
k=1

3 Intégrale a parametre, interversion série-intégrale

sin (tx) x f

, . . s\ 1 x
HI1. II1.1.1. Soit x € R. %1_{% mt =0 et %gr(l) xt =0 donc WtSOT/L‘ d’ou limy_g+h (z,t) = T

I1.1.2. Soit x € R.
e La fonction t — h(x,t) est continue sur ]0,+00].
o D’aprés la question précédente, on peut la prolonger par continuité en 0 donc elle est intégrable sur
10,1]. # faussement impropre pour la borne réelle 0

e au voisinage de 400, |h (x,t)| < Wt oo OXP (—=mt) = 0, or t — exp(—mnt) est intégrable sur
—+00

[1,+00[ donc t — h(x,t) aussi.
pour tout x € R, la fonction t — h(x,t) est intégrable sur |0, +ool.

H1.2. II1.2.1. Pour toutt > 0, la fonction x — % est de classe C*° sur R donc h posséde des dérivées

partielles par rapport a x en tout point de R x ]0,4+o00[ et d tout ordre.

e Méthode via sin” = —sin : )
Oh cos(tx) 0°h sin(tx)
%(x,t) - texp(ﬂ't) -1 @(m,t) =t exp(mt) — 1’
on en déduirait par récurrence sur p :
9°’h in (¢ 9*Ptin ¢
o t) = (aper Sl o (e = (e SRl
x exp (mt) — x exp (mt) —
e Méthode via sin’(0) = sin(f + 7/2)
oh in(tr + % o"h in (tx +n%
—(x,t) = sin(te +5) 2), donc par récurrence surn € N, — (x,t) = t"—sm( z+n3) .
Ox exp(mt) — 1 ox™ exp (mt) — 1

puis sin(0 + 2p%) = sin(f + pr) = (—1)Psin(f),sin(0 + (2p + 1)5) = (=1)Psin(0 + §) = (—1)P cos(6).
II1.2.2. Soitx € R et n € N*. (le casm =0 a été vu au I11.1.2)) :

n
PN @(;p,t) est continue sur ]0,4o00[ ;

o Je préfére éviter de séparer n pair/impair...

wt>0,  0<|2R t)’<t” L (1)
Z % - -
’ S 1oz T exp(nt) — 1
1 L1 . - o .
or t"——— ~ =" " qui admet une limite finie quand t tend vers 0 car n > 1, donc
exp(mt) — 1t—07
1
t— t”T est intégrable sur]0,1] (car prolongeable par continuité en 0) et, par (1),
exp(mt) —
n
t— %(SL', t) est intégrable sur]0,1];
e t"———— ~ P ™. Or lim t*t"e”™ =0 < 1 (croissance comparée) donc au voisinage de
exp(ﬂ't) — lt—+o0 t——+o00

1 1
+00, on aura t?t"e™™ < 1 donc 0 < t"e™™ < — - L’intégrabilité de t — o) sur | 1,+00] entraine
13

1)_1 et (1) celle t — ng(x,t)

celle de t — t™
exp(mt

1

la fonction t — W(x,t) est continue et intégrable sur |0, +ool.
x

+o0
II1.3. On applique le théoréme de dérivation a f(x) = / h(x,t)dt
0

e On a vu que f était définie sur R (cf 111.1.2) ;
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"

oxm

e que h admettait d tout ordre des dérivées partielles par rapport a x et que t — (x,t) étaient

intégrables sur 10, +oo[ (cf I1I1.2)

e reste la domination : On a en fait démontré que t — t" est intégrable sur ]0,+oo[ et que

exp(nmt) — 1
relation (1) est valable pour pout réel x et tout n € N* ce qui permet d’appliquer le théoréme du
cours.

Donc f est de classe C*° sur R et que, pour tout © € R et tout m € N, on a :

+ _ 2 : + _ 2m—+1
£ () :/ % (—1)™t2" sin(tx) dt et fEmHD () :/ 00 (—1)m2m+1 cos(tx) dat.
0 exp(nmt) — 1 0 exp(7mt) — 1

Remarque : y compris pour f0) = f.
IIT.4. III.4.1. Archi classique : somme d’une série géométrique avec ¢ = e € [0,1] :

+o00
1 t 1 1
Pourt >0, Z exp(—nmt) = exp(—mt) eXp(W )

1 —exp(—nt)  exp(nt)exp(nt) —1 exp(7rt) -1
II1.4.2. Pour tout n € N* et tout x € R, la fonction t — exp(—nnt)sin(tz) est continue sur [0,4o00] et
dominée par t — exp(—nnt) qui est intégrable sur [0,4o00[ :

la fonction t — exp(—nmt)sin(tx) est est intégrable sur [0, +0o0].
Pour le calcul on peut faire une double intégration par parties ou utiliser les complexes :

b b 1
Pour b > O,/ exp(—nmt) exp(itz) dt = / exp([—nm + iz|t) dt = ———— [exp([—n7 + ia:]t)]g
0 0 —nm +1x
Or |exp([—nm + iz]b)| = |exp(—nnb) exp(izd)| = exp(—nwb) X 1 =1 0 donc
+oco b 1 :
/0 exp(—nmt) exp(itz) dt = Einoo ; exp(—nmt) exp(itz) dt = m(O -1)= m

D’ou en prenant la partie imaginaire :

oo P oo x 1
exp(—nnt)sin(tr) dt = Im exp(—n7t)exp(itz)l | = —5——= = zun(x).
| expl-nat)sin(ez) ([ esplenmexp(ita)t) = s = Juala)
1I1.4.3. < Remarque > : I’énoncé revient aux sommes partielles car on ne pouvait pas appliquer le théoréme
du cours...
Pour tout n € N*, pour tout x € R, pour tout t > 0 (pour que g =e™ ™ #1) :

B k=n . B 1 —exp(—nnt) . B sin(tx)
hin(x,t) = kzzjl [exp(—mﬁ)]k sin(tz) = exp(—m‘)m sin(tz) = (1 — exp(—mrt))em —

On va appliquer le théoréme de convergence dominée (v est fixé) :

e (convergence simple) Pour tout t > 0,hp(2,t) —n—io0o h(z,t) et on constate que la limite simple
t — h(z,t) est continue sur]0,4+o00| ;

o pour tout n € N*, t — hy(z,t) est intégrable sur]0,+o0] ;

e (domination) Pour tout n € N* :

Vi >0, |hp(z,t)] = ‘(1 — exp(—nmt))

et on a vu que la fonction t — |h(z,t)| était intégrable sur]0,+oo [
donc d’apres le théoréme de convergence dominée :

sin(tx)

< | sin(tx)|
e™ —1

ot — ]

+00 +00 +o0 k=n
f(z) = / h(z,t)dt = lim hn(x,t) dt = lim Z exp(—kmnt)sin(tz) dt
0 k=1

n—+o0 Jq n—+oo Jq

Or par linéarité

+oo k=n k=n 1
/ Zexp —kmt) sin(tx) dt = Z/ exp(—kmnt)sin(tz) dt = Z Uk

1
pour tout x € R, f(z) = iU(SL')



