CCP 2009 PC 2¢ épreuve Corrigé pour I'UPS
Partie 1

I.1.1 Du développement en série entiere de exp on obtient :

( ) i (_1)nzn ( z” i (_1)p 2
exp(—zx) = ———a" et f(x) =exp (——) = 2P| qui sont bien des séries entieres
s n! 2 = pl2p

de la variable x avec un rayon de convergence infini.

—1)nen 1)
I.1.2 En notant a,(z) = %, bopr1 = 0,ba, = ( '22) les coefficients des séries entieres précédentes
n! !
N 2
x x . :
et en remarquant que F'(x,z) = exp (—zx — ?> = exp(—zx) X exp (—5) on sait que (produit

de séries entieres) :

n

F(z,z) = Z A, (2)x"™ avec | Ap(z) = Z i (2)bp—k = an(2)bo + an-1(2)by + - - - + ap(2)by |.

k=0

Les a;, étant polynomiales de degré k, ‘An est polynomiale de degré n ‘
Ao(z) = ao(2) =1, A1(2) = a1(2) + 0 = —z, | Ho(2) = 1, Hi(2) = 2|

) dF S n S n
I.1.3 D’une part E(w, 2)=(—z—2x)F(x,2) = — Z% Ap(2)za" — nz:; A, q(2)x

n=
D’autre part par dérivation de la série entiere de la variable x, on a
dF [o¢] o0

a(;ﬂ, z) = ;nAn(z)x"_l = %(n + 1A, (2)2".
Par unicité du développement en série entiere, on obtient (n + 1)A,11(z) = —zA,(2) — A,_1(2)
pour n > 1 soit encore pour n € N : (n + 2)A,12(2) = —2zA,41(2) — A,(2) et en multipliant par

(=1)"(n+ 1)! on obtient |pour n € N,z € C, H,12(2) = +2H,11(2) — (n + 1)H,(2)

2
121 f() =exp (=% ) /') = ~afla) done ') = ~af (o) ~ )],
Par récurrence — ou en dérivant n la relation précédente par la formule de Leibniz (pour le terme
en zf'(x)) — on obtiendra

dn+2f dn+1f
dgnt2 () + R

pour n € N,z € R, () + (n+1) (x)=0

dxn

1{ (x) = (—=1)"f(x) K, (x) pour les trois rangs et de diviser par (—1)" f(x) #
0 pour obtenir la relation | K, 4o(x) — 2 K,11(x) + (n + 1)K, (z) = 0.
Ko(z) = 1f(x)/f(x) =1 = Ho(x), Ki(z)=—[(2)/f(z) =z = H(z).

Par récurrence on montrerait que | K,,(x) = H,(x) pour tout n € N et tout z € R|— méme relation

1.2.2 Il suffit de reporter d

de récurrence et égalité pour les rangs 0 ET 1 —

Remarque : Le texte n’est pas clair puisque K, semble étre définie comme une fonction d’une variable réelle
et H,, d’une variable complezxe et nulle part on parle de polynome (formel). Il me semble que ce qui figure
au dessus suffit. Néanmoins : on montrerait aussi que K, (x) est polynomiale en x donc les deuz polynémes
K, et H, coincident sur R — donc pour une infinité de valeurs — donc sont égaux.

1.3.1 On dérive H,41(z) = K,1(z) = (—1)" ! exp(+22/2) "V (z) comme un produit :
Hy () = a(=1)" exp(a?/2) fOF) () + (=1)"* exp(a?/2) f*+D (1) = wHps1(2) — Hoyz() donc
Hy, () = (n+ 1) Hy () |
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1.3.2 On a aussi en dérivant f(z)H,(z) = (—1)"f"™(z),

fa)Hy (2) =2 f(2)Hy(x) = (=1)"f"* (@) = — f(2) Hyra (x) done Hy (x) —2H,(x) = —Hypa(2) puis
en dérivant a nouveau

H(x) —aH)(x) — Hy(v) = —H, () = —(n+ 1)H,(x) d’ou | H)(x) — vH] () + nH,(z) = 0.

4 2 4

1.4 ¢, (2) = (—1)"Hy,(x) exp (—%2 s () = (=1)"H, () exp (‘x_?) ~ 5 (U H @) exp (_xj)
puis 7 (2) = (1) H(2) exp (_%) e 1) H (@) exp (—%) + 2 1) () exp (—%)

done () = pu(w) = (~1)"[H}(x) = wH; (x)] exp (—%) d'ott |9} () = - pule) = —nipu(@) |

I.5.1 Notons ¢ : © — H,(x)H,(z) f(z).
Comme H,, H, sont des fonctions polynomiales et que f(x) = exp(—x?/2), g est continue sur R et
est, par croissances comparées, négligeable devant x — 1/2? au voisinage de 4oo. Il en résulte que

g est intégrable sur R donc que | I, , existe pour tout (p,q) € N2.

+o0
1.5.2 I)11 401 = Hyp1(2) (=17 @) (2)dz. On se place sur un segment et on intégre par
parties avec u = H,,u' = H) ., = (p+ 1)H,, v' = (=1)a+tflat) gy = (—1)a+ @ = —H f.
Le produit wv = —H,H,f aura une limite nulle en 00 donc apres les passages a la limite on aura :
+oo
]p+17q+1 = O—O+(p+1) Hp<x)Hq(x)f<x)dx = (p+1)[p7q et Ip-i—l,q—i—l = (p + 1)[p,q = (C] + 1)]p,q

(par symétrie). Puis [Si p # ¢, I, , = 0 et I,, = p!Iy = 27 p! | (par récurrence).

Partie 11

II.1Théoréeme de continuité

e Pourt € R, v +— F(t,2i 7v) est continue sur R;

e Pour v € R, t — F(t,2i7v) est continue sur R et |F(t,2i 7v)| = exp(—t?/2) = f(t) ce qui prouve
Iintégrabilité — f est intégrable sur R — tout en étant une domination.

Le théoreme du cours s’applique f est continue sur R.

0
I1.1 Théoréme de dérivation : a—F(t, 2iv) = —2intF(t,2i 7v)
v
e Pourt € R, v +— —2intF(t,2i mv) est continue sur R;
e Pour v € R, t — —2imtF(t,2i 7v) est continue sur R et | — 2imwtF (¢, 2i 7v)| = 2r|t| exp(—t%/2) =
27|t| f(t). On montrerait que ¢ +— |t|f(t) est intégrable sur R — comme précédemment ou en utilisant

la dérivée de f —, le théoreme du cours s’applique f est de classe C! sur R.
I1.2 On a f'(v) = / —2intF(t,2i mv)dt. Classiquement on utilise une intégration par parties. Si

on ne voit pas que —t exp(—t2?/2) est une dérivée, on peut utiliser I'indication du texte...
—2imtF(t,2i mv) = —4n?vF(t,2i mv) + 2im(—2inv — t)F (¢, 2i 7v)

La on reconnait dans le second terme la dérivée par rapport a t de F(t,2inmr) or ceci a une limite
nulle en +o0o puisque son module est exp(—t*/2), donc on aura

() =—=4x’vf(v) +0—0

I1.3.2 | f(v) = f(0) exp(—2m202) = V27 exp(—27%1?)
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Partie 111

I11.1.1 On a |z| < A < 27n donc x —27n < 0 et donc x — f(x — 2nm) est croissante sur [—A, A] car
f est croissante sur R , de méme comme z + 2nw > 0 et f est décroissante sur R*, x — f(z + 2nm)
est décroissante sur [—A, A].
un = 0 et sur [—A, A] on a d’apres ci-dessus :

(2nm — A)?
un(z) = f(z—2n7m)+f(x+2n7) < f(A=2n7m)+f(—A+2nm) = 2f(2nm—A) = 2exp (—T)

ITI.1.2 Par croissance comparée exp (—M) = O(7) donc - exp (—M) converge et donc

d’apres I11.1.1. | > u,, converge normalement sur [—A, A].

IT1.2.1 En particulier ) u, converge simplement sur [—A, A] et comme pour tout réel z il existe A

tel que x € [—A, A] — question stupide, réponse stupide! — bref | Y w,, converge simplement sur R.

IT1.2.2 Les u, sont continues sur R et la convergence est normale sur [—A, A] donc U est continue

sur [—A, A] ceci pour tout A > 0 donc |U est continue sur R. |

111.2.3 En utlhsant que f est palre et un changement d’indice :

Z f(—x — 2km) Z f(x 4+ 2km) Z f(xz —2pm) = U,(z) puis en faisant tendre n

k=—n k=—n p=—n

vers +oo, U(—z) = U(x).

I11.2.4 U, (z + 27) fo—z —Dr Z f(x —2kn) = f(x+2(n+ D7 Zf

2km) — f(xz — 2nm) or E;_ﬁT;(e) li;n flx+2(n+ 1;37;)_71:10 = lim f(x — 2n7) dou U(z) =0 jE(x) — 0.

U est 2m-périodique.
| |

I11.3.1 U est de classe C! sur R (admis), elle coincide avec sa série de Fourier...

IT1.3.2 Linéarité, changements de variable puis relation de Chasles (en faisant attention) :

s k T—2pT
Uk(z) cos(nz)dz = Z f x — 2pm) cos(nzx)dx = g / f(t) cos(nt + 2knm) dt
—T YT p=—k —T—2pm —
=cos(nt)

s T42km
/ Uk(z) cos(nz)dx = / f(t) cos(nt)dt car les domaines d’intégration sont successivement
—r —n—2k7

pour p=—kak:

(=7 + 2km, m + 2kn], [=37 + 2km, —m + 2k7] ... jusqua... [-7 — 2km, m — 2kn7]

IT1.3.3 On pose (n fixé) : vy(x) = wp(x)cos(ne) en utilisant |vy(x)] < |up(x)] < ||Upl|oo (-]
on montre que la série de fonctions v, converge normalement sur le segment [—A, A] on a donc

m +oo
Z / vp(z)dr = / Z vp(z)dz ce qui donne le résultat. Puis d’apres I11.3.2. on a apres passage

la hm1te (I'intégrale converge e

™ (2k+1)m “+oo
/ U(z) cos(nx)dxr = hm/ f(t) cos(nt)dt = f(t) cos(nt)dt.

-7 (2k+1)7 —o0

I11.3.4 a,, = ! /7r U(z) cos(nx)dzr = l%/ﬁo exp(int — t2/2) cos(nt)dt = lS‘E(f(—n/%r))
TJ x I 7r

En fait f est & valeurs réelles — cf IT mais ¢’est aussi lié au fait que ¢ — sin(t) exp(—t2/2) impaire &
une intégrale sur R qui est nulle —
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