Correction MATHS 1, concours CCP 2009, filiere PC

Partie |

L.1) Soit S € Sp*(R), soit M e #,(R).

m Montrons tout d’abord que , ‘MSM est symétrique: ‘(‘MSM)="M'S'(‘M)="MSM
m Ensuite, pour tout X de 4, 1(R), 'X'MSMX = (MX)S(MX)

Or MX e/1(R) et S € Sp*(R), donc '(MX)S(MX) > 0.

Finalement, 'MSM e Sp*(R).

1.2) Soit S une matrice symétrique réelle d’ordre n

L -1 . L - .
Ecrivons S = PDP ~, ou D est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de S, et P une

matrice orthogonale d’ordre n. On peut donc écrire D = 'PSP
N

Remarquons que si Y:< : ) eMp1(R), etsi Ay, ..., A, sont les valeurs propres de S (comptées avec leur ordre de multiplicité),
Yn
alors'YDY =iy yi% + ...+ Ay Yo
On en déduit que S € Sp*(R) (respectivement Sp™(R) ) = D = 'PSP e Sp*(R) (resp. Sp**(R) )
= 'YDY > 0 (resp >0 si Y #0)
= My’ + .. Fhyl> 0 (resp >0 si Y#0)

En prenant successivement pour Y chacun des vecteurs de la base canonique de R" , on obtient A; >0, ..., >0

(resp. A1 >0, ...A, >0)
Réciproguement si on suppose toutes les valeurs propres de S positives (respectivement strictement positives), alors pour tout Y
de #,1(R),'YDY =k yi®+ ..+ kYo > 0 (resp>0si Y # 0), donc D € Sp*(R) (resp. Sp™*(R) ) , et par suite

s=(P )Pt esy'(R) (resp. S0 (R))

1.3) La matrice A:(_Z1 _11) est clairement symétrique. Pour montrer qu’elle est positive, déterminons ses valeurs propres: son

+\5 345
et =5

N R . . 3
polyndme caractéristique est X2—3X +1, qui admet pour racines 5

Les valeurs propres de S sont donc strictement positives (car \/E <3).
Bilan: A est symétrique positive, et méme définie positive.

-1 0 O
1.4) La matrice B:< 0 2 —1) est clairement symétrique. En utilisant la matrice A de la question précédente, on peut

0 -1 1
3+\V5  3-45
2 T

affirmer que les valeurs propres de B sont -1, . La matrice B n’est donc pas positive.
L5) Soit S € Sp*(R), et soit une matrice symétrique réelle semblable a S, c’est-a-dire il existe une matrice d’ordre n inversible P
telle que T = PSP . Montrons que T e Sp*(R).

Les matrices T et S représentent le méme endomorphisme de R" dans deux bases différentes, donc leurs valeurs propres sont les
mémes, donc celles de T sont positives, c’est-a-dire T € Sp*(R).

1.6) a) SoitM e 4’/n(R). Si A est une valeur propre de M, alors A est non nul (sinon il existerait X = 0 dans #, 1(R) tel que MX =0,

ce qui contredit le fait que M est inversible), et A% est valeur propre de M " (en effet si on note X un vecteur propre non nul
associé a la valeur propre 2, alors MX = AX = X =AM X = A1X=M"X , c’est-a-dire A est valeur propre de M " avec
comme vecteur propre X).

On a donc montré I’implication: A € sp(M) = At e sp(M™) .

A présent si . est une valeur propre de M, alors en appliquant le raisonnement précédent &8 M * au lieu de M, on montre que p est
non nul et que p* est valeur propre de (M) =M

Finalement, nous avons I’équivalence A € sp(M) < Atesp(M™) .

Bilan: si le spectre de M est sp(M) = {1, ..., Ap } , alors le spectre de M Yest:sp(M ) = {7 ., kp'l }



1.6) b) SoitS e Sp**(R). Ecrivons S = PD Pgl, ou D est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs

propres de S, et P une matrice orthogonale d’ordre n.

D est inversible (matrice diagonale de coefficients diagonaux non nuls), donc S est inversible comme produit de matrices
inversibles. De plus, les valeurs propres de S étant les inverses des valeurs propres de S, elles ont bien strictement positives,
c’est-a-dire S * e Sp*(R).

1.7) Soit S une matrice symétrique réelle d’ordre n

Ecrivons S = PDP 71, ou D est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de S, et P une
matrice orthogonale d’ordre n.

N
Soit Yz( : ) eM1(R) , alors'YDY = '(PY)S(PY)=0 par hypothése.

Yn
Or'YDY =X V2 + .ot Ao Yo
B4
Remarquons que si Y:< : ) eM1(R), etsiAg, ..., A, sont les valeurs propres de S (comptées avec leur ordre de multiplicité),
Yn

alors'YDY =Ay yi? + .ot A Vol

. . n . a1
En prenant successivement pour Y chacun des vecteurs de la base canonique de R, on obtient A; =0, ...A, =0, c’est-a-dire
toutes les valeurs propres de S sont nulles.

1 1

Par suite S=PDP "=POP "=0

1.8)a) SiS,~S; € Sp*(R)., etsiS;— S, € Sp*(R)., alors pour tout X de 4, 1(R), 'X(S,—S1)X > 0, et 'X(S;—S,)X > 0, donc
'X(S,—S1)X = 0. En utilisant la question 7), on en déduit donc que S,—S; =0, c’est-a-dire S;=S,.

4 ) : _(1 0 _(—2 0
1.8) b) Considérons I’exemple suivant S; = (0 _1) et Sz—( 0 2)

— -3 0 + _ 3 0 +
Alors S-S, = o 3) ¢Sn*(R)., etS,—S, = (0 _3) ¢Sn'(R).

1.8) ¢) Considérons I’exemple suivant S; = ((1) (1)) etS, = ((2) (1))

Alors S,—S; = ((1] g) € Sp"(R)., mais S,—S; & Sp""(R) (pourtant on a bien S, # S;)

1.8) d) Supposons que S,—S; € Sp*(R)., soit o € R. Alors la matrice aS,— aS; = a(S,—S; ) admet des valeurs propres positives
sia >0, et négatives si o < 0.
Donc msi o >0, aS;<aS,; msia<0,aS,<aS;

1.8) €) (S,+S)—(S:+5)=5,—S; € Sp"(R)., donc on a bien $;<S, = S;+5S<S, +S
1.9) SiS,—S; e Sp*(R) alors 'MS,M - 'MS;M = 'M(S,—S;)M e Sp*(R) d’aprés la question 1)

1.10) a) Sionsuppose que S— 1, € Sp*(R) , alors les valeurs propres de cette matrice sont positives. Or si spectre (S) = {A1, ...,

A}, alors spectre (S—1,) ={A1 -1, ..., Ay - 1},. On peut donc dire que toutes les valeurs propres de S sont supérieures a 1.
On en déduit en particulier que S € Sp™"(R)., donc S est inversible d’aprés la question 6)b).

1.10) b) D’aprés la question 6)a) spectre(S™) ={\™, ..., A," }, donc les valeurs propres de S * appartiennent 210,1], en
particulier S e Sp™*(R) , c’est-a-dire S * > 0.
De plus spectre(S ™~ 1,) ={A™" -1, ..., A, - 1}, donc les valeurs propres de S~ I, sont négatives, c’est-a-dire S '< 1, .

1.11) a) S est symétrique car 'S = '(‘MM) = 'M'(‘M) = 'MM =S

1
De plus pour tout X de #,:(R) \ {0}, 'X'MMX = (MX)(MX) =y, + ...+y,* si on pose MX:( : )
Vn



OrX =0 = MX=0 car M est inversible, donc 'XSX =y;2 + ...+y,2 >0
On a donc bien S définie positive.

aq eee 0
1.11) b) Si S est diagonale définie positive, alors S est de la forme S = [ P l , U pour tout entier i entre 1 et n a; > 0.
0 ves an
Ja; -+ 0
EnposantM = i |, onabien M inversible et S='MM

0o - \/a_n

1.11) ¢) Si S est symétrique définie positive, alors on peut écrire S = PD Pfl, ou D est une matrice diagonale définie positive.
Donc d’aprés la question précédente, il existe M e ¢Z,(R) tel que D= "MM .

On aalors S = PtMMP_lzt(M ‘P)(M 'P) carP T='p
EnposantN =M 'P , on a bien N e ¢/n(]R) (produit de matrices inversibles), et S='NN

1.12) Notre hypothése est 0 < 'M;M; < S,

D’aprés la question 9), ceci implique ‘(M;™%) "M My M, < Y(M, ™) SoM, ™ clest-a-dire 1, < (M, ) S,M; !
En utilisant ensuite la question 10)a), on en déduit que (M, %) S,M,* est inversible, donc S, est inversible.

En utilisant & présent la question 10)b) , on a ( '(M;}) S,M, ™ )?* <1, dou'™, S,* M, <lI,

On utilise & nouveau la question 9) pour écrire M, *(‘*M; S, M)'(M, ™) <M, 1 ' (M, ), doui S, <8,

Partie 11

11.1) a) Etant donné que A, # Ay, les systémes suivants sont équivalents:

Pi=_ 1 (Sl

{IH:P1+P2 o1 e

S=MPi+2P2 7 |p,=_ 1 (a,1,-9)
A—Ao

Ces deux matrices sont symétriques comme combinaison linéaire de deux matrices symétriques.

Le systeme proposé admet donc bien un unique couple solution (P1,P,)

11.1) b) SionécritP 'SP = %,D;+x,D, ot D, = diag(l,..,1,0,..,0) (1 étant répété n, fois) et D, = diag(0,..,0,1,..,1) (1 étant
répété n, fois) , alorsonaS = A;PD;P '+ A,PD,P .
Sion pose P,=PD,P ' et P,=PD,P ' onabienS = AP+ A,P5, et de plus P;+Py=P( D+ D,)P ' =P(I,)P ' =I,

OnaalorsP?=PD,>P ' =PD,P ' =P, , de méme P,’==P,
P.P,=P(D; D,)P *=POP ' =0, etP,P;=0
rg(P.)=n; et rg(P)=n,

11.1) ¢) Pour tout entier naturel k, S*=(A1P;+ L,Py)*
Les matrices P et P, commutent, donc nous pouvons appliquer la formule du binéme de Newton

k \ip k-ig ip i
Sk: ic=0(i)7\‘1k 'Plk 7\.2|-P2 -
Or P,P,=0, P,P,=0, P,'=P, et P, ==P,sii est un entier naturel non nul, donc finalement la formule se simplifie:
Sk:)\,lk P1 + }nzk Pz

Soit Q un polyndme a coefficients réels, que nous pouvons écrire sous la forme Q = a,+aj X+...+a,a“
Onaalors Q(S) = ay+a1S+...+a;8"=ay+ a1 (A1P1+AP2)+...+ ay(A1"P1+12"P2) =Q(A1)P1+ Q(A2) P2

21 .1
Hd) So=1|1 2 _ |Déterminons son polyndme caractéristique:



2-X 1 . 1 n+1-X 1 . 1 1 1 . 1

Pso(X)=1 1 2-X . n+l-X 2-X . 1 2-X .
So( ) _ _ (n +1— X)
. . 1 . . 1 . 1
1 . 1 2-X| |In+1-X . 1 2-X i . 1 2-X
1 1 . 1
Pso(X)= (n+1-X) [0 1- X .| (on a soustrait la ligne 1 a chacune des autres lignes du déterminant)
. 0 . 1
0 . 0 1-X

Finalement, Pgo(X) =(n+1—X)(1—X)"*
Donc la matrice Sy admet deux valeurs propres A, =letA,=n+1

En utilisant les formules Pl:x 1k (So—2Axly) et PZ:X 1k (A11,—Sy) , on obtient

1— A2 1— A2
1(n-1 -1 . -1 (11 .1
Pi=—1 1 n1 | etPa= g
. S L
1 . -1 n-1 1 .11

11.2) a) Soit (x,y) € R"xR", notons X et Y les matrices colonnes des coordonnées des vecteurs x et y dans la base canonique de
R". Onaalors (u(x) | y) = (SX)Y ='X'SY =X SY = (x| u(y))

11.2) b)

Si i et j sont deux entiers naturels distincts compris entre 1 et p, considérons x; un vecteur du sous-espace propre E;, et x; un
vecteur du sous-espace propre E; .

Onaalors A; (xi [ X)) = (ixi) [ %)) = (u(xi) | %)) = (%i | u(x})) = A; (%i | X))

Or Ai #;, donc (x; | X;) =0 . Nous avons donc bien montré que E; est orthogonal a E; .

p
Comme de plus S est diagonalisable, on peut écrire ) E; = R"
i=1

11.2) ¢) i) Tout projecteur orthogonal est un endomorphisme symétrique, donc est associé a une matrice symétrique dans toute
base orthonormée. Par conséquent la matrice Pj est symétrique.

11.2) ¢) ii) Si x;est élément de Ej, alors pi(x;) = 0 si i#]j , et pi(x;) = x; sii=j .

On en déduit que si i = , alors pour tout vecteur x de R", pi(p;(x)) = 0 car p;(X) € E;

Donc p; o pj est I'application nulle, d’ou P;P;=0.

11.2) d) Enreprenant les notations employées dans la réponse a la question 11.2) ¢) i) , pour tout entier i entre L et p, P; = PDiP71

p p p p
Jdone SR =P( 3D )P t=pPi, Ptz et Yapi=P (YaD P T=PD P s
i=1 i=1 i=1 i=1

p p P p

11.3) &) Sf(S)= AjP; x D f(h)P; Orsii=j, PiP;=0, donc Sf(S) == > hif(i)P:*= Y Aif(hi)P; car P =P;
j=1 i=1 i=1 i=1

On obtient la méme expression en calculant f(S)S.

P
11.3) b) Soit X un vecteur propre de S pour la valeur propre A,. Onaalors f(S)X = Zf(ki)PiX
i=1
OrPX=0sii=k,etP;X=Xsii=Kk(car P; est la matrice de la projection orthogonale sur E;)
Donc f(S)X = f(Ar) X, c’est-a-dire X est un vecteur propre de f(S) pour la valeur propre f(iy).

11.3) ¢) Enreprenant les notations de la question 11.1) d) , cos(nSg)=cos(n)P; + cos((n+1)x)P,, c’est-a-dire:
n-1 -1

-1 ntl (1 1 . 1
COS(nSo)=% -1 n-1 LD

' n
. . -1 . .
-1 . -1 n-1 1 .11



11.4) a) On peut définir g(S) si et seulement si les valeurs propres de S sont strictement positives, autrement dit si et seulement si
S € Sn"(R).

p p
En notant S = ZMPi la décomposition spectrale de S, g(S) = Z % P;

i=1
i=1

Or ceci est la décomposition spectrale de S, car les valeurs propres de S sont les inverses des valeurs propres de S, associées
aux mémes sous-espaces propres.

On a donc bien g(S)=S"".

On en déduit que g est matriciellement décroissante sur ]0;+oo[ car si A et B sont deux matrices de Sp™"(R) telles que A < B,
alors B* < A™ d’aprés la question 1.12).

11.4) b) On peut définir h(S) si et seulement si les valeurs propres de S sont strictement supérieures a -1.

Ai+1 x+1
i=1

p P p P
Ennotant S = ZkiPi la décomposition spectrale de S, h(S) = M P, = ZPi— Z ﬁ P; (car six>-1, xxﬁ =1- L)
i=1 '
i=1

i=1
Or les valeurs propres de I, + S sont les valeurs propres de S augmentées de 1, associées aux mémes sous-espaces propres, donc

pour tout entier i entre 1 et p, ﬁ correspond & une valeur propre de (I, + S)*
i

Finalement, on a bien h(S)=1,-(l, +S)™*

Montrons que h est matriciellement croissante sur ]0;+oo[ :

Si A et B sont deux matrices de Sp(IR), de valeurs propres strictement supérieures a -1, alors:

A<B= I, +A < I,+B = (I, +B) < (I, +A)* = (I, +A)? <-(1, +B)™* = 1, -(1I, +A)* < 1,-(1,+B)?* = h(A) < h(B)

11.5) a) Déterminons les valeurs propres de la matrice A(x)— B(x):

2 2
Apreés calculs, le polyndme caractéristique de cette matrice est X (X — M%&) donc les valeurs propres de cette matrice

sont 0 et M%ﬁ qui sont bien positives. Donc A(x)—B(x) € Sp*(R), c’est-a-dire B(x) <A(X).

11.5) b) Déterminons les valeurs propres de la matrice A(x):
Aprés calculs, le polyndme caractéristique de cette matrice est X*—2ch(x)X +1, de racines A, =e* et A,=e* (distinctes car x = 0)

En utilisant les formules T lx (A(X) = Aaly) et Pz:k lx (A112—A(x)) , on obtient :

1= A2 1— A2
P (170 1P (D 52

1/2 1/2)+e ( 1/2 —1/2)

La décomposition spectrale de A(X) est donc A(x)=eX(1/Z 1/2 ~1/2 1/2

11.5) ¢) Sia >0, pa(A(X))=pu(e*)Pi+pas(e )P, =e*Pi+e ¥P, = A(ax))

11.5) d) De maniére immédiate, on peut affirmer que la décomposition spectrale de B(x) est B(x)=0 ((1) g) + Chl(x) (g (1))

0 0
DonCpa(B(X)):pa(O)((l) 8)+pa(ch%x))(g (1)):<0 ch“l(x)>

11.5) e) Apres simplifications, det[p,(A(X))—pa(B(x))]=1- —Ccllllg‘?j))

En utilisant des développements limités a I’ordre 2 au voisinage de 0, on obtient :
2
2) 2= 2
ch(ax) B (O(—(X ) 9 +oo(x )

1- = 2 qui est équivalent au voisinage de 0 a
ch%(x) x4 ( 2)
1+a 9 too\x

a(l—a)x?
2

Si a >1, cette expression est négative au voisinage de 0.

Donc pour x au voisinage de 0, la matrice p,(A(X))— p.(B(x)) admet au moins une valeur propre négative, c’est-a-dire
Po(A(X)~Po(B(X)) &Sn'(R).

On a donc B(x) < A(x), mais on n’a pas p,(B(x)) <p.(A(X)).

L’application p, n’est donc pas matriciellement croissante sur ]0;+w[ si a>1.



Partie 111

x1 n n

1. a) SiX= ( : ) eM1(R), , alors XA()X= in Zxkaik (t) , donc "XAX est intégrable sur | comme somme et produit de
Xn i=1 k=l

fonctions intégrables sur I.

On a alors, par linéarité de ’intégrale, ItXA(t)th =D X D X jaik (t)dt ="X j A(t)dt X
|

| i=1 k=1 |

111.1) b) Sion note M=(m) dans #,(R), alors f(t)M = (f(t)m;;) , donc tous les coefficients de cette matrice sont intégrables sur |

car f est intégrable sur I. De plus, pour tous entiers i et j entre 1 et n, I f (Q)m;;dt = mijj f (t)dt , c’est-a-dire
|

|
If(t)Mdt :[I f(t)dtJM
I |

111.2) a) Soit o € ]0,1[, et soit x > 0. Montrons que I’intégrale F(x) = jm m dt est bien définie:
0

e remarquons que 1+xt=0six >0ett> 0, I'intégrale est donc impropre en 0 et en +o0

e étudeenO: (1+X—Xt)t°‘ S tx—a , dont I'intégrale converge en 0 (intégrale de Riemann avec a € ]0,1])

e  étude en +oo: (1+))(( 0 ~ ta1+1 , dont I'intégrale converge en +o (intégrale de Riemann avec ao+1 >1)
+00

111.2) b) En effectuant le changement de variable u = xt (du = xdt), on obtient les égalités suivantes:
Foo= [ 2 :f“‘Ldu - xo fd—u
,  (L+xt)te 0 1+ w)u” N 0 1+uw)u”

+ o
Posons C = —du__ o qalors C > 0 (car la fonction u
,  (I+wur

et C vérifie F(x) = C x

1 — est continue strictement positive sur O ; +oof )

1+uw)u

111.2) ¢) Soitt> 0, et soit S une matrice symétrique définie positive (donc toutes les valeurs propres de S sont strictement

p
positives). Si on note spectre (S) = {A;, ..., A, }, €t S= inPi la décomposition spectrale de S , alors spectre (S™ + tl,) = {A, " +
i=1
t ..., xp'l + t}, donc toutes les valeurs propres de S™* + tl, sont strictement positives (car t > 0).
On en déduit en particulier que S™ + tl, est inversible, et que son inverse a pour décomposition spectrale

P P
-1 1_ 1 o A )
7+ th )™= E (;\i)’1+tp' § ,1+kitP'
i=1

i=1

111.2) d) En utilisant la question 111.1)b), on en déduit que F(S) = izlfimPidt:f“'tla(s-1+t|n)-1dt
i 0

o i=1

111.2) e) Soitt> 0. On a les implications suivantes:
A<B =B <A =Bt <AMtl, = (A tl,)" <(B+1l,)", c’est-a-dire
VX e M (R), XA +11,)" X <™X(B *+1tl,) !X
On en déduit que ¥ X e #1(R), 'X tl (A1) X < 'X t%(B’l+tIn)’1X
. - LAV S 1 RV S -1 S i
Par croissance de I'intégrale, onaalorsf X t_a (A +tl,) " Xdt < f X t_a (B+1tl,) " “Xdt, c’est-a-dire
0 0

tx [fwtlu(A’l%—tln)’ldt]X < 'X [fwt%(B’utln)’ldt]X-
o 0

On a donc montré que V X € #,1(R), 'XF(A)X < 'XF(B)X ,c’est-a-dire F(A) < F(B).



La fonction F est donc matriciellement croissante sur ]0,+oo]..

De plus, toujours sous I’hypothese A<B, ona F(A) < F(B), ce qui est équivalenta CA* < CB?, c’est-a-dire A* <B® (car
C<0)

L ’application p, , si a € ]0,1[, est donc matriciellement croissante sur ]0,+oo].

1+t2  x+t X+ X

X 2
111.3) a) Soit x > 0. Soit X > 0. fx( t _ 1 )dt:[%ln(1+tz)—ln(x+t)] 0 :In(ﬂ)ﬂn(x)tendvers In(x)
0
lorsque X tend vers +oo.

+o p

p
S , - _ _ t 1 _
111.3) b) On utilise & nouveau la décomposition spectrale S = E AP; , donc In(S) = z (th it )P,dt

i=1
o =1

p p
Or Z %ﬂ P, est la décomposition spectrale de (S+tl,) %, et comme ZPi =1, on peut écrire:

i i=1

|n(si)i f”(#ln—(wun)'l)dt

111.3) ¢) Soient A et B dans Sp™"(R), telles que A <B.

t
+12

t
Onaalors (B+tl,) "< (A+tl,) ", d’ou ) In—(A+tl,) ' < 2 In—(B+tl,)*
J’_

t ; -1 t L -1
VX e M,1(R), X [1+t2In—(A+tIn) 1 X <'X [1+t2In—(B+tIn) 1 X

En passant & I’intégrale, et en utilisant la question précédente, on obtient bien In(A) < In(B), c’est-a-dire In est matriciellement
croissante sur ]0,+ool.



