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Partie I 

I.1) Soit S  Sn
+
( ), soit M  Mn( ).  

■  Montrons tout d abord que , 
t
MSM est symétrique:  

t
(

t
MSM)=

t
M

t
S

t
(

t
M)=

t
MSM  

■  Ensuite, pour tout X de Mn,1( ), 
t
X

t
MSMX  = 

t
(MX)S(MX)  

Or  MX  Mn,1( ) et S  Sn
+
( ), donc 

t
(MX)S(MX)  0 .  

Finalement, 
t
MSM  Sn

+
( ). 

 

I.2) Soit S une matrice symétrique réelle d’ordre n  

Écrivons S PDP
1

, où D est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de S, et P une 

matrice orthogonale d ordre n. On peut donc écrire D
t
PSP 

Remarquons que si Y= 

𝑦1
⋮
𝑦𝑛

  Mn,1( ), et si 1 , …, n sont les valeurs propres de S (comptées avec leur ordre de multiplicité), 

alors 
t
YDY = 1 y1

2
 + …+ n yn

2
 

On en déduit que S  Sn
+
( ) (respectivement Sn

++
( ) ) D

t
PSP  Sn

+
( ) (resp. Sn

++
( ) )  

  
t
YDY  0  (resp  >0 s i  Y )  

        1 y1
2
 + …+ n yn

2
 0  (resp >0  si  Y )  

        En prenant successivement pour Y chacun des vecteurs de la base canonique de 
n

 , on obtient 1 0 , … n 0  

        (resp. 1 0 , … n 0 ) 

Réciproquement si on suppose toutes les valeurs propres de S positives (respectivement strictement positives), alors pour tout  Y 

de Mn,1( ) , 
t
YDY = 1 y1

2
 + …+ n yn

2
 0  (resp >0 s i  Y ), donc D Sn

+
( ) (resp. Sn

++
( ) ) , et par suite  

S = 
t( )P

1
DP

1
 Sn

+
( ) (resp. Sn

++
( ) )  

 

I.3) La matrice A= 
2 −1
−1 1

  est clairement symétrique. Pour montrer qu elle est positive, déterminons ses valeurs propres: son 

polynôme caractéristique est X
2

3X 1, qui admet pour racines  
3 5

2
  et  

3 5

2
 . 

Les valeurs propres de S sont donc strictement positives (car 5 < 3). 

Bilan: A est symétrique positive, et même définie positive. 

 

I.4) La matrice B= 
−1 0 0
0 2 −1
0 −1 1

  est clairement symétrique. En utilisant la matrice A de la question précédente, on peut 

affirmer que les valeurs propres de B sont -1, 
3 5

2
  et  

3 5

2
 . La matrice B n est donc pas positive. 

 

I.5) Soit S  Sn
+
( ), et soit une matrice symétrique réelle semblable à S, c est-à-dire il existe une matrice d ordre n inversible P 

telle que T PSP
1
. Montrons que T  Sn

+
( ). 

Les matrices T et S représentent le même endomorphisme de 
n
 dans deux bases différentes, donc leurs valeurs propres sont les 

mêmes, donc celles de T sont positives, c est-à-dire T  Sn
+
( ). 

 

I.6) a)  Soit M  Gln( ). Si  est une valeur propre de M, alors  est non nul (sinon il existerait X 0 dans Mn,1( ) tel que MX 0, 

ce qui contredit le fait que M est inversible), et 1 est valeur propre de M
1
 (en effet si on note X un vecteur propre non nul 

associé à la valeur propre , alors MX X   X M
1
X   1X M

1
X  , c est-à-dire 1 est valeur propre de M

1
 avec 

comme vecteur propre X). 

On a donc montré l implication:   sp(M)  1  sp(M
1
)  . 

 

A présent si est une valeur propre de M
1
, alors en appliquant le raisonnement précédent à M

1
 au lieu de M, on montre que  est 

non nul et que 1 est valeur propre de ( )M
1 1

M 

Finalement ,  nous avons l équivalence    sp(M)  1  sp(M
1
)  . 

Bilan: si le spectre de M est sp(M) = { 1 , …, p } , alors le spectre de M
1
 est : sp(M

1
) = { 1

-1
 , …, p

-1
 }  



 

I.6) b)  Soit S  Sn
++

( ). Écrivons S PDP
1

, où D est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs 

propres de S, et P une matrice orthogonale d ordre n. 

D est inversible  (matrice diagonale de coefficients diagonaux non nuls), donc S est inversible comme produit de matrices 

inversibles. De plus, les valeurs propres de S
1
 étant les inverses des valeurs propres de S, elles ont bien strictement positives, 

c est-à-dire S
1
  Sn

++
( ).  

 

I.7)  Soit S une matrice symétrique réelle d’ordre n  

Écrivons S PDP
1

, où D est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de S, et P une 

matrice orthogonale d ordre n.  

Soit Y=  

𝑦1
⋮
𝑦𝑛

  Mn,1( ) , alors 
t
YDY = 

t
(PY)S(PY)=0 par hypothèse. 

Or 
t
YDY = 1 y1

2
 + …+ n yn

2
 

Remarquons que si Y= 

𝑦1
⋮
𝑦𝑛

  Mn,1( ), et si 1 , …, n sont les valeurs propres de S (comptées avec leur ordre de multiplicité), 

alors 
t
YDY = 1 y1

2
 + …+ n yn

2
 

En prenant successivement pour Y chacun des vecteurs de la base canonique de 
n

 , on obtient 1 0 , … n 0 , c est-à-dire 

toutes les valeurs propres de S sont nulles. 

Par suite S PDP
1

= P0P
1

= 0 

 

I.8) a)  Si S2 S1  Sn
+
( )., et si S1 S2  Sn

+
( )., alors pour tout X de Mn,1( ), 

t
X(S2 S1 )X   0, et 

t
X(S1 S2 )X   0, donc 

t
X(S2 S1 )X   0. En utilisant la question 7), on en déduit donc que S2 S1 =0, c est-à-dire S1 S2 . 

 

I.8) b)  Considérons l exemple suivant S1 =  
1 0
0 −1

  et S2 =  
−2 0
0 2

  

Alors S2 S1 =  
−3 0
0 3

  Sn
+
( )., et S1 S2 =  

3 0
0 −3

  Sn
+
( ). 

 

I.8) c)  Considérons l exemple suivant S1 =  
1 0
0 1

  et S2 =  
2 0
0 1

  

Alors S2 S1 =  
1 0
0 0

   Sn
+
( )., mais S2 S1 Sn

++
( )  (pourtant on a bien S2 S1 ) 

 

I.8) d)  Supposons que S2 S1  Sn
+
( )., soit   . Alors la matrice S2 S1 = (S2 S1 ) admet des valeurs propres positives 

si  0, et négatives si   0. 

Donc ■ si  0, S1 S2  ■ si   0 , S2 S1 

 

I.8)  e)  (S2 S) S1 S) S2 S1  Sn
+
( )., donc on a bien S1 S2  S1 S S2 S  

 

I.9)  Si S2 S1  Sn
+
( ) alors 

t
MS 2M -  

t
MS 1 M = 

t
M(S2 S1 )M  Sn

+
( ) d après la question 1)  

 

I.10)  a)  Si on suppose que S – In  Sn
+
( ) , alors les valeurs propres de cette matrice sont positives. Or si spectre (S) = { 1 , …, 

p } , alors spectre (S– In ) = { 1 - 1 , …, p - 1} ,. On peut donc dire que toutes les valeurs propres de S sont supérieures à 1. 

On en déduit en particulier que S  Sn
++

( )., donc S est inversible d après la question 6)b). 

 

I.10)  b)  D après la question 6)a)  spectre(S
1
) = { 1

-1
 , …, p

-1
 } , donc les valeurs propres de S

1
 appartiennent à ]0,1], en 

particulier S
1

 Sn
++

( ) , c est-à-dire S
1
 > 0. 

De plus spectre(S
1
– In ) = { 1

-1
 - 1 , …, p

-1
 - 1} , donc les valeurs propres de S

1
– In sont négatives, c est-à-dire S

1
 In . 

 

I.11) a) S est symétrique car 
t
S

t
(

t
MM)

t
M

t
(

t
M)

t
MM S  

De plus pour tout X de Mn,1( ) \ {0}, 
t
X

t
MMX  = 

t
(MX)(MX)  =y1

2
 + …+yn

2
 s i  on pose MX= 

𝑦1
⋮
𝑦𝑛

  



Or X 0  MX 0 car  M est  invers ible ,  donc 
t
XSX =y1

2
 + …+yn

2
 >  0  

On a donc bien S définie positive. 

 

I.11) b)  Si S est diagonale définie positive, alors S est de la forme S =  
𝛼1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝛼𝑛

  , où pour tout entier i entre 1 et n i > 0. 

En posant M =  
 𝛼1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯  𝛼𝑛

  , on a bien M inversible et S
t
MM  

 

I.11) c)  Si S est symétrique définie positive, alors on peut écrire S PDP
1

, où D est une matrice diagonale définie positive. 

Donc d après la question précédente, il existe M  Gln( ) tel que D
t
MM  .  

On a alors S = P
t
MMP

1 t
(M 

t
P)(M 

t
P) car P

1 t
P  

En posant N M 
t
P  , on a bien N  Gln( ) (produit de matrices inversibles), et S

t
NN  

 

I.12)  Notre hypothèse est 0 < 
t
M1M1  S2 

D après la question 9), ceci implique 
t
(M1

- 1
)  

t
M1M1  M1

- 1
 

t
(M1

- 1
)  S2M1

- 1
 , c est-à-dire In 

t
(M1

- 1
)  S2M1

- 1
  

En utilisant ensuite la question 10)a), on en déduit que 
t
(M1

- 1
)  S2M1

- 1
 est inversible, donc S2  est inversible.  

En utilisant à présent la question 10)b) ,  on a (
t
(M1

- 1
)  S2M1

- 1
 )

-1
 In , d où 

t
M1  S2

-1
 M1  In  

On utilise à nouveau la question 9) pour écrire M1
- 1

(
t
M1  S2

-1
 M1)

t
(M1

- 1
)  M1

- 1  t
(M1

- 1
)  , d où S2

- 1
 S1

-1
  

 

Partie II 

 

II.1) a)  Étant donné que 1 2, les systèmes suivants sont équivalents: 



In P1 P2

S 1P1 2P2
  



P1  

1

1 2

 (S 2In)

P2  

1

1 2

 ( 1In S)
  Le système proposé admet donc bien un unique couple solution (P1,P2) 

Ces deux matrices sont symétriques comme combinaison linéaire de deux matrices symétriques. 

 

II.1) b)  Si on écrit P
1
SP 1D1 2D2 où D1 diag(1,..,1,0,..,0)  (1 étant répété n1 fois) et D2 diag(0,..,0,1,..,1)  (1 étant 

répété n2 fois) , alors on a S 1PD1P
1

2PD2P
1
. 

Si on pose P1 PD1P
1
 et P2 PD2P

1
 , on a bien S 1P 2P P P P(

 
D1+  D2)P

1
 =P(

 
In)P

1
 =In 

 

On a alors P1
2

PD1
2

 P
1
 =PD1P

1
 =P1 , de même P2

2
=P2  

P1P2=P(
 
D1 D2)P

1
 =P0P

1
 =0 , et P2P1=0 

rg(P1) n1 et rg(P2) n2  

 

II.1) c)  Pour tout entier naturel k, S
k
=( 1P 2P

Les matrices P1 et P2 commutent, donc nous pouvons appliquer la formule du binôme de Newton 

S
k
=  

𝑘
𝑖
 𝑘

𝑖=0 1
k- i

P 2
i
P

P1P2 =0 ,  P2P1=0, P1
i
=P1  et P2

i
=P2 si i est un entier naturel non nul, donc finalement la formule se simplifie: 

S
k
= 1

k
 P 2

k
 P  

 

Soit Q un polynôme à coefficients réels, que nous pouvons écrire sous la forme Q a0 a1X … aqa
q 

On a alors Q(S) a0 a1S … aqS
q
=a0 a1( 1P 2P … aq( 1

q
P 2

q
P Q( 1)P Q( 2)P

II.1) d)  S0 = 





















21.1

1..

.21

1..12

Déterminons son polynôme caractéristique:  



PSo(X)= 

X

X
Xn

XXn

XXn

Xn

X

X

X




















21.1

1..

.21

1..11

)1(

21.1

1..

.21

1..11

21.1

1..

.21

1..12

 

PSo(X)= (n+1-X) 

X

X





10.0

1.0.

.10

1..11

 (on a soustrait la ligne 1 à chacune des autres lignes du déterminant) 

Finalement, PS o(X) (n 1 X)(1 X )
n 1

 

Donc la matrice S0 admet deux valeurs propres 1 1 et 2 n 1 

En utilisant les formules  P1  

1

1 2

 (S0 2In)  et  P2  

1

1 2

 ( 1In S0) , on obtient  

P1





























11.1

1..

.11

1..11

n

n

n
 et P2





















11.1

1..

.11

1..11
  

 

II.2) a)  Soit (x,y)  
n n

, notons X et Y les matrices colonnes des coordonnées des vecteurs x et y dans la base canonique de 
n
. On a alors (u(x) | y) = 

t
(SX)Y = 

t
X 

t
S Y = 

t
X S Y = (x | u(y)) 

 

II.2) b)   

Si i et j sont deux entiers naturels distincts compris entre 1 et p, considérons xi un vecteur du sous-espace propre Ei , et xj un 

vecteur du sous-espace propre Ej .  

On a alors i (xi | xj) =  ( ixi) | xj) = (u(xi) | xj) = (xi | u(xj)) = j (xi | xj)  

Or i j , donc (xi | xj) =0 . Nous avons donc bien montré que Ei est orthogonal à Ej .  

Comme de plus S est diagonalisable, on peut écrire 


p

i 1

Ei = 
n
 

 

II.2) c) i)  Tout projecteur orthogonal est un endomorphisme symétrique, donc est associé à une matrice symétrique dans toute 

base orthonormée. Par conséquent la matrice Pi est symétrique. 

II.2) c) ii)  Si xj est élément de Ej, alors pi(xj) = 0 si i j , et pi(xj) = xj si i j . 

On en déduit que si i j , alors pour tout vecteur x de 
n
 , pi(pj(x)) = 0 car pj(x)  Ej 

Donc pi o pj est l application nulle, d où P iP j 0.  

 

II.2) d)  En reprenant les notations employées dans la réponse à la question II.2) c) i)  , pour tout entier i entre 1 et p, Pi = PD iP
1

, donc 
i 1

p

P i  = P( 
i 1

p

D i )P
1
 = PIn  P

1
= In et 

i 1

p

iP i = P ( 
i 1

p

iD i )P
1
 = PD P

1
= S  

 

II.3) a)  Sf(S) 
j 1

p

jP j   
i 1

p

f( i)P i   Or si i j, P iP j 0, donc Sf(S) = 
i 1

p

i f( i)P i
2


i 1

p

i f( i)P i   car  Pi
2
 =Pi 

On obtient la même expression en calculant f(S)S.  

 

II.3) b)  Soit X un vecteur propre de S pour la valeur propre k. On a alors f(S)X 
i 1

p

f( i)P iX 

Or PiX = 0 si i k , et PiX = X si i = k (car Pi est la matrice de la projection orthogonale sur Ei) 

Donc f(S)X c’est-à-dire X est un vecteur propre de f(S) pour la valeur propre f( k). 

 

II.3) c)  En reprenant les notations de la question II.1) d)  , cos( S0)=cos( )P1 + cos((n+1) )P2, c est-à-dire: 

cos( S0) = 





























11.1

1..

.11

1..11

n

n

n

+





















11.1

1..

.11

1..11
 

 



II.4) a)  On peut définir g(S) si et seulement si les valeurs propres de S sont strictement positives, autrement dit si et seulement si 

S  Sn
++

( ).  

En notant S = 
i 1

p

iP i la décomposition spectrale de S, g(S) 
i 1

p

 
1

i

 Pi 

Or ceci est la décomposition spectrale de S
-1

, car les valeurs propres de S
-1

 sont les inverses des valeurs propres de S, associées 

aux mêmes sous-espaces propres. 

On a donc bien g(S) S
1
. 

On en déduit que g est matriciellement décroissante sur ]0;+ [ car si A et B sont deux matrices de Sn
++

( ) telles que A  B, 

alors B
-1

  A
-1

 d après la question I.12). 

 

II.4) b)  On peut définir h(S) si et seulement si les valeurs propres de S sont strictement supérieures à -1. 

En notant S = 
i 1

p

iP i la décomposition spectrale de S, h(S) 
i 1

p

 
i

i 1
 Pi 

i 1

p

Pi 
i 1

p

 

i 1
 Pi  (car si x>-1,  

x

x 1
 1  

1

x 1
 ) 

Or les valeurs propres de In + S sont les valeurs propres de S augmentées de 1, associées aux mêmes sous-espaces propres, donc 

pour tout entier i entre 1 et p,  
1

i 1
  correspond à une valeur propre de (In + S)

-1
 

Finalement, on a bien h(S) (In S)
1
 

Montrons que h est matriciellement croissante sur ]0;+ [ : 

Si A et B sont deux matrices de Sn( ), de valeurs propres strictement supérieures à -1, alors: 

A  B  In +A  In +B  (In +B )
-1

In +A )
-1

  - In +A )
-1

 (In +B )
-1

 In - In +A )
-1

 In (In +B )
-1

  h(A)  h(B) 

 

II.5) a)  Déterminons les valeurs propres de la matrice A(x) B(x): 

Après calculs, le polynôme caractéristique de cette matrice est X( )X  
ch2(x) sh2(x)

ch(x)
 , donc les valeurs propres de cette matrice 

sont 0 et  
ch2(x) sh2(x)

ch(x)
 , qui sont bien positives. Donc A(x) B(x)  Sn

+
( ), c est-à-dire B(x) A(x). 

 

II.5) b)  Déterminons les valeurs propres de la matrice A(x): 

Après calculs, le polynôme caractéristique de cette matrice est X
2

2ch(x)X 1, de racines 1 e x et 2 e x  (distinctes car x 0) 

En utilisant les formules  

1

1 2

 (A(x) 2I2)  et  P2  

1

1 2

 ( 1I2 A(x)) , on obtient : 

P1   
1/2 1/2
1/2 1/2

 et P2  
1/2 −1/2
−1/2 1/2

 

La décomposition spectrale de A(x) est donc ex 
𝟏/𝟐 𝟏/𝟐
𝟏/𝟐 𝟏/𝟐

 +e x 
𝟏/𝟐 −𝟏/𝟐
−𝟏/𝟐 𝟏/𝟐

  

 

II.5) c)  Si  > 0, p (A(x)) p ( )e x P1 p ( )e x P2 = e
x
P1 e

x
P2 A( x))

 

 

II.5) d)  De manière immédiate, on peut affirmer que la décomposition spectrale de B(x) est B(x)=0  
1 0
0 0

 +
1

𝑐ℎ(𝑥)
 
0 0
0 1

  

Donc p (B(x)) p (0) 
1 0
0 0

 p (  
1

ch(x)
 ) 
0 0
0 1

  = 
0 0

0
1

𝑐ℎ𝛼 (𝑥)

  

II.5) e)  Après simplifications, det[p (A(x)) p (B(x))]

En utilisant des développements limités à l’ordre 2 au voisinage de 0, on obtient : 

Si α >1, cette expression est négative au voisinage de 0. 

Donc pour x au voisinage de 0, la matrice p (A(x)) p (B(x)) admet au moins une valeur propre négative, c est-à-dire 

p (A(x)) p (B(x)) Sn
+
( ). 

On a donc B(x) A(x), mais on n a pas p (B(x)) p (A(x)).  

L’application pα n’est donc pas matriciellement croissante sur ]0;+ [ si α >1.  



Partie III 

III.1) a)  Si X =  

𝑥1
⋮
𝑥𝑛

  Mn,1( ), , alors 
t
XA(t)X= 

i 1

n

xi 


n

k

ikk tax

1

)(  , donc 
t
XAX est intégrable sur I comme somme et produit de 

fonctions intégrables sur I. 

On a alors, par linéarité de l intégrale, XdttXA

I

t )( =
i 1

n

xi 
k 1

n

xk 
I

ik dtta )( = 
t
X 

I

dttA )( X 

 

III.1) b)  Si on note M=(mij) dans Mn( ), alors f( t)M ( f( t)m i j) , donc tous les coefficients de cette matrice sont intégrables sur I 

car f est intégrable sur I. De plus, pour tous entiers i et j entre 1 et n,  

I

ij

I

ij dttfmdtmtf )()(  , c est-à-dire 

MdttfMdttf

II













  )()(  

 

III.2) a)  Soit   ]0,1[, et soit x > 0. Montrons que l intégrale F(x) = 



0

x

(1 xt)t
est bien définie: 

 remarquons que 1+xt 0 si x > 0 et t 0, l intégrale est donc impropre en 0 et en +  

 étude en 0: 
x

(1 xt)t 0
~   ]0,1[) 

 étude en + : 
x

(1 xt)t 
~   

 

III.2) b)  En effectuant le changement de variable u = xt (du = xdt), on obtient les égalités suivantes: 

F(x) = 



0

x

(1 xt)t
 = 



0

x




Posons 

 on a alors (car la fonction est continue strictement positive sur

et C vérifie F(x) = C  

 

III.2) c)  Soit t > 0, et soit S une matrice symétrique définie positive (donc toutes les valeurs propres de S sont strictement 

positives). Si on note spectre (S) = { 1 , …, p }, et S = 
i 1

p

iPi la décomposition spectrale de S , alors spectre (S
-1

 + tIn ) = { 1
-1

 + 

t, …, p
-1

 + t}, donc toutes les valeurs propres de S
-1

 + tIn  sont strictement positives (car t > 0). 

On en déduit en particulier que S
-1

 + tIn est inversible, et que son inverse a pour décomposition spectrale  

(S
-1

 + tIn )
-1

 = 
i 1

p

 
1

( )i

1
t

 Pi = 
i 1

p

 
i

1 it
 Pi 

 

III.2) d)  En utilisant la question III.1)b), on en déduit que F(S)






0

1

t 
i 1

p

 
i

1 it
 Pidt = 




0

1

t
(S

1
tIn)

1
dt  

 

III.2) e)  Soit t > 0. On a les implications suivantes: 

B  B
1

A
1
  B

1
+ tIn A

1
+ tIn A

1
+ tIn  )

-1
 B

1
+ tIn)

- 1
, c’est-à-dire   

X  Mn,1( ),  
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On en déduit que X  Mn,1( ),  
t
X

1

t
A

1
+tIn)
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X  

t
X

1

t
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1
+tIn)

1
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Par croissance de l intégrale, on a alors 



0

t
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1
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t
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1

t
( )B

1
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1
dt ] X. 

On a donc montré que X  Mn,1( ),  
t
XF(A)X  

t
XF(B)X ,c’est-à-dire F(A) F(B) .  



La fonction F est donc matriciellement croissante sur ]0,+ [.. 

De plus, toujours sous l hypothèse A B, on a F(A) F(B) ,  ce qui est équivalent à CA CB c’est-à-dire A B

L application p  , si   ]0,1[, est donc matriciellement croissante sur ]0,+ [. 

III.3) a)  Soit x > 0. Soit X > 0. 
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 ln( )1 t2 ln(x t) ]
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0
= ln







 
1 X

2

x X
 ln(x) tend vers ln(x) 

lorsque X tend vers + .  

 

III.3) b)  On utilise à nouveau la décomposition spectrale S = 
i 1

p

iPi , donc ln(S) = 
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 Pi est la décomposition spectrale de (S tIn)

1
, et comme 
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p

Pi In, on peut écrire: 

ln(S) = 
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III.3) c)  Soient A et B dans Sn
++

( ), telles que A B.  

On a alors (B tIn)
1

(A tIn)
1
, d où  
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En passant à l intégrale, et en utilisant la question précédente, on obtient bien ln(A) ln(B), c est-à-dire ln est matriciellement 

croissante sur ]0,+ [. 

 


