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Corrigé par Md Chehabi

Partie I

I.1 Soient Ay, Ag, ....., A, des réels positifs distincts ou non, on a S = diag(Ai, Mg, ....., \p)
est une matrice carrée réelle positive et symétrique d’ordre n et de valeurs propres A,
A2y eeeesy Ap, cOomptées avec multiplicité.

1.2 a) Soit M une matrice carrée réelle d’ordre 2 admettant —1 et 1 pour valeurs propres,
alors (X — 1)(X + 1) divise son polynéome caractéristique P. Comme P est de degré 2 et
de coefficient dominant (—1)? = 1, alors P = X? — 1.

0 1 . . . o )
b) S = ( 10 ) est une matrice carrée réelle positive et symétrique d’ordre 2 admettant

pour valeurs propres —1 et 1.

0 1 0
1.3 S = 1 0 O est une matrice carrée réelle positive et symétrique d’ordre 3
0 0 O

admettant pour valeurs propres —1, 0 et 1.

14 S= est une matrice carrée réelle positive et symétrique d’ordre 4

o O O
— o O O
O = O O

0
1
0
0

<

admettant pour valeurs propres comptées avec multiplicité —1, —1, 1 et 1.

1.5 Supposons qu’il existe une matrice S carrée réelle positive et symétrique d’ordre
3 admettant pour valeurs propres comptées avec multiplicité —1, —1 et 0. Alors son
polynome caractéristique est  ygs(X) = =X (X +1)? = —X3 —2X? — X | d’autre part
on sait qu'il existe a € R tel que x5(X) = (—1)3X? + (=1)*Tr(S) X%+ aX +det S donc

Tr(S) = —2, ce qui est absurde car les éléments de la diagonale de S sont tous positifs .
a b .. b

1.6 a) Pour a,b € R, on note H = b b € M, (R)
é) . b | a

©® Si n=1alors H = (a) donc Sp(H) = {a}.
® On suppose n > 2.

1 1 o1
Ona H=(a—bl,+bl, oudo=| ' = 7 " | e Mu(R).
S|

On a rgJ, = 1 donc dim KerJ, = n — 1, alors 0 est une valeur propre de J, d’ordre au
moins n — 1.



On aV, = (1,...,1) € R™ est un vecteur propre de J, associé a la valeur propre n donc
SpJ, = {0,n} avec 0 est une valeur propre de J,, d’ordre de multiplicité n — 1 et n est
une valeur propre simple de J,,.

On a HV,, = (a+ (n — 1)b)V,, et pour tout V € KerJ,\{0}, on a HV = (a — b)V

Ainsi (a + (n — 1)b) est une valeur propre simple de H et (a — b) est une valeur propre de
H d’ordre de multiplicité n — 1.

Enfin les valeurs popres de H sont (a + (n — 1)b) et (a — b).

Autre méthode
Pour n > 2.
Soit A une valeur propre de H, alors il existe X = (2;)1<i<n, non nul tel que HX = A X,

donc )

n

ary +bY x; = Axy
i=1
i1

n

ax, +b> x; = Az,
i=1
i#n

" (a —b)x; = A1y
e Si ) x;=0alors ¢ ..ooooiiiiiiiiieinn
=1 (a —b)x, = Az,
Comme il existe i € [[1,n]] tel que z; # 0 alors A = a — b.
" " (a —b)xy + bu = Axy
® Si Y 2; 0 posons & = D T ON & §  coeeerereeriiaieieeieeens donc (@ — b)u + nbu = Au
=1 =1 (@ —b)z, + bu = Az,
par suite A = a + (n — 1)b.
Donc Sp(H) C {a —b, a+ (n — 1)b}.

Réciproquement
Pour X = (1,-1,0,...,0),on a HX = (a — b)X donc a — b € Sp(H).
Pour X = (1,1,....... ,1),ona HX = (a+ (n— 1)b)X donc a + (n — 1)b € Sp(H).
Ainsi Sp(H) ={a—0b, a+ (n —1)b}.
—1
b) On prend la méme matrice H de 1.6 a) avecn > 2, a=1et b= m

2(n—1)"2
H est une matrice carrée réelle symétrique d’ordre n dont toutes les valeurs propres sont
positives mais H n’est pas positive .

On a d’apres 1.6 a) Sp(H) = {ﬂ 1} .

Partie 11

IL.1 Soit (X,Y) € (M,1(R))*, S € S,.(R) et P € O,(R).
a) Posons X = (zi)i<i<n €6 Y = (Yi)1<i<n, on a (X [ V), = Y aiy = 'XY = VX,
=1

b) D’apres a) et du fait que S est symétrique on a
(X | SY), = X SY = 'X'SY = {(SX)Y = (SX | Y),.
c) On a P € O,(R) donc 'PP = I,,.



IPX|? = {PX)PX = 'X'PPX ='XX = | X|? par suite |[PX]|, = || X]|, .

I1.2 Soit (X,Y) € (M,1(R))*, (U, V) € (My1(R))>. On note Z et T les matrices de
M1p1(R) définies par blocs sous la forme Z = ( )U( ) et T = ( }‘; ) :
a) Posons X = (fﬂi)lgign VY = (yi)lgign U= (ui>1§i§p et V= (Uz’)lgigp-

n P
Ona (Z|T)pyp = ;mzyz + ;ulvl =X |Y),+U|V),.

b) Si X, Y sont orthogonaux dans R™ et U, V' orthogonaux dans R? alors (X | Y), =0
et (U|V),=0,donc (Z | T)ptp =0 par suite Z et T sont orthogonaux dans R"*?.

c) La réciproque est fausse.

On prend X = (1,0,...,0) et Y = (1,0,...,0) de R" et U = (—1,0,...,0) et V = (1,0,...,0)
deRP. Ona (X |Y),=1,U|V),=—1et (Z|T)np=0.

Donc Z et T sont orthogonaux dans R™*? alors que X et Y ne le sont pas.

Dans la suite de cette partie S désigne une matrice de S,(R) et

D = diag(A1, Az, ....., A,) une matrice diagonale semblable a S. On pose o = 11@&};&

11.3 a) Soit Y = (yi)lgign € Rn’ on a
(DY |Y), =Y DY =Y DY = S A2 < Say? = a||Y|?.
=1 =1

b) Puisque A1, Mg, ....., A, sont les valeurs propres de S comptées avec multiplicité, alors
il existe P € O,(R) tel que S =*'PDP .
Soit X € M,,1(R)\{0}, on a
(SX | X), ='X'SX ='XSX =YPX)D(PX) = (D(PX) | PX), <« ||PXH72Z
Comme P € O,(R) alors d’aprés IL1 ¢) [|[PX|, = || X, donc (SX | X), < a|X]|? et
(SX | X)n

B

c) e Si X est un vecteur propre de S associé a a alors SX = aX et X # 0 donc
2
(SX | X)n _al X,

donc

B
e Soit (X1, X5, ..., X,,) une base orthonormée de vecteurs propres de S telle que pour
tout i € [[1,n]] , X; vecteur propre associé a la valeur propre de \;.
n SX | X),
Soit X = > x;X; € M1 (R)\{0} ou (2)1<i<n € R” tel que W = «a alors
i=1

iil(oz — Xi)x? = 0. Comme a = lrga<>;/\i alors pour tout i € [[1,n]], (o — \;)z? = 0.
Posons I ={ i€ [[l,n]],z; #0 } ,ona X = > z;X; et pour tout ¢« € I, \; = a donc
SX = in)\iXi = ainXi = aX. <

Ainsi )Z(E Iest un Vectéli" propre de S associé a la valeur propre a.

IL. 4 Soit E={X € M,;(R), X >0}, L ={X € M,;(R), [ X| =1} et C = ENX.

a) Soit (Xj)k>o une suite d’éléments de E qui converge vers X = (x;)1<i<n € My 1(R).

3



Posons pour tout k¥ € N, X; = (2)12i, on a || X, - X/, P 0 donc pour tout
<i< —

2
i€ [[1,n]], (ng) — xz> i 0 dans R.
——+00

®) >0et [El(-k) . — x; donc x; > 0 par suite
——+00

Soit i € [[1,n]], on a pour tout k € N, :1:5

Xel.
Donc E est fermé de M, ;(R).

b) ¥ ={X € M, 1(R), || X]|,, = 1} est la sphere unité de M,,;(R), donc X est un fermé,
borné de M, 1(R).

On a C = EN X est l'intesection de deux fermés de M,,1(R), donc C est un fermé de
M, 1(R).

C C ¥ et ¥ est borné de M,, ;(R), alors C' est borné de M,, ; (R).

Ainsi C' est un fermé, borné de M,, ;(R).

c) Posons S = (a;;)1<ij<n-
SOit X = (xi>1§i§n c Mn,l(R>, on a SX = (yi)lgign S Mn,1<R)
ou pour tout @ € [[1,n]], vi = D> a; ,Ty-
k=1
donc o(X) = (SX | X)pn = D miys = DD aix iy,
i=1 i=1k=1
Ainsi ¢(X) est un polynome en les coefficients de X, donc ¢ est continue sur M,, ; (R).
d) On pose p = supyp(X).
Xel

On a C est un fermé borné de M,, 1 (R) qui est de dimension finie donc C' est un compact
de Mn’l(R)

On a ¢ est continue sur le compact C' donc ¢ est bornée et atteint ses bornes sur C, alors
= supp(X) existe et il existe Xy € C tel que u = ¢(Xy).

XeC
e) Onad’apres IL3b) VX € C, o(X) = (SX | X), < a || X|> = @, donc p = p(X,) < a.
I1.5 On suppose dans cette question que S > 0.

a) Si X = (2i)1<i<n € M, 1(R) est un vecteur propre unitaire de S associé a la valeur
propre «, on pose W = (|z;|)1<i<n € Mp1(R).

i) Il est clair que W € E.
Ona|[[W|2 = |=]>=> 22 = | X|? =1, donc W € ¥ par suite W € C.
i=1 i=1

ii) Posons S = (a;;)1<ij<n, o0 a d’apres I1.4.c) o(X) = > > a; iz,
i=1k=1
done [p(X)] < 2, 2 Jaiwwizn] = 20 2 ai |73l [ok] = ().
i=1k=1 i=1k=1

iii) On a d’apres 11.3 ¢) puisque X est un vecteur propre unitaire de S associé a la valeur
propre a alors p(X) = (SX | X), = o || X|]> = a et d’aprés IL.5 a) ii)
lo(X)| < (W), donc |a| < (W) . Comme W € C alors o(W) < p et alors || < p.



b) On a d’apres I1.4 e) et 115 a) iii) |a] < pu < a, donc a > 0et u= a.

D’aprés 11.4 d) il existe Xy € C tel que p = ¢(Xp).

Posons Xo = (7i)1<i<n €6 Wo = (|7il)1<i<n , on a Wy > 0 et d’apres 115 a) W, € C et
1= p(Xo)| < ¢(Wo) < p done p(Wo) = p = a.

D’apres I1.3 ¢) W, est un vecteur propre positif de S associé a la valeur propre .

c) Soit ¢ € [[1,n]] et X; un vecteur propre unitaire de S associé a la valeur propre \;.
Posons X; = (0;)1<j<n €t W; = (|9;])1<j<n , on a d’apres IL.5 a)

Wi € Cet |o(Xi)| < (W),

Comume ¢(X;) = A 1XGI2 = s alors || = [¢(X0)| < @(W) < i = a

Partie I11

ITI.1 Soit i € [[2,n]], on a M Z; = < Y X, X, ) = ( 0 > = a;Z; car ' X1 X; = 0.

Ainsi Z; est un vecteur propre de M, associé a la valeur propre «;.

t .
Soit j € [[2,p]], on a M,T; = ( SB)}(} Y1Y; ) _ < %-Y- ) = B3;Tj car 'Y1Y; = 0.
J ]

Ainsi T} est un vecteur propre de M associé a la valeur propre ;.

III 2 Pour 6 € R, on note V() = ( (cos 6).X, ) .

(sin(f)Y;
a) On a d’apres I1.2 a)
V)2, = ll(cos )Xy |2 + | Sin(@)¥iI[2 = (cos0) [ X2 + (sin(8)2 |V ]2 = 1.
Donc V() est unitaire dans R™*?.

b) On a xp,(X) = det(A — X I,)det(B — X I,) = xa(X).x5(X).
Donc Sp(My) = Sp(A) U Sp(B) = {a, ..., an, Bu, ..., By} comptées avec multiplicité.

c) On suppose que s # 0. On note #; I'unique réel de ] 53 [ tel que
_ + + 4 2
tan 0, —61 “ \/;ll i Onpose02:91—|—§.
s

i) Raisonnons par absurde, supposons que ¢; = 0 alors
tan 6, = 0 donc 31 — ay + /(a1 — (1) + 4s% = 0 par suite s = 0, ce qui est absurde.
Donc 6; # 0.

ii) On a tanf, = — donc tanf, x tanf, = —1.
tan ‘91
—ag + 24452
iii) On a tan#; = Pt VI 2041 i
s

donc (2stanf, — (1 — al))2 = (ay — 31)? + 4s?
et puisque tan ¢, # 0 alors «y + stanf; = 31 +

tan 91

, donc a1 + stanfy = 51 +

D’autre part tanf; = —
P ! tan 92 tan 92

S
Ainsi 0; et 0y vérifient I’équation : o1 + stanf = 31 + o
an



. 1 . t
iv) Soit i € {1,2}, on a M,V (6;) = ( (cosB;)AX; + s(sin ;) X; "Y1V, )

s(cos6;)Y1 'X1 X, + (sin6;) BY;
(a1 + stan6;)(cos 6;) X,
(ﬁl o 0i> (sin 0;)Y1

car tYiYi = tXle =1 s AXl = Oéle et BYi = 51Y1

D’apres I11.2 ¢) iii) on a ay + stanf; = i

(01) = ( a1 + stan 01)‘/(91)

Comme V(6;) # 0 alors V(6;) est un vecteur propre de M associé a la valeur propre
Wi = aq + stand;
On remplace tan 6; par sa valeur on trouve :

,ul:%<51+0é1+\/(041—51)2+452> et ,ugz%<ﬂ1+a1—\/(a1—ﬁ1)2+452>.

v) On a

o V(i,j) € [[2,n* (Zi | Zj)nsp = (Xi | Xj)n + (0] 0)p = b

o V(i,5) € [2,P)* (T [ Tj)nsp = (0] O + (Yi | ¥j)p = is.
[[2,n]] x [[2,p]] (Zi [ T)ntp = (Xi | 0)n + (0 [ ¥), = 0.

o V(i j) €
o S01tjk € {1,2}
Vi€ [[2,n]] (V(Or)| Zi))ntp = ((cosOr) X1 | X;)n+((sin0r)Y1 | 0), = (cos Ox) (X1 | X;)n = 0.

n]] (V (
Vi € [[2,pl] (V(Ok)| Tj))nsp = ((cos 0x) X1 [0)n+ ((sin0x) Y1 | Yj), = (sin k) (Y1 | V), = 0.
(V(Ok)| V(Ok))ntp = ((cosO) Xy | (cos k) X1)n + ((sinOy)Y7 | (sin ) Y1),

= (cos )% (X1 | X1)n + (sin6y)*(Y7 | Y1), =1
o (V(01)] V(02))nsp = ((cos01) Xy | (cos o) X1), + ((sin )Yy | (sinba)Y1),

+ tan 61> =0.

= cos 0 cos 0y + sin 0y sin 05 = cos 6, sin 6, .
an vo

Ainsi (V(01),V (02), Za, ..., Zy, Ts, ..., T,) est une famille orthonormée de R"*? de cardinal
n -+ p donc c’est une base de R"™” formeé de vecteurs propres de M, et les valeurs propres
de M, sont py, po, @, ..., 0, Bo, ..., B, comptées avec multiplicité.

vi) Si on prend s = 0 dans les formules de p; et ps on trouve :

pr= 5 (Btaatlon—Bil) et =3 (B +ar+ oy ).
Sif <agalors puy =a; et ps = fFr.

Siayp < By alors g =61 et pg = ay.

On retrouve ainsi deux valeurs propres de M.

Partie IV

On considere la proprieté (F,) suivante :
Si (A, Ag, .oy Apy) est un élément de R™ tel que :

alors il existe A € S,,(R+) tel que A1, Ag, ....., \,, soient les valeurs propres de A comptées
avec multiplicité.

IV.1 Si A, un élément de R tel que A; > 0, prenons A = (A1) € M;(R).
On a A € §1(R+) et Ay est la valeur propre de A, donc (P;) est vraie .



IV.2 Soit n € N* tel que (P,) soit vraie et soit (A1, Ag, .....; An, Anp1) € R vérifient :
/\1202)\22 ..... ZAnZ)\n-l—l et /\1+)\2+ ..... +)\n+)\n+120
Posons a = A\ + A\ji1-

a)Ona a=MA+A\y1 > —(No+ ... + An) >0 car pour tout i € [[2,n]] on a A\; <0.
Ona a>0> x> ... >Apeta+ A+ ... + A, >0

Puisque la proprieté (P,) est vraie, alors il existe A € S,,(R+) tel que a, A, ....., \,, soient
les valeurs propres de A comptées avec multiplicité.

Dans la suite de la question IV.2, A désignera une telle matrice.

b) On a a =max({\;,i € [[2,n]]} U{a}) et A € S,,(R+), donc d’apres I1.5 b), A admet

un vecteur propre positif X associé a la valeur propre a.

On prend X; = WX ,on a X est un vecteur propre positif unitaire de A associé a la
n

valeur propre a.

c) Pour s réel, soit M la matrice de M,,;1(R) définie par :
. A SX1
Ms o ( S tXl 0 )

i) M; est bien de la forme (1) avec p =1, B=(0) € M;(R) et Y} = (1) € R.
Car sY; 'X; =stX; et sX; Y] = sX,.

ii) On a le valeurs propres de A sont a, Ag, ....., A, et la seule valeur propre de B est 5, = 0.
e Sis=0,dapresII1.2 b) (ou directement ) les valeurs propres de M; sont 0, a, Ag, ....., Ay,
comptées avec multiplicité.

e Si s # 0 ,d’apres I11.2 ¢) v) on a puisque f; = 0 et oy = a alors

1 1
=g <a+\/a2—|—432> et py = 5 (a— \/a2+482)

et les valeurs propres de M, sont py, pio, Ag, ....., A, comptées avec multiplicité.

iii) Supposons que s = \/—A1A,11 -

e Sis=0alors \y =0o0u \,;; =0.

-SiAi=0alorsa=A 4+ A1 =g etsi Ay =0alorsa= X\ + X\ji1 = A\

Donc d’apres IV.2 ¢) ii) les valeurs propres de M sont A, Az, ....., Ay, Ay comptées avec
multiplicité.

eSis#0ona

11 :%(a+\/a2+4s2) =

()\1 + Ang1 + \/(>\1 + Ag1)? — 4)\1)\n+1>
1
= 5 ()\1 + )\n—i-l + |)\1 - )\n+1|> == )\1.

N | —

1
g =5 (A1 + X1 — A1 — A1) = A

Donc d’apres IV.2 ¢) ii) les valeurs propres de M sont A, Ag, ....., Ay, Ay comptées avec
multiplicité.

Dans tous les cas les valeurs propres de M sont A1, Ag, .....; Ay, A1 comptées avec mul-
tiplicité.



De plus M, € S,11(R+).
Donc la propriété (P,.1) est vraie .
Ainsi pour tout n € N*, (P,) est vraie.

IV. 3 Exemple.

1
a) A= 2
3

W = DN

3
3
0
On a xya(X) =—(X+1)(X —6)(X + 3) donc Sp(A) = {-3,—1,6}.

b) POSODSA1:9,)\2:—1,)\3:A4:—3.

OnaA1202A22A32A4 et )\1+)\2+)\3+)\4:220

Posonsa =X\ + Xy =6

On a les valeurs propres de la matrice A de la question IV. 3 a) sont a, Aget As.

On applique 1V. 3 .

Cherchons X; un vecteur propre positif unitaire de A associé a la valeur propre a = 6.
Soit X = (z,y,2) € R3.

-5 2 3 T
AX =6X 2 —5 3 Y =0
—6 z

—5x+2y+32—0
= ( 20 —-05y+32=0 <—=zr=y==z
3r+3y—62=0
\/§

Donc X; = 3 (1,1,1) est un vecteur propre positif unitaire de A associé a la valeur
propre a = 6.
1 2 3 3
B B B (A sXioy\ [ 21 3 3
Prenons 3—\/—)\1)\4—3\/§etB—MS—( sX, 0 )— 33 0 3
33 3 0

On a B est une matrice carrée réelle positive et symétrique d’ordre 4, admettant pour
valeurs propres Ay =9, Ag = —1, A3 =Xy = —3.



