Corrigé CCP PC maths 2 2006

Partie I
(m+n)!

I.1 Pour n € N*, pour tout m € N, P,(x) = '
m!

Ce résultat est encore vrai si n = 0.

1.2
Remarquons tout d’abord que, comme « n’est pas un entier strictement négatif, pour tout n € N,

Pu(a) #0.

-1 ann
Soit « fixé et z € R. pour tout n € N, posons u,, = 1) Comme lu}rl | Py(a) | = 400 et que

22" ! P, () n—

lim 22" = +o0,
n—-+4oo

2n
X
Up = o — .
n—-+oo n!
2n

La série de terme général (x'> est une série a termes positifs, convergente de somme ch z.
n!
La série de terme général w,, est donc absolument convergente et f,(z) est défini pour tout z € R

1.3
1.3.1 f,, est la somme d’une série entiere de rayon de convergence infini et a ce titre est de classe C*
sur R et ses dérivées s’obtiennent en dérivant terme a terme.

Pour tout z € R,
+00 (_1)nx2n+l

Tfol(z) = Z

= 22" I Py ()

+oo (—1)"2[)2”_1 +0oo (_1)k+1x2k+1
fl(z) = Z = Z : (avec le changement d’indice k = n—1).
— 2" (n— 1) Py(a 22M Lkl P (a
n=1 k+1

+00 n 2n—2 +oo k+l
—1)"(2 1 2k +
fil(z) = E (2 )1 (2n - ) g ( Dz (avec le changement d’indice k =n — 1).
=2 (n— (@) 15 22k+1k'Pk 1(@)

puis
“+o00 (_1)k+1(2k+1)x2]€+1

efi(z) =)

k
— 2% (a)
On en déduit que pour tout réel x,

+oo
22 f(x) + 2a + 1) f(2) + zfalx Z b2t avec
(—1)F @k + 1) k_f—nk“@a T

VEEN, by

OB Pyi(a) 22T K P (a) 22Kk Pr(a)
(=1)"
= (—(2k+1)— (2a+1)+2(a+k+1))
2Lk Py (@)

= 0

Vr € R, 22 f'(x) + 2a+ 1) f(x) + v fa(z) =0

1.3.2 Réciproquement, soit y,une solution a valeurs réelles de (E,), paire et développable en série
entiere sur | — R, Rfou R € R} U {+o0}.



+oo

Vee] —R,R[, y(z)= Zan:czn ouVn eN, a, € R.
n=0

On a alors pour tout z €] — R, R],

+o0o
zy(z) = Z apzntt
n=0

+o:> —+00

y'(z) = Z 2nap,z?" ! = Z 2(k + 1)ag 122+ (changement d’indice k =n —1)
n=1 k=0
—+o00 +oo

y'(x) = Z 2n(2n — 1)a,x?" 2 et 23’ (z) = 22(11: +1)(2k + 1D ag 22+
n=1 k=0

(changement d’indice k =n — 1)
Soit finalement, comme y est solution de (E,),

Vz €] — R, R]
400
vy (z) + (20 + 1)y () + ay(z) = > [(2k + 2)(2k + Dagsr + (20 + 1)(2k + 2)apg1 + axla™+1 =0
k=0

Par unicité du développement en série entiere de la fonction nulle,

VEeN, (2k+2)(2k+ 1)ags+1 + (2a+1)(2k +2)ag+1 +ar =0

On adonc Vk € N, 4(k+1)(k+ 1+ «)arr1 = —ag, puis comme pour tout k € N, k+ 1+« # 0 (car
a ¢ Zr),

1
Vk e N =—
€N T T O Dk i)™
puis,
vneN, a,= ﬁ - ag
' o Ak(k 4 o)
Soit

(=n"

VneN, ap=-——2
ER = N P (@)

.aQ

On en déduit que y = ag f, et que R = +oc.

I.4 Remarquons que puisque a ¢ Z, Les résultats des questions précédentes sont valables pour « et
pour —a.

En particulier f_, est de classe C*° sur R. Par théoremes d’opérations, g, est de classe C*° sur
10,400

1.4.1

Pour tout = €]0, 400,

ga(z) =27 f_o(x)

g (2) = —200 20 f_(2) + a2 L (2),

gl(x) = 2a(a + 1)a 222 f_o(2) - daz20Lf" (2) + 22" ().

Puis, comme f_,, est solution sur R} de E_,,

2ga () + (20 + 1)g4(2) + ga(z) = 272 (zf-a(@) + (1 = 20) fLo(2) + foal@)) = 0
Ja est donc solution de (E,) sur R} .

1.4.2 Les fonctions f, et f_, sont continues en 0 et f,(0) = f_o(0) = 1.



Jo(x) N 272% et comme a ¢ Z, a # 0 et on a soit lin%) ga(x) = 400 si a > 0, soit lin%) Ja(z) =0 si
xr— xr— r—
>0 >0

a < 0.
Comme lin% fa(x) =1, on en déduit que les fonctions f, et g, sont deux solutions indépendantes de
€Tr—

>0
(Eq) sur |0, 400 .
En effet si le systeme (fq, go) était 1lié, comme la fonction f, n’est pas la fonction nulle, il existerait
c € R tel que g, = cfs -
Remarquons également que ¢ # 0 car g, # 0. On aurait alors :
};ii% Jga(z) = CEL% fa(z) = c ¢ {+00,0}, ce qui est absurde.

x>0 >0
Comme (FE,) est une équation différentielle linéaire du second ordre homogene et sans point singulier

dans |0, +oo [, 'ensemble S, des solutions sur | 0,400 [ de (E,) est un espace vectoriel de dimension
2 dont on connait un systeme libre de cardinal 2 : (fu, ga) -

(fa» 9a) est donc un systeme fondamental de solutions de (E, sur |0, 400 [ (ou encore une base de S,)
et les solutions de (E,) sur | 0,400 [ sont les fonctions y :] 0, +o00 [— R telles que :

AAB) R, Vo0, y(a)=Afa(®)+ Bga(a).

1.4.3 Soit y une fonction de classe C? de ] —00,0[ dans R. Notons z : | ]0,+00[ — R

z — y(-z)
z est de classe C? et Vz €]0, +o0 [, 2/(x) = —y/(—x) et 2"(z) = y"(—x) .
z est donc solution de (E,) sur |0, 400 [ si et seulement si

vz > 0, 2y’ (—z) — o+ 1)y (—z) + zy(—z) =0 (1)

Comme 'application x — —zx établit une bijection de |0, +o0 [ sur | —00,0[, (1) équivaut a

Yt €] —00,0] —(ty"(t) + Qa+ 1)y (t) + ty(t)) =0

Finalement, z est solution de (E,) sur |0, 400 [ si et seulement si y est solution de (E,) sur | —c0,0][.
En utilisant la description de S, établie en 1.4.3, on en déduit que les solutions de (E,) sur | —00,0 [
sont les fonctions y :] —00,0[— R telles que

3(A,B) eR?, Vt <0, y(t) = Afa(—t) + Bga(—t).

1.5

I.5.1 j, est de classe C* sur ] 0, +oo [ par théorémes d’opérations et pour tout = €]0, +oo |,
o) = 2% o ()

Jo () = ax®! fo(a) + 2 fl(x)

Ja(x) = ala — 1) fo(x) + 202" fo (x) + 2° f3(z)

22 jo(x) + zj,(z) + (2 — a®)ja(z)

= 2z fl(z) + 2a+ 1) fi(x) + zfa(2)] + 2% fal2) (@(a — 1) + & — o?)
(

= 0 car f, est solution de (E,) sur |0, +oo [

On en déduit que j, est solution de (B,) sur ] 0, +oo|.
J—a est donc solution de (B_,) = (By) sur |0, 400 .

1.5.2
De plus, comme « # 0 et que lin%) falz) = lir% foalx),
xr— Tr—

>0 >0
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lim jo(z) =0 lim jo(z) = +o0

z—0 z—0
sia>0,{ @0 et si o < 0, c’est I'inverse : z>0
lim j_o(z) = +o00 lim j_o(z) =0
z—0 z—0
>0 >0

Comme précédemment, les fonctions j, et j_, sont non nulles. Si le systeme (jo,j_qo) était lié, il
existerait b € R* tel que j_o = bjq.-

= biii%) Ja(x)| = {3_00 Zi Z z 8, ce qui est impossible.
>

On aurait alors lir% J—a(T)
xTr—>

>0

On en déduit que (ja,j—qa) est un systeme libre de deux solutions sur |0, 400 [ de I"équation (By,).
Comme (B,) est une équation différentielle linéaire du second ordre, homogene et sans point singulier
dans ] 0, 400 [, ensemble des solutions sur |0, +oo [ de (B,) est un espace vectoriel de dimension 2
dont (ja,Jj—a) est un systéme libre donc une base.

Les solutions de (B,) sur |0, +oo [ sont donc les fonctions y :] 0, +o0o [— R telles que :

A, B)ER? V>0  y(x) = Aju(z) + Bj_a(z)

Pour déterminer les solutions de (B,) sur | —oo,0[, on peut procéder comme en 1.4.3
A une fonction y de classe C? de ] —00,0[ dans R, on associe la fonction de classe C? sur |0, +oo | :

z :x e y(—x).

y est solution de (B,) sur | —oo, 0] si et seulement si

Vo <0, 22y (x) + 2y () + (22 — a®)y(z) = 0, ce qui équivaut a :

Vr <0, 222" (—x) — 22/ (—x) + (22 — a?)z(—2x) = 0, ce qui équivaut encore &

vt >0, tQZ”(t) +t2'(t) + (2 —a?)z(t) =0

car x — —x établit une bijection de | —00,0[ sur ] 0, +oo|.

On en déduit que y est solution de (B,) sur | —oo,0] si et seulement si z est solution de (B,) sur
10,400 si et seulement si z € Vect(ja, j—o) et finalement

y est solution de (B,) sur | —oo, 0] si et seulement si

IHA,B)ER? Vo <0  y(x) = Ajo(—2) + Bja(—1x).

PARTIE II
a est un réel fixé strictement supérieur a —1/2.
Posons pour x € Ret t € [0,1], g(z,t) = (1 — t2)a7% cos(xt) de sorte que

1
he : x r—>/ g(z,t)dt
0

I1.1. On vérifie que le théoreme de dérivation sous le signe intégral du cours s’applique :

e Pout t € [0,1], z — g(z,t) est continue sur R.
0 9*
De méme x +— a—g (z,t) = —t(1 — tQ)O‘_% sin(zt) et x — a—g (x,t) = —t3(1 — tQ)O‘_% cos(xt) sont
€T x
continues sur R .

e Soit z € R. t — g($7t> est continue sur [0,1[ et on a, car & — 1/2 > 0, pour tout ¢ € [0,1] :
9@, t)| = (1 - “3leos(wt) | < (1-2)273 - 1.

Bt (1—2)073 = (148 21— )22 ~ 2073(1—f)* 2 =203 L
t—1— (1 o t),a+§
Or a > —1/2 donc —a + 3 < 1 donc t — % est intégrable sur [0, 1] (Riemann).
(1 _ t)—a+§

Dou| ¢:t+— (1— tQ)O‘_% est intégrable sur [0, 1]
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’Par comparaison la fonction ¢t — g(x,t) est intégrable sur [0, 1]. ‘
0
e (domination) Pour z € R, t — 99 (

tout t € [0,1] : | gg (z,t)| =t(1— tz)a_%| sin(zt) | <1-(1-— t2)a_% 1= ().
x

On a vu que t — ¢(t) est intégrable sur [0, 1].

x,t) = —t(1 — tz)a_% sin(zt) est continue sur [0, 1] et on a pour

Donc non seulement la fonction ¢ — a—g (7,t) est intégrable sur [0, 1], mais de plus h, est de classe C*
x

sur R. )
0
e Pourx e R, t— a—‘z (z,t) = —t3(1 — t2)°‘7% cos(xt) est continue sur [0, 1] et on a la domination :
x

Pour tout z € R,

d%g

vt € [0,1]| = (@,1) [ < ¢(t)
Ox

et la fonction ¢ — ¢(t) est bien intégrable sur [0, 1].

La fonction x + hy(x) est donc de classe C? sur R.

1 52 1
I1.2.1. D’apres la question précédente h(z) = / a—‘g (x,t)dt = / —t%(1 — t2)a*% cos(zt)dt d’ou
0o Jr 0

par linéarité de 'intégrale :

zh! (2) + zha(z) = /01(1 —2)(1 — t%)* 2z cos(at)dt = /01(1 — %) 3 cos(zt)dt

I1.2.2. On se place sur [0,b] C [0, 1] et on réalise une intégration par parties :

u(t) = (1 —2)*T2, /() = —2t(a + 3)(1 = 2)*77 et v/(t) = wcos(wt), v(t) = 0 + sin(at) :
b b
/ (1 — 23z cos(zt)dt = (1 — b2)*T2 sin(ab) — 0 + (2a + 1)/ (1 — 2)° 2t sin(2t)dt
0 0
Puis en faisant tendre b — 17, on obtient :

1 1
oh”(x) 4+ zha(z) = (200 + 1)/O (1 —t?)*" 2t sin(at)dt

= —(20+1) 1 % (z,t)dt = —(2a + 1)hg (2).
0 X

’Donc he est solution de (E,) sur R . ‘

400 (_1)n
I1.3. On sait que pour tout réel u, cos(u) = Z (2n)!
n)!

n=0

1 +oo 1(—=1)"
ho(z) = /0 %(1—152)0‘_2((23!332%2”&.

u?™. Avec u = zt € R, on obtient :

(_1)71 332”(1 . t2)a—%t2n.

(2n)!

e Les fonctions u, sont continues sur [0, 1] et sont dominées par la fonction ¢ du 1i) donc intégrables
sur [0, 1[.

e La série de fonction ) u, converge simplement sur [0, 1] (vers ¢ — g(z,t) qui est continue sur [0, 1]).
Remarque : en revanche il n’y a pas a priori convergence normale sur [0, 1[.

e Etude de la série des intégrales des modules.

1 om 1 1
up(t dtg“f/ 1— 3> 24t
/ Ole< o 0=
Iy(a) =

2ya—1 N s . s
a) = / (1 —¢*)*"2dt est une constante par rapport a n, et la série numérique »
0

Pour z € R fixé et n € N, on pose u,(t) =

x2n
) | converge

(2n

1
(sa somme vaut ch(x)) donc Z/ | un(t) |dt converge.
0
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D’apres le théoreme d’intégration terme a terme d’une série de fonctions, on a en posant I,,(a) =

1 1
/ (1 —t2)22¢ndt -
0

1 +oo +oo ] +o0
— U _ 42 a—% (_1)71 x2n 2n 34 — (_1)n[n(a) xZn
ho(z) = /0 ; A(B)dt = nz:% /0 (1= eyt gratnenay = Y L pl)

n=0
I1.4. h, est une solution de (E,), paire et développable en série entiere a 1’origine donc d’apres 1.3,

on a|hy = ha(0)fq |

—+00 n
(=1 2
II.5. On a donc le développement pour tout z € R : hy(z) = ha(0) ———— 2"
PP p a(7) E:o a(0) 1P, (a)
Par unicité du développement en série entiere, on a en remarquant hq(0) = Ip(«) :

(=D" (= 1)"In() __ (2n)!
IO(a) 22nn'Pn(a) - (27’1)‘ ’ donc In(a) - 22"n'Pn(a)

I()(Oé)




N PARTIE III

II1.1. Laplacien en polaire F(r,0) = F(rcosf,rsinf).
En dérivant par rapport a r!, on a en allégeant les écritures :
or  Ox or Oy or Ox oy’
En dérivant une deuxieme fois par rapport a r :
0’F 0’Fox  0°F Oy i 0’F 0x  O%F Oy
—— = cosf — + = sin ¢ — ==
or? 0x2 Or  Oydx Or Oxdy Or ~ Oy? Or

2 0*F F

. )

o + cosﬁsmeamay + sin Ha—yQ.
F étant de classe C2, on obtient (par le théoréme de Schwarz) :

0*F
2 .
= oS GW + sm@cosﬁa

?F , OPF PF ., 0°F
52 = COoS HW + QSIHGCOSHayax + sin Oa—?ﬂ
F F F
De méme en dérivant par rapport a 6 : a— = —rsinf— +rcos 98—.
00 ox oy
9°F OF OF O°F 9°F 9°F
Puis : 907 = —7rCoS 0% — rsin Ga—y + +r2sin? GW — 2r?sin 6 cos eﬁyax + 72 cos? 98—3/2.
Le calcul donne alors :
0?°F  10F 10°F O°F *F  O°F

ot S = 5g 1t 05+ 55 1=AF in6).
o “ror 2o o2 08y8x - oy? (r cos 8, rsin6)

II1.2.1. 1 existe 7 tel que f(rg) # 0 (car sinon F' serait identiquement nulle). On a donc pour tout
0 eR: g(0) = F(ro,0)/f(ro) et donc ’g est 2m-périodique. ‘

) 0*F 0*F . .,
II1.2.2. On a ici o = f(r)g(0), 5z = f(r)g(9), P07 = f(r)g"(0) donc

0= AF +02F = = (£()g"(0) + 7/ (1)g(6) + 12" (1)g(0) + 12 F(r)g(6) (L)

"
rof'(ro) + g f" (ro) + rgw? f (ro)
f(ro)

En utilisant ceci avec f(rg) # 0, on obtient un réel A =

(indépendant

de 0 et de ) tel que pour tout € R :
(i) ¢"(0) +Ag(0) =0

En injectant ceci dans I’équation (L), on obtient :
(=Mf(r)+rf'(r)+r2f"(r) + r*w?f(r)) g(8) = 0 et en utilisant un 6y tel que g(fy) # 0 :

(i) Vr >0, r2f"(r) 4+ rf(r) 4+ (2w = N f(r) =0

IT1.2.3. D’apres I11.2.1. g est 2w-périodique et n’est pas la fonction nulle.

Si on avait A < 0, les solutions (non nulles) de y” + Ay = 0 ne seraient pas périodiques (6 —
Aexp(v/—M0) + Bexp(—v/—M\)).

Pour A = 0. A = 02.

Pour A > 0, les solutions sont les fonctions de la forme 6 — « cos VA0 + Bsin v A0. On peut les mettre
sous la forme A cos(ﬁ@ +¢). Avec A non nul, les fonctions de ce type sont périodiques ET de période
T =2n/ VA, 1l existe dont un entier naturel non nul p tel que pT' = 27 ce qui donne VA = p puis
A =p?.

\ est nécessairement de la forme p? avec p € N.

!Les hypothéses du texte sont suffisantes pour pouvoir le faire...
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I11.2.4. ’Pour p # 0, la forme générale est 6 — A cos(pf) + Bsin(ph)... ‘

Pour p = 0, ¢” = 0 donc g est affine. Or g est périodique, donc g est constante (et toutes les constantes
conviennent).

’Pour p = 0, les solutions pour g sont les fonctions constantes. ‘

I11.3.1.w =0 et A =0, (i) devient 72f”(r) + rf'(r) = 0. La résolution (sur ]0, +oo[) donne
f'(r) = Ce=In(r) = % puis

’f :r+— Cln(r)+ D ou C et D sont des constantes. ‘

II1.3.2. w=0cet A = p? £ 0, (i) devient 72 f"(r) +rf'(r) — p?f(r) = 0.

On regarde les fonctions puissances y : 7+ 7% : r2y"(r) +ry/(r) — p*y(r) = r*(a(a — 1) + a — p?).

y 17— % est solution de cette équation différentielle si, et seulement si, a? — p? = 0.

Nous avons deux solutions r +— 7P et r — r~P de cette équation différentielle linéaire d’ordre deux
(sans points singuliers sur ]0, +00[), elles ne sont pas colinéaires donc les solutions sont les fonctions :

’ fir—CrP+ Dr7P ou C et D sont des constantes. ‘

ITI.4. On calcule sans peine fi(r) = %f’ (g) () = % i (5) puis
w

r2fl(r) + rfi(r) + (r* = p?) fi(r) = :Z I (5) + g I (%) + (2 —p)f (g) = 0 d’apres 1’équation

() évaluée en r/w €]0, +o00|.

f1 est solution de I’équation (B)). | (étudiée a la partie I...)




