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Corrigé par Sylvie Darrieu-Bonnet

|.1 Leséquations E, et E_,_, sont égales, cequi autorise arestreindre I étude aA DE— E

1.2 On suppose qu'il existe une série atiére Z a, X" derayon de cnvergence R> 0, dont la

somme S soit solution de E, sur ]— R, R[
Sest declasse C?sur ]— R, R[ et dérivable terme aterme atout ordre sur ]— R, R[ :

Ox O]- R A, S(x) = Zax S(x Znaxnl et S"(x )—Zn(n—l)anx”'2
Sed solutionde E, sur ]— R, R[s et seulement si
Ox0]-R,R], +Zo:([n(n +1)- A +2a, + (1+1fa,, k" =0

Par unicité du ddveloppement en série entiére de la fonction rulle sur ]— R, R[ , Ces assertions

()\ +n+1)A - n)a
(n +1)

|.3.1 Une solution polynomiale de degré d est développable en série anttiere, ses coefficients

sont nuls a partir durang d+ 1 et son coefficient d'indice d est non rul. D’ aprés la question

précélente, une mndition nécessaire pour que E, admette des solutions polynomiales de

degrédest (A +d +1)(A —-d)=0Oet a, # 0.
On montre que cete cndition est suffisante (par réaurrencesur n>d, « a, =0 » et par
réaurrencesur n<d, « a, 0 »).

Lerayon de mnvergenced une telle série aitiere et infini, ce qui achéve de prouver que
E, admet des lutions polynomiales de degré d si et seulement si

1
En effet, leterme A +d +1 ne peut pas sannuler pour dJIN et A [ %— +oo[

sont équivalentesa: OnOIN, a,

n

1.3.2 Lorsgue A =d, les lutions développables en série entiére sont les fonctlons
d

polynomiales déterminées par Ox 0 |- e, e[, P(x) = Z a,x" avec

_(d+n+1)d- n)a

(n+1)
Pour que P(O)=1, il faut et il suffit que a, =1.

On<d-1, a,

n-

+d
On montre alors par reaurrencesur n<dque On<d, a, = E" %‘E

Il existe donc une unique solution polynomiale de degré d telle que P(O =1. 1l sSagit de ¢,

définie par |[Ox O]~ 0,00, ¢, (x) = ;g:d%%n

.3.3 En particulier [Ox O IR, ¢, (x) =1+ 2x|.
8x*+8x+1 1,1 4 8x*+8x+1 _1_1 _ 4
x(x+1)2x+1) x x+1 2x+1  x(x+1)2x+1? x x+1 (2x+1)°

1.3.4




¢, est une solution de E,; qui ne s'annule pas sur ]0,+oo[. On peut donc chercher les lutions
de E, souslaforme: y=z¢,.
On trouve que les lutionsde E; sur ]0,+oo[ sont les fonctions

X - &Eﬁ (2x+1)In %% k,(2x+1)|, ot k, et k, sont des constantes réelles arbitraires.

1.4.1 11 faut comprendre quey est une solution développable en série entiére de E, , non
identiqguement nulle, et donc que ses coefficients vérifient la cndition établieen 1.2 . Aprés
avoir montré par réaurrence sur n gue les coefficients de la série entiére sont non ruls dés que
a, # 0, on peut appliquer & cete série entiére laregle de d Alembert. Son rayon de
convergence et égal a 1. Il est donc strictement positif, et ceci achéve de prouver que E,

admet des lutions développables en série entiére auvoisinage de zéo.
.42 D’ aprés|.4.1et 1.2, les Dlutions développables en série entiere de E, sont les

fonctions déterminées par Ox 0 -1, y(x) = +Z.ianx” ol OnOIN, a, = (A+ El +li§i\ -n) a.
n= n+

Pour qu unetelle fonction prenne lavaleur 1 en O, il faut et il suffit que a, =1.
Il existe donc une unique solution de E, développable en série entiére telle que y(O) =1, &

c'est lafonction définie sur ]—L][par: X - +Z.ianxn avec OnOIN, a, :W |l|()\ +K).
n= n

k=-(n-1)

|.4.3 En particulier, OxO|-11], ¢ , (x) = +Z.ianx” avec On0IN, |a, =~ ﬁ@(—%g.On

. £ (nt)”
peut aussi éaire OnOIN, |a, = Bﬂg

Et DXD]—l,l[, ¢;(X): ,Zanxn avec|lInJIN, a, = (n:!L)Z kzlilﬂ@(+%é On peut aussi éaire

OnOIN, a, = (-1)™ ;2 j@zz(z(:]):)z é .

11.1 @(x) est une intégrale dépendant d un paramétre,

ong: el 2o R \
Lafonctiong: 2H est continue. Pour tout b [ [— L+oo[ , on al’ hypothese
H(xt) - v1+xsin?t

de domination :

O(x,t)0[-1,b]x g% 0< 41+ xsin?(t) < \/1+bsin?()

Lafonction t — y1+bsin?t est continue sur @)%E donc intégrable sur @)%E

Lafonction ¢ est donc continue sur tout segment [—L b] O [— L+oo[ , donc continue sur
[~ 2+ .



1.2 Lafonction g est de das® C* sur [~1,+oo[ x @)%E et pour tout k JIN*

k-1

k |_| (21 _1)
D(X,t)D[—:L+oo[x @g% 6679(X,t):(—1)k_1 1=1

par réaurrence sur k).
O(a, b) 0 [~ L +0o] x[-1,+c0[ telsque a < b, onal’ hypothése de domination :

ﬁ(zl _1). Sin2k() 1
(L+asin?(t)) 2

xtD[ab]xg)ZE ak (xt* 12k

TC ., TC
sur 0, —~ donc intégrable sur O, —r.
@’ 2F “ @’ 2F

On montre ensuite par réaurrencesur k O IN *, en appliquant le théoreme de Leibniz ag pour

s~ 2k
- s (t) - . (démongtration
2 L+ xsin? t)) 2

—+

par une fonction continue

vérifier (HR)), pwsaaa g(x,t) graceal’ hypothése de domination ci-dessus:

(HR,) Lafonction ¢/ est de dasse C* sur tout segment [a,b] 0 |- 1,+oco[ et
75 Ak
0

Ot O[a,b, g ® 7g(x,t)dt .

Conclusion : |La fonction ¢ est donc de classe C* sur |-1+oo| |

11.3.1 Question de wurs: DSE de (1+u)” avec a = %

11.3.2 Pour x0]-11], DtD@),gE, 1+ xsin?t0]-11].

n-1
Donc : v1+xsin’t = ( 1" _(an) x"sin®(t). C est lasomme d’ une série
2n-1 22 (ny’

trigonométrique, dont on montre qu’ elle est normalement convergente sur @)%E En effet,

DtD@nE 0™ (2n) X" sin? (t% ! 2n)2| X"

2F |2n -1 2" (ny? 2n-127"(n)

1 (2n)
2n-122"(n )
somme est —+1-x et que xO]-11[.

Donc t — 41+ xsin®(t) est intégrable terme aterme sur @)%E

" est absolument convergente, car ¢'est la Série entiére dont la

Et lasérie Z

Finalement, Ox 0 ]-11[, w(x) = N (;n n_ll 22ﬂZn) %ﬁj’sm t)dt%(



11.3.3 Calcul clasdque desintégralesde Wallis.OnOIN, |, = (2n)

"2 ()

N_I |

Onen déduit OxO]-1, w(x Z = 152(Zn) éx

(2n)y _ ~2k-1
1134 =2 =
3 =

22" (n!)?

<1 ca c’est un produit de termes comprisentre O et 1.

11.3.5 Pour xO]-11], pour nTJIN , on pose v, (x) = " (en) éx”

2n-1 > (n)?
Pour nIN, v, est intégrable sur J-11[, car prolongeable par continuité sur [-11].
Lasérie Z Vv, converge simplement sur ]— LJ{, et sasomme ¢ est continue sur ]— LJ{.

Pour n>1, J’|v x)dx = J’an 1@233 §|x|”dx = EZZ("Z(:I)I')Z é 2n1—1n-2+1'

H (2n) 1 2 2 S
Donc (On>1, J’|v dX<HZZ”(n!)2 '2n—1'n+1s(2n—1)(n+1)dapreS”'SA'

Lasérie Z— est convergente ca atermes tous positifs et équivalente ala série de
(2n —1)(n +1)

. 1 " . L s .
Riemann Z —, donc de méme nature que cette derniere par théoreme de cmparaison des

=

1
séries atermes tous positifs. La série Z I |v dx est donc convergente par théoréme de

comparaison des fries atermestous postlfs
On peut appliquer le théoréme d’ intégration terme aterme sur un intervalle de la somme
d'une série de fonctions. On remarque que les termes d' indice impair sont nuls.

W est doncintégrable sur J-11 et J’L,U (x)dx = —22 (ap —1)1(2p ) EZ‘”’((LESEJ))Z g :

+
I1.4 D’ aprés laquestion |.4.3, comme———Et 2N~ 1 2n+1
-1 20 2n 1 2n-1C"

On en déduit : Ox0]-11], 4’(X)=%@_1(X)+¢1(X)E
2 2

T

1.5 Compte tenu des symétries de I"ellipse, | :4J’\/b2 sin?(t)+a? cog (t) dt

7
Donc | =4af 1-e?sin?(t) di= 2amp(-¢’) = a Eqbl( 2)+¢ 1(—32)E:m
0 U2 2 L

111.1 f(t) est uneintégrale dépendant d'un paramétre.




[-12]x IR = IR
Lafonctionh: gx,t) - % 1+ xsinz(t) est continue. On al’ hypothése de domination :

O(x,t)0[-11x IR, 0< %\/1+ xsin’t < %

. 1 . L
Lafonction x — —— est continue sur [-11] donc intégrable sur [-1.1].

J2

ILa fonction f est donc continue sur IR et 277 — périodique ca sin est 277 — périodique.
I11.2 La fonction h est également de dasse C* sur [-11]x IR.
O(x,t)O[-11]x IR, ih(X,t): EM_

ot 2 1+ xsin?(t)
On a |’ hypothese de domination :

xsin co t) [sin(t)cogt

O(x,t)0[-21x IR, ‘ih( t){ 1] S()‘ ! ()oodt) _ sint) <1.

ot 2 1+xsin?(t) +1-sin?(t)
Lafonction x — 1 est continue sur [-1.1] donc intégrable sur [-11].
Lafonction f est donc de classe C* sur IR.
I11.3 D’ apres le théoréme de mnvergence normale des €ries de Fourier, lafonction f, qui est
211 - périodique @ de dasse C* sur IR, et égale alasomme de sa série de Fourier (qui
converge normalement sur IR).
Or, lafonction f est également 77 —périodique, ¢’ est-a-dire égale asatranslatéede . Ses
coefficients de Fourier vérifient donc : ¢, (f)=(-1)"c,(f) et donc ses coefficients de Fourier
d’indices impairs ont nuls.
D’autre part, lafonction f est paire, ses coefficients de Fourier b, sont nuls.

+00 2 n
Finalement, OxO IR, f(x )—% nZazn cod2nt), avec|a, :EJ’f(t)cos(pt)dt

|||4a0——I t)dt . On remarque que Ot [0, 7], f(rr—t)=f(t).

rr rr2
Donc a, :%Io 2f(t)dtz%f§[ 1+ xsinz(t)dx%jt.
0L+l

Lafonction (x,t) - 1+ xsin?(t) est continue sur le pavé [-11]x @EE Par théoréme de

Fubini, a, = J’%I’/“ xsin? dt%ﬁx dans lequel on reconnait I'intégrale de g sur [-11].

Finalement, d'aprés11.3.5, a, = J’ql(x)dx: N i (4p- 112p +1) E24P(4§F))) é
=]

Fin du probléme



