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Partiel —
1 Siz=0,lasérieconverge.

Siz200n>1 u,=n2"Z Oet St = @ H |z| ~ |z| On peut alors appliquer larégle de
n

+
Un N oo

d Alembert :

a Silkz[k1,lasérieconverge: R> 1.

b S [z[>1, lasériedivergeet R< 1.

Conclusion :

2 FEtude sur le cercle de convergence :

a Sis>10n“Z"0=n"et (X n®) est une série atermes positifs, convergente car s> 1 (régle de
Riemann) : ( Z n°z") converge absolument, donc converge.
Sis<0n®"D=n°21. Lasuite (n"°Z") netend pas vers 0 et la série diverge grossiéement.

b Pourz=1, (X n®)divergecar s< 1 (régle de Riemann)

_ 5N
c S, estlasomme destermesd une suite gegométriquederaisonz#1: S, = zl1 £ Cce qui donne:
-z
1 +1"
IS,|<1 | =k or 1-z = (1-cos()) —isin(®) et C1-z[F = (1-cos(9))? + sin¥(®) = 2 — 2cos(9)
= 4sin %(9/2) . Conclusion : [S,| < __ 1
2|sin(8/2)|
2° méthode : 2" = exp(ind) ; on factorise alors exp(ind/2) au numérateur, exp(i9/2) au
. dnd/2 grind/2 _ grd /2 B} 2isin(nd/2)
dénominateur ; S, = z— : =z V2 EZ T Y ging
Sn e|1‘)/2 e—|8/2_er8/2 —2|SII’1(19/2)

_|sn(n8/2)| 1
\sm(a/2)| |sm(a/2)|

n n n n-1
Sc—Se1=Z Alors z K32 =5 k™S =Y k™S =5 k™S, =Y (k +1) S, en prenant k-1
k=1 k=1 k=t k=i k=
pour nouvel indice dansla2° somme, et en utilisant Sy = 0. On regroupe aors les termes de méme
n n
indice: 3 k°Z = Z(k‘s ~(k +1)‘S)s( +ns,.
k=1 k=1
Lasuite (S,) est bornéeet s>0: limn®S, = 0.
Ok=21 Ok —(k+D)T S, (K°—(k+D)®) 2/sin(®/2) et = (k®°—(k+1)®) est une série
convergente car la SUITE (k ~) converge. Conséquence: (Z (k™°—(k+1)®) S,) est une série

Sl

n 0
absolument convergente, donc convergente et la suite @kz k~Sz*[] converge. |( T k*® zk) convergei.
=1 U

3 Expressionde¢ al’aide d uneintégrale:

+00
a Lerayon deconvergence delasérie(=n?z") éantR=1:0t0]-1, 1] ¢(t, s) = z nt" et
n=1

pour t # 0 . Laformule est encore valable pour t = 0 ( prolongement par

o(t, s)_z -

continuité en 0). Or Iasomme d une sé&rie entiere de rayon R = 1 converge normalement, donc
uniformément sur [0, X] lorsque x [0 ]-R, R[ =]-1, 1] . Comme lesfonctionst — n"t"™* sont
continues sur le segment [0, x], on peut intégrer terme aterme :



+00 +o00

J’Mdt Zn‘SIt"‘ldt—Znﬂx —anl N =¢(x,s+1)
2° méthode : on utlllse di rectement les résultats sur |es séries entiéres.

Lafonctionf:t - ¢(tt S) _ Z n~2t" aun développement en série entiére derayon 1 ; donc
n=1
+o00 tn
toute primitive F de f un développement en série entiére derayon 1: F(x) = F(0) + z n’—
n=1
Puisgue F(0) = 0, on retrouve le résultat précédent.

n

b &(x 0)= +Zmn'SO =0:d(x, 1) = fx? = -In(1-x).
n=1 n=1

4 Onsupposes>1.

a Lafonction f, est définie et continue sur [0, +oo[ (car s-1 > 0), telle que fr(t) =10 O(1/t2) (carn>
0);ort — Ut est positive, intégrable sur [1, +oof (car 2> 1 ; regle de Riemann) ; on applique la
regle de domination : f, est intégrable sur [1, +oo[, continue sur [0, 1], donc intégrable sur [0, +oo].
On effectue alors le chaq_gement de varijables affine (donc de classe cY:u=nt ce qui donne :

_ _uDuDS du_[1
J’ f,(t)dt = I e v r(s)

n

b On note uy(t) = 2" fu(t).
[ Pour tout n, uy, est continue (donc continue par morceaux) sur [0, +oof et y est intégrable
puisque Du, =0, 2"0 <Of 0.
i un(t) = (ze't)n 51 suite géométriquederaisonr = ze'telle que [rig el<1lsur 10, +oo[
donc ( Z up) converge simplement sur ]0, +oo[ verslafonction g définie sur ]0, +oo[ par

tes1 1
)= ze 't ———
o 1-ze™"
ii g est continue, donc continue par morceaux, sur ]O +oo|.
+00 +00
iv Pour tout n >1 J’|u =" J’f F(s) ey J’|u | converge (car s> 1; reglede
Riemann).
On peut alors utiliser le théoréme de permutation série-intégrale : lafonction g est intégrable sur
+00 +00 00 too  —tis-1 +00
10, +oof et Ig(t)dt =5 J' u,(t)dt soit ZI Ldt Zz r(S) =T (9¢ (z,s). En multipliant
n=1 0
numerateur et dénominateur par € dans|’ mtegral e, on obtient la formule demandée :
+o00 s-1
¢(z,9) = F?) I t Remarque: I'(s) > 0 car c'est I'intégrale sur [0, +co[ d'une fonction

continue, positive, et non nulle.

Partiell —
1 Onpose uy(s) = n° = exp(- sIn(n))
a Pourtoutn=>1: u,estdeclasseC”sur]l, +o[ et Op=0 ulP(s)=(-In(n))’ns
b Pour montrer la convergence uniforme, I’intervalle ] 1, +oo[ ne convient pas; on selimite a
I'intervalle [a, +oo[, avec a> 1. Alors || u\® | < InP(n) n®= v, (car lafonction s — nSest
décroissante sur [a, +oo[). Puisgue In(N) =4 O(l/nb) pour tout b > 0, on compare v,, alasuite de



1-a
- i v B} = .
terme général t, = n 32 t—” =InP(N)n 3 @32 =|InP(n)n 2 ; puisque 1-a< 0, lalimite du

n

quotient vy/t, est nulleet || u® |l = O(n 2. or (= (n ™) converge (car (1+a)/2 > 1,
regle de Riemann) ; on applique laregle de domination : ( Z || un(p) [k ) converge normalement,
donc uniformément et simplement sur [a, +oo[. En particulier,
[ PourOsk<p ((Z]| un(k) [k ) converge ssmplement sur [a, +oof.
i Et (2 ]|u® | ) converge uniformément sur [a, +od[.
Conclusion : pour tout naturel p, lafonction somme: Z, est de classe CP sur [a, +oo[ ; ainsi { est
une fonction de classe C” sur [a, +oo[, ceci pour tout a> 1. On peut enfin conclure :

g 0C(a, +o[)]

2 Etpours>1(’'(x)= zun '(s):—z In(n )<0 lafonction ¢ est strictement décroissante sur ]1, +oo[.
n=1 n=2. I’] ;

>0
3 Méthode utilisée : comparaison série-intégrale.

Lafonctiont — 1/t° (s> 0) éant décroissante sur [n, n+1] (n O N*) :

p+l p+l p
_z 1_Iﬂ<z - lafonctiont — t et
Sn & n®

additionnant cesinégalitésdel ap: Z( )
= (n+

intégrable sur [1, +oo[ car s> 1 (regle de Riemann).

Lorsquep — +oo, Onobtient: {(s) —1< J’% <{(9).
1

Deplus{(s)—1= Zi>0 ce qui complete|’encadrement : 0< {(s) —1< J’g <{(9).
n= N
+oodt 1 1—3_

Or I— = lim ——,cequidonne: 1<{(s) <1+1/(s1) =9(s1). Lorsques - +o, les
t-+o0]l—9 1-s

deux termes qui encadrent ont pour limite1: | lim {(s) =1/.

S +oo

+oo +00
De méme, en multipliant par s-1 > 0 |’ encadrement : J' % <{(9 < Iﬂ +1, on obtient :
1

1<(s)(s-1) < s; en utilisant le théoreme d’ encadrement : lim, Z(S)(S'l) =1soit|((s) [} 1/(s'1)

Partielll —
1 Utilisation d' une série de Fourier :

a OxO[-0 x+2md[0,2r,-xd]0, 1, cequi permet d' écrire:

v _ 2
9(X) = glx +2r0) = ﬁ” : Zrﬁzzﬁ ”2”% =g(~x)

Comme g est 21e-périodique et que sarestriction a[-1t, 11 est paire, g est paire.
Larestriction de g &[0, 2] est de classe C”, donc g est C* par morceaux sur R, en particulier

continue par morceaux ; ses coefficients de Fourier sont définies. g étant paire, les coefficients
T

b,(g) sont nuls et a,(g) = Zi I g(t) cos(nt)dt . On effectue alors une triple intégration par parties,
T
0

en posant u(t) = (Tt- t)2, V(S)(t) = cos(nt), ce qui entraine :
u'(t) =-2(tet), Vv’ (t) =sin(nt)/n (conséquence: n > 0)

3



u'(t) =2 V' (t) = -cos(nt)/n?
Wiy =0 v(t) = -sin(nt)/n°
Les fonctions u et v étant de classe C* sur le segment [0, Tﬂ on obtient :

an(9) = i%n —t)ZM —2(T) Cos(nt) zs'n(m)D -J'o dﬁ soit, puisque cos(nm) = (-1)" et
21 n n?
sin(nm) =0: ay(g) = iz pour n > 0.
n
Il reste acalculer a(g) = Zi}@dtzg. Letracé de sacourbe est ;

9

>g:=t->(Pi-(t-floor(t/(2*Pi))*2*Pi))"2/4;

2
N } %‘[—t +2f|oor%t§n§
4 T

>plot(g(t),t=-2*Pi..2*Pi, scal i ng=constrai ned);

g est paire et sarestriction a0, 1] est continue, donc larestriction de g a[-1t, 1 est continue. De plus, par
construction lim _ g =1lim . g : g est continue sur R, de classe ct par morceaux. On peut alors appliquer

le théoréme de Dirichlet : OtOR  g(t) = @ " zm a(g) cos(nt) &t en particulier

Ot 0 [0, 2r g(t)—_+z OnAcf

—cos( nt) = B_H
. . -,-[2 1 ) +00 1 T[2
b Enparticulierpourt=0:9g(0)= —+ ) — s0it {(2)= ) —=—
p p 90 = 5 nz:lnz (2 nzlnz 5
Pour le calcul de {(4), on utilise laformule de Parseval (g est 2r-périodique, continue par

morceaux sur R) : é‘aﬂg ? Z a2(g) ‘—Ig (t)dt (car g est paire). En effectuant dans



I intégral ele changement de variable affine (donc de classe Cl) u = Ttt, on obtient :

™ u Tt ™
—+= == du=— et |((4)=—
122 Z() Iles 80 ¢4 90
2 Unenouvdleformule:
2 R$©)= Re “ei”SD:+°°R cos(na) g(s)_n_z
=1 nz@ nz=1 Z 12

|.3 +o00

b On utiliseaorslaformule delaquestion 14b : Rd(9) = Re( ¢( 2) = Re%( )J’ s dtﬁ (s
-e

une fonction est i ntégrabl esur unintervalle, sa parti eréelle (et sapartieimaginaire) le sont
oo

également) : Rp(D) = %I Re( pE )tdtﬁ

+00

M2 = I te”'dt ; en effectuant une double intégration par parties: u(t) =t, v’ (t) = el u =1,

v()=-e,u'(t)=0etv(t)=€' (uetvdeclasse C>sur R) : Ite‘tdt— —~(t+1)e™ : delimite0
en +oo. Ainsi m On revient au calcul de la partie réelle : en multipliant numerateur et
dénominateur par le conjugué du dénominateur:
i9 i9 t i ot t _
tte == tte S .et e—i& = e " -1 ; sapartieréelle est 2:(6 cct)s(f)) Y .
e-e’ e-e’ e-e e? —2e! cos(9) +1 e~ —2e cos(v)+1

t(e' cos(9) - D 4 = g(9)- n2
1 et -2¢ cos(8)+1

Conclusion: R$(9) =

t(e' - “t(e' -1) e _m
c Pourcos(d)=1,et93=0: d—
=9) = IZt 2e+1 I(e -1)? ! 1 6
+00 t +oo
Pourd =1: - Zt(e—+1) I dt— ietj' t dt:i
et +2el +1 1 e+l 12
t
On remargue ensulite, pour t >0 : tt + t = 2te = t ;ainsi\|3:|1+|2:T€/4.|

e -1 e +1 -1 sh(t)
3 Onsupposes>0, a|nSI s+1>0.

a Onprendz= é? demodule 1. On peut alors utiliser le résultat de la question 14b (pour s+1), en
prenant la partie reel le des fonctions concernées :

+o00 t ma
R 9 o)=L s ecosd)-1 De cos( ) | :
e( ¢(e )1 St ) F(S+1) ‘([). t e2t _zet COS('S)"']. Ens+1§ UIS apartle
. o 1 +00 et Sn(_a) _ +00 |n3 [] += Sln(nf))
A ey !,’ e cos(9) +1 = Z Eiﬁ . o

+o00 St

b Pourd =12, etla2° formule: J'—dt—l'( 1)zsm(nn/2) lorsque n est pair, Sin(NTr2) =

0' iI ne reste dans la somme quelestermes correspondant an impair : n = 2p+1. Ainsi :

L. < (pP —
2.[ ch(t)t rs 1)2(2 F1) et|l(s) = 2T (s+1). Sy(s),




t
On utilise de nouveau, pour t>0: tl + tl = 22te __ 1 , ans quelal°® formule, pour
e -1 e'+1 e'-1 sh(t)
+oo +00 )n +oo

s+l s+l '’

9 =m;ans : Its—dt—l‘(s+1)z etpourd =0: J'ts—dt—r(s+1)z L ;en

n

Hjt_ +1 1—(-1)" est nul si n est pair, vaut 2 si
n=1

tSD 1
—1 el +1

) ) ) t B 2
nimpar. Soit: dt=y —
P { 20" 2@

faisant ladifférence : J'

M(st1) etJ(9) = 2T (s+1)Sy(S)
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