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PARTIE 1

1.1 vapplication ¢ : (z,t) — cos(nt — xsint) est continue sur R x [0, 7]; cela garantit I'existence de l'intégrale ordinaire

¢(z,t) dt pour tout z € R.
0
Pour démontrer la continuité de ¢, il suffit d’utiliser la structure d’algebre de C°(R?, R) et le théoréme de composition : (z,t) — x

est continue sur R? (projection), (z,t) — t de méme, donc aussi (x,t) — sin(t) par composition et donc (z,t) — xsin(t) par
produit, puis (z,t) — nt — xsin(t) par combinaison linéaire et enfin (x,t) — cos(nt — zsint) par composition & nouveau. Par
restriction & R x [0, 7], on obtient la continuité de ¢.

L’ensemble de définition de J, est R donc est symétrique par rapport & 0 et si x € R, on a, via le cdv affine (donc admissible)
u=m—t:

1 [7 1 [7
In(—z) = ;/0 cos(nt+ xsint)dt = ;/0 cos(nm —nu+zsinu)du = (—=1)"Jn(z)

donc J,, a la parité de n.

1 [7 1 [7
1.20naJ_,.(z) = ;/ cos(—nt —xsint)dt = ;/ cos(nt +zsint)dt = J,(—z) = (—1)"J,(x) d’apres le L.1.
0 0

. . or . . . .
1.3 Soit p € N*; ¢ possede une dérivée partielle 8—?(&0775) = (—sint)? cos (nt —xsint + ng) qui est continue sur R x [0, 7].
Tz

Avec la continuité de ¢, cela suffit & fournir le caractere C? sur R de J,, ; p étant arbitraire, cela montre son caractere C*.

/M . . .
1.4 Fixons n € N. D’aprés la question précédente, J,, est dérivable sur R et J/, () == / —sint. sin(nt — xsint) d¢; une ipp
0

™
u'(t) = —sint si u(t) = cost
avec { ®) ®) valide car u et v sont C* sur [0, 7], donne alors :

v(t) = sin(nt — xsint) donc v’ (t) = (n — zcost)cos(nt — xsint)
1 T .
Jh(x) = —= {[cost. sin(nt — xsint)|y — / cost.[(n —zcost)cos(nt — xsint)] dt}
T 0
Le terme tout intégré étant nul, on obtient le résultat voulu.

1 ™
On a dans la foulée : Jy (z) = —= / sin® t cos(nt — xsint) dt.
T Jo

Et donc, pour x € R,

22T (x) + xJ) (2) + (2° — n®)Jn(z) = %/ cos(nt — xsint) {—x2 sin’t 4+ 2(n — x cost) cost + (z° — n2)} dt
0

1 [ . -
—/ ncos(nt —xsint)(zcost —n)dt = _r [sin(nt — zsint]] =0
T Jo ™

PARTIE II

II.1ScitpeNetzc€R;ona:

Jop(x) = % / cos(2pt — xzsint) dt = % / (cos(2pt) cos(x sint) — sin(2pt) sin(wsint)) dt
0 0

Le cdv affine t = m — u permet de montrer que / sin(2pt)sin(zsint)dt = —/ sin(2p u) sin(z sinw) du et donc que
0 0
/ sin(2pt) sin(zsint) dt = 0. D’ol ’égalité demandée.
0

1 (7 .
Le méme procédé fournit I'égalité Jopi1(z) = — / sin(2p + 1)t . sin(z sint) d¢.
T Jo

+o 2k
I1.2 Traitons le cas n = 2p; on sait que cosu = 1Y avec un rayon de convergence infini. Donc pour tout t € [0, 7
P (2k)!
k=0
too 2k i 2k
¥ sin“" ¢
et tout x € R, on a : cos(xsint) = B DL e
(rsint) = (-0
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2% i 2k 2% ;o 2k 2% 2%
3 . t . t
A z fixé, la convergence de la série Z(—l k% est normal en ¢ sur [0, 7] puisque (—l)kx (28;;' ‘ < |(2|k)' et Z |(2L)'
converge vers cosh |z|. La convergence est donc uniforme sur [0, 7] et on peut intervertir ) et [ :
1 +oo & $2k ™ ok
J: = — -1 2pt) si tdt
2p () - ;( ) oh! /0 cos(2pt) sin
avec convergence pour tout x € R; c’est le DSE de Ja, valide sur R.
On obtient exactement de la méme facon :
1 +oo 2k+1 ™ ) - okt
Jopt1(z) = -~ ; 2k " 1) / sin(2p + 1)t. sin tdt
it —it 2hit —2hit 2k
_ 2k
I1.3.1 Les formules d’Euler sint = %7 cos(2ht) = % et la formule de Newton (a—b)? Z < ) Vra®t "
i

; ; k
o ) ez t e—zt 2k
permettent d’écrire sin®* ¢ = (27 = E ak,n cos(2ht).
i
h=0

On sait par ailleurs que la famille (u — cos(h u))

h>o €St orthogonale pour le produit scalaire (f | g) = /0 fw)g(u)du; le cdv

affine u = 2¢ fournit donc / cos(2pt)cos(2gt)dt =0 si p # q. Donc, si k < p (ce qui suppose p > 1), on a :
0

/ cos(2pt)sin®* tdt =0
0
et sik>p,ona:
7 . 2k T 2 ™
/ cos(2pt)sin“" tdt = ozk,p/ cos“(2pt)dt = Ay
0 0
reste donc a calculer ag,p,; or on a :

it —it\ 2k P
.ok, (€ —e 1 vk 2K 2ipe o vk—p| 2K o2t | — (1) 9 2k 9 Y.
sin”™" t = ( 5 ) BRCHE: < +(-1) (k +p e+ (-1) k—p + = ktp cos(2pt) + ;

(—1)? [ 2k
4k \k+p

et finalement :

™ —_1\P
/0 cos(2pt) sin®* tdt = (41) <k2—|l—cp)ﬂ-

donc ag,p, = 2

On en déduit aussitot que :

too 2k ™ too 2k too
L kL i 2k 1 K (=P ([ 2k k—p 1 2k
= — — = — — = —1
Jap () 71',;:0( 1) (Qk)!/o cos(2pt)sin™" tdt — ,;:p( 1) Ol T \k+p ™ ,;:p( ) ] x
donc
Osik<p
O‘2k(p) = k— 1 .
nr— >

v 4% (k +p)!(k — p)! wk=p

I1.3.1 Pour ceux qui aiment, on en remet une couche.

eit _ o—it e(2ht1)it _ o—(2h+41)it
Les formules d’Euler sint = ————, sin((2h + 1) t) = 5
1

2
eit e 2k+1 k
sin?Ftl¢ = (T) = Z e.nsin((2h + 1) 1).

et la formule de Newton permettent d’écrire

™ ™ 1
Par ailleurs, / sin((2p + 1) t)sin((2¢ + 1) ¢) dt = / 5 [cos((p— q)t) — cos((p+ @)t)] dt =0 sip #q.
0 0
Dong, si k < p (ce qui suppose p > 1), on a :

/ sin((2p + 1) t)sin® ™ tdt =0
0

etsik>p,ona:
/ sin((2p + 1) t)sin® ™ tdt = ﬂk,p/ sin’((2p + 1) t)dt = Bk,p 3
0 0

reste donc a calculer (B ; or on a :
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it —it 2k+1
. 2k+1 e’ —e 1 n2k+ 1\ (2rt1-2n)it okti-n| 2k+1 —(2k+1-2h)it
(& -° L S I | a1
s ( 2i ) (20)2F+1 ( +(=1 ( ho )¢ oot (=) % +1—h)° +

:2%% ("'+2<2k;1)(—1) sin((2k + 1 —2h)t) + )

1P (2 1
donc en prenant h =k —pona: (i, = (=1) < kot ) et finalement :

4k k—p
. . 2k+1 o (—1)p 2k +1\ m
/0 sin((2p + 1) ¢) sin tdt = T k—p )2
On en déduit aussitot que :
L2+ 7 1= g2kl (=P (2k+1\7
_ 1 (2 + 1 - 2kt1 _1 IR m
Jap1(2) Z e / sin((2p+ 1) £) sin ™ w;p( V@l 7\ k—p )2
soit .
Jopt1(z) = Z(—l)k_p 1 P
o 24k(k — p)l(k+ 1+ p)!
donc
Osik<p
azk+1(p) = (=1)k? 1 sik>p

245 (k- Pk +1+p)

I1.4.1 Soit = € R; les applications u : t — cos(z sint) et v : ¢+ sin(z sint) sont dans C3,(R,R) donc d’aprés un théoréme
de Dirichlet, elles sont développables en série de Fourier avec convergence uniforme sur R.

2 ™
e u est paire donc by (u) = 0 pour tout n € N* et ag(u) = ;/ cos(zsint)dt = 2Jo(z) et
0

2J, () si n pair

an(u) = 2 /O7r cos(z sint) cos(nt)dt = 1 /O7r (cos(nt+zsint)+cos(nt—zsint)) dt = Jn(z)[(=1)"+1] = {

™ ™ 0 si n impair

e v est impaire donc a,(v) = 0 pour tout n et

by (v) = 2 /O7r sin(z sint)sin(nt)dt = 1 /O7r (cos(nt—axsint)—cos(nt+asint)) dt = Jn(x)[1-(-1)"] = {

2Jn(z) si n impair

m m 0 si n pair

On a donc, pour tout t € R avec CVU sur R :

cos(z sint) )+ Z 2J2p () cos(2pt) sin(z sint) = Z 2J2p41(z) sin [(2p + 1) t]

I1.4.2 Avec t = % puis z = 0 dans la premiere, on a :
+oo
)+ 2 Z )P Jap(x) = cos(z) et Jo(z) + 2 Z Jop(z) =
p=1

Puisque u et v sont C! sur R, la formule de Parseval s’applique et donne, pour tout z € R :
1 27

+oo
o | cosQ(xsint)dt = —ao 2 ZG/Qp = Jg(ac) + 22 J22p(x)

et
27

1 1 +oo +oo
I sin®(z sint) dt = 3 E bapi1 (v) =2 E J3pi1 ()
0 prr =

En ajoutant il vient :
1 27

+oo +oo
o (cos2 (zsint) + sin®(z sin t))dt = Jo(z) + 2 Z Jap(x) 42 Z Japi1 ()

soit en regroupant les séries 1 = Jg () + 2 Z J2(x)
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Le regroupement mérite un mot d’explication : si les séries numériques Uop €t Uan41 sont convergentes, alors Uy, est
+ ) )

v By BEH

—+oo —+oo —+oo
convergente et E Uy = E Uon + E U2n+1. 11 suffit de considérer la somme partielle : E Uy = E Uon + E U2n+1 €t de
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

passer a la limite sur p.

PARTIE 111

ITI.1.1 Posons y(z) = z*z(z) et supposons z deux fois dérivable sur ]0, 4-00[ ; alors il en est de méme de y et pour = €]0, +o0] :
Y () =2z z(x) + 272 (2) Y (@) = A — D)z 2z (@) + 202 (@) + 22 (x)
on en déduit que y est solution de (By) sur ]0, +oo] ssi
Mt (z2"(x) + (A + 1)2' (@) + z2(x)) =0
et comme x > 0, ceci équivaut a
2" (2) + A+ 1)2'(2) + 22(x) = 0
II1.1.2 On suppose A = —1; on a alors sur ]0, +oo]
z solution de (B/_%) ssi 2"’ 4z = 0 ssi il existe A, B € R| pour tout x, z(z) = Acosz + Bsinz

et donc A Bsi
y solution de (B_%) ssi il existe A, B € R| pour tout z, y(x) = w
T

IT1.1.3 En observant que (B_%) = (B%)7 on en déduit que la solution générale sur |0,+oo[ de (B
Acosx + Bsinz

Jz

%) est aussi y(z) =

A, B décrivant R; la solution générale sur ]0,4oo[ de (B%) est alors :
2

__Acosz + Bsinx

y(x) A,B€eR
x
I11.2.1
+oo
Supposons que, z(z) = Z apz” (avec un rayon de convergence R > 0) est solution de (Bﬁ\) ; comme la somme d’une série
k=0
entiére est de classe C*° sur 'intervalle ouvert de convergence et que I’on peut dériver terme & terme, on a, sur | — R, R :
oo —+oo
Z(x) = Z(k + Dagpraz® et 2"(z) = Z(k + Dkagya" !
k=0 k=1
et donc z est solution de (BY) ssi
“+oo —+oo —+oco
D k(k+ Dagpia® +> @A+ D(k + Dagaz® + ) axa®™ =0
k=1 k=0 k=0
soit encore, en posant a_; = 0
+oo
> [k(k 4 Darsr + A+ 1) (k + Darsr + ap—1]z* =0
k=0

L’unicité du DSE fournit alors : pour tout k € N :
(k+1D)2X+1+4+k)ag+1 +ar—1 =0
I11.2.2 Notons ax (M) = ax ; on cherche les solutions vérifiant azx+1(A\) = 0 pour tout k. Comme —\ ¢ N, on note que A+h # 0

pour tout h € N.
La relation du III.2.1 donne en substituant 2k — 1 & k, pour k € N* : (2k)(2X\ + 2k)azk + a2k—2 = 0; on en déduit que

(=n* (=n*
ask(A) =¢ —————— S ap(\) =
ﬁ 2h(2X + 2h) . kllgllk(/w )
h=1
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Donc SI il existe une solution de (B}) de la forme z(z) = Z az2p(N)z* | avec ap(A) = 1 ALORS on a nécessairement, pour tout

€N, azp(N) (1)
p , A2p = -
wpl I[ +h)
1<h<p
_1)?
Réciproquement, la série entiere #x% a un rayon de convergence R = +oco puisque en utilisant la régle
Z wpl [ A +h)
1<h<p
de de d’Alembert, la limite
|lazp42(N)2®P 2| z’ 0
lazp (X) 2P| Alp+DA+p+1] p—oo
;. ;. (_l)p 2p
montre que la série numérique ——~ z"" converge pour tout z € R.
wpl I[ +h)
1<h<p
Les équivalences du II1.2.1 montrent alors que la somme zx (z Z azp(A)z“? est R-solution, donc ]0, +oo[-solution de (BY).

TII.3.1 X étant supposé non entier, ce qui précéde s’applique & —\ et z+y est solution de (B!,) donc j1 est |0, +oo[-solution
(non nulle) de I'équation (B+x) = (Ba).
Remarquons que z et z_ sont continues sur R, donc bornées au voisinage de 0. Si par exemple A > 0, jx est bornée au voisinage
de 0, alors que lirr[l) Jj-a(x) = 400, donc j_x est non bornée au voisinage de 0 et donc j et j_x sont non proportionnelles.

x>0
(B.) est linéaire, homogene, résolue en y”, & coefficients continus sur ]0, +-o00[; d’apres le cours, ’ensemble des ]0, +oo[-solutions
est un espace vectoriel de dimension 2 , (jx,j—x) étant une famille libre de cardinal 2 est donc une base de (Bx) et la solution

générale de (By) est donc :
y(x) = Ax’z(z) + Bx *z_\(z), A,BeR

+o00
] — E z : + 1) n!
III.3.2 O n =" n =" 217 n 2p+n4
naj (ac) T z (ac) xz a2p( ' one o h E n )x

Supposons par exemple, n pair : n = 2¢; on a alors :

2p+2q
J2q( Z 4pp q+p

k q

Posons k = p + q; il vient joq(z) = 47(2q)! Z Wm%
q

On reconnait le DSE(0) de Jaq(z). Donc qu = 49(2q)! J2q.

De méme, si n est impair : n = 2¢+ 1; on a alors :

J2q+1(7) = § DT _(2q+1)! g Rt
-t = 4rpl (29 + 1+ p)!

+oo k—gq
_ il vient : 4 _ 4 (=D
Posons k = p+ ¢; il vient : jag+1(z) = 4%(2¢ + 1)! kZ:q kT 159

On reconnait le DSE(0) de Jaq+1; donc jag+1 = 249(2g + 1) Jag+1.
n)

2k+1

zn est solution de (B},) et pour tout = > 0, on a : 2/, (x) = 2nz®" 2, (2) + 222, (z) puis 2”7, (x) = 2n(2n — D)z* 22, (x) +

dnx® 2 (2) + ¥ 2l (x).
On en déduit que z2”,(x) + (—2n + 1)z, (2) + 22_n(x) = 22" [z2/(z) + (2n + 1)z}, (x) + z20(x)] = 0.
Ce qui démontre que z_y, est solution de (B’,,).
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