Corrigé ccp mathl PC

Partie I

(Ar,i)?

NE!

I.1. Pour tout i € {1,2,...,p} , (tAA)m' =

k=1
donc si “AA =0, pour tout k € {1,2,...,n} et pour tout i € {1,2,...,p}, (4),, =0
de plus si A =0 alors tAA = 0, donc

‘ 'AA =0 si et seulement A =0 ‘

désormais A est supposée non nulle donc *AA # 0

I.2. "AA € M,(R), c’est une matrice symétrique réelle , elle est donc diagonalisable au moyen de
matrices orthogonales

AtA € M, (R), c’est une matrice symétrique réelle , elle est donc aussi diagonalisable au moyen de
matrices orthogonales

1.3.

a) | (X]Y), = XV = VX
b) W est un vecteur propre de ‘A A associé & la valeur propre A, donc W # 0 et tAAW = AW
donc [|[AW||2 =t (AW) AW = ‘W (FAAW) = 'W AW) = XWW = X |[W|2 -

[AW2 = X|W|2

c) [W]2>0et [AW]2 >0 donc A >0

‘ Les valeurs propres de ! AA sont donc réelles, positives ou nulles

L4
) zl, A I, Onp \ _ AtA—zI, A
V4, LA - Opn I

zI, A -1, A _ —xly, On,p
tA I, Opn —xl, | —tA TAA—zI,

bS]

A B . )
b) On sait que det ( 0 C ) =det A x det B si A et B sont des matrices carrées
Si on désigne par x,, le polynéme caractéristique d’une matrice M € M, (R), x,,(z) = det(M —
xIy)

zl, A —I, Onp _ zl, A I, Onp \ _ n zl, A
det (( ‘A ) ( ‘A )) _det( ‘AL )xdet( ‘A ) =D det( ‘AT )
AtA—2I, A n zI, A
der [ ATEI ) aa(o) done xaa(o) = (1 (g )

zl, A -1, A _ zl, A -1, A
det(( b ) ( N )) —det< b ) xdet( o )
. I, A -1, A n zI, A
soit det< ( xtA i ) ( 0.l )) = (=1)" (—x)P det ( A I, )

det ( _xtA tAA — sz ) = (=2)" X:pa(2), done (—2)" xeqa (@) = (=2)" xa14()

Les polyndmes x: 44 €t X 4t4 sont scindés dans R[X], puisque les matrices ‘AA et A'A sont
diagonalisables, donc x: 44 €t x 4¢4 ont les mémes racines non nulles avec le méme ordre de multi-
plicité

tAA et A*A ont les mémes valeurs propres non nulles avec le méme ordre de multiplicité
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¢) Deux matrices semblables ayant le méme rang, toute matrice diagonalisable a un rang égal &
la somme des ordres de multiplicité des valeurs propres non nulles :

‘ tAA et A*A ont méme rang

L5. Sin>p, xara(®) = (—2)" " xea4(2z) donc 0 est racine de x 414 :

‘ sin > p, 0 est valeur propre de A*A et si n < p, 0 est valeur propre de AA

I.6.

a) A étant non nulle, *AA est non nulle, elle est diagonalisable, elle a donc au moins une valeur
propre non nulle, toutes ses valeurs propres sont positives, donc la plus grande des valeurs propres

est strictement positive :

b) La somme des ordres de multiplicité des valeurs propres non nulles de ‘A A est égale & r
donc r = rang(*AA) = rang(AtA) d’aprés 1.4.c.
AtA e M,(R) donc et d’apres le théoréme du rang |

‘ dim(KerA'A)=n—r ‘

c) ‘Pour tout ¢ € {1,2,..,r}, AV; = u,U;
sir>p, pourtout i € {r+1,...,p}, \; =0, "AAV; = Op» , HAV1H,21 = 'WIAAV, =0,

par définition des U;

‘sir>p, pour tout i € {r +1,..,p}, AVi:O‘

Ai

d) Pour tout i € {1,2,..,r}, 'AU; = Ni (FAAV) = ZHVi = Vi

e) Sin>r, pourtout i € {r+1,..,n}, U, € KerA'A, ||tAU1-H127 =t U; (AYAU;) =0,

‘ pour tout i € {1,2,..,r}, YAU; = u,;V; et sin >r, pour tout i € {r +1,..,n}, "AU; = O‘

f) Pour tout i € {1,2,..,7}, pour tout j € {1,2,..,r},

1 Aj .
(Ui|U;) = T Wi (TAAV;) = Tt (VilVj) = di; puique A; = M?
si n > r , par définition (U,41,..U,) est une famille orthonormale,

pour tout ¢ € {1,2,..,7}, pour tout j € {r +1,..,n}, (U;|U;) = ,UL ("V;tA)U; =0

puisque ‘AU; =0

(U1, Us, ..,Uy) est donc une base orthonormale de R™
deplussi 1<i<r, A'AU; = A(w,;V;) = p2U; = \U;
sir<n,r+1<i<n , A'AU; =0, donc

‘ (U1, Us, ..,U,) est une base orthonormale de vecteurs propres de A*A

pour tout ¢ € {1,2,..,r}, U; est associé & la valeur propre \;
et sin >r, pour tout i € {r+1,..,n}, U; est associé & la valeur propre 0

1.7.

a) V(i,j) € {1,2,..,n} x{1,2,..,p}, (tUAV)ij = (U;|AV;)
pour tout j € {1,2,..,r}, AV; = p,;U; donc (U;|AV;) = p; (UilUj) = ;645
sir <p, pourtout j € {r+1,..,p}, u; =0et AV; =0 donc (U;|AV}) = 1,645

V(i.j) € {1,2,.,n} x {1,2,..,p}, (UAV),, = ;6,5
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b) On a donc 'UAV = A

Les vecteurs colonnes de U constituent une base orthonormale de R™, donc U est une matrice
orthogonale, U € O(n), U est inversible et U~! = U

De méme V € O(p) et V est inversible avec V! = 'V

Donc, en multipliant I’égalité U AV = A & droite par 'V et & gauche par U on obtient :

2 0 0 1
C)tAoAOZ(O 6>,>\1:6,>\2:2,V1:(1 Va=1
-1 1 1 1 1
=1 | 1| =1 ] =L 1],
Ve \ 2 V2 \ o VERS
2 0 -2
(Us) est une base orthonormale de KerAgtAy avec AgtAg = 0 2 2 |, on peut aussi
-2 2 4
I'obtenir en complétant en une base othonormale de R? la famille orthonormale (Uy, Us)
1 1 1
6 2 3
Ag =UA'W avec U = i i —i A= \/g \/g tV—(O 1)
0 — - \ég \/5 \{g ) - 0 0 ) - 1 0
- 0 N
V6 V3
t 1 1 1 1
3030:(2)a‘/1:(1)aU1__( );UQ__(
vz \ L VoRANE

BO:UAtVavch:L( L 1>,A:( V2 ),tv:(1)

1.8. U et 'V sont des matrices inversibles, donc le rang de A est égal au rang de A donc
rang(A) =r
1.9.

a) V;'E; est une matrice de M, (R) dont toutes les colonnes sont nulles sauf la i-iéme égale & V;,

P
V=YW
i=1
b) On a de méme U = Y U;'F;
j=1
n ! P
donc A=UAW =" (Z thFjAVfE)
j=1 \i=1

or 'F;AV; = dijpy si 1< j <, YF;AV; = 0 sinon, donc

A= ET: Mz‘UitVi
i=1

tAA=tA (Z uiUitVl) = Z“i (LAU;) 'V, or PAU; = 1, Vi et \; = p?, donc

=1 =1
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TAA = Z AVitV;

=1

tA= Z,uiVitUi, donc A*A = Z“i (AV;)tU; = Z“i (1;U5)" U, donce

i=1 =1 =1

AtA = Z NUU;

=1

c) Soit X € RP | 'V; X = (V4| X), donc AX = (Z wUtVi | X = (ViIX) U
— ;

1= 1=1
(U1, Uy, .., Uy) est une famille libre de R™ | pour tout 7 € {1,2,..,7}, p; #0
donc AX =0 si et seulement si pour tout ¢ € {1,2,..,7}, (V;]X) =0
(Vi, Vs, ..., V) étant une base orthormale de R?,

‘sir<p, KerA=Vect (Viy1,.,Vp)etsir=p, KerA:{O}‘

Par un raisonnement analogue, si Y € R" | ‘AY = Z w (U;IYYV;
i=1

‘ sir<n, Ker(*A)=Vect (Uyy1,.,Up) et sir=mn, Ker(tA) = {0}‘

pour tout X € R? | AX € Vect (Uy,..,U,) donc Im A C Vect (U, ..,U,)

comme dim(KerA) =p—r, dim(ImA) =p— (p —r) =r = dim (Vect (Uy, .., U,)), donc
‘ImA =Vect (Uy,Us, .., Uy

et on obtient de méme

‘Im (tA) = Vect(Vy, Va,.., Vs

d) KerA C Ker (*AA), de plus A et “AA ont le méme rang r
donc dim (KerA) =p —r et dim (Ker(*AA)) = p —r, donc

| KerA = Ker ('A4) |

Un raisonnement analogue permet de démontrer que :

| Ker (4) = Ker (A'4)],

II.1. On déduit de 1.7.b que

-1 1 2
1 0 0 V6 V6 V6 11,
Ag:(“)%l 11 422 2
L o/to — o]|lv2 2 _1 11
V2 1 11 6 6 3
V3 V3 V3
On en déduit :
2 1 =1
3 3 3
AgAr = L 2 1 At Ay =T
070 3 3 3 0702
-1 1 2
3 3 3

mOlpplca.tex - page 4



puis
AOA(J{AO = Ay A(J{AOA(J{ = Aar.

IL.2. Le texte présente une imprécision : pour A € M, ,(R),non nulle, on appelle décomposition en valeurs
singuliéres de A toute décomposition A =UA'V ou U € O(n), V € O(p) et ot A est une matrice de M,, ,(R)
dont tous les coefficients sont nuls sauf les coefficients diagonaux Aq1,Aag, ..., Apr 0ot 1 <1 < min(n,p) égaux
respectivement @ [iy, ..., i, Téels strictement positifs.

On peut alors montrer facilement que les valeurs propres non nulles de *AA et A*A sont 3, ..., u2 et que si
(Vi,...,Vp) (respectivement (Ui, ..., ,Uy)) sont les vecteurs colonnes de V (respectivement de U ), ils vérifient
les conditions établies en I.

Notons Uy = <(1) é), Vo = .

, Comme Uy et Vj sont orthogonales

> -3l
Sk sl sl

V2

Sl sl st

et que AJ est du type voulu, AJ = UpAf*Vy est une décomposition de A en valeurs singulieres, d’ot 1'on
déduit que (A(J{)"r = VO(AE)")“UO = Vo AotUy = Ay.

(AF)" = Ao

I1.3. Soit C' = ATA. C € M,(R) et pour tout (4,7) € [1,p],
Ci,j = Z Aj,_k Ak’j
k=1

Commepourtoutke[[1,n]],Afk:()sik;éiousik::ieti2r+1etqueAk,j:Osik;éjousik’:jet

K3

Jj > 1r+1, onen déduit que ¢; ; est nul sauf si ¢ = j < r auquel cas ¢;; = ,UL w; = 1.
1

ATA=J.(p) = < IOT %) . réduite canonique de rang r de M,(R).

De méme

AAT = J.(n)= < IOT %) . réduite canonique de rang r de M, (R).

I1.4. Sin =p=r, ce qui précéde prouve que AT = A~1, comme de plus V = (*V)~L et 'U = U=, car U et
V sont orthogonales,

AT =471

IL.5. .
Daprés 1.9.a), U = Y _U;'Fi.

i=1
Les calculs suivants sont analogues a ceux de 1.9.b

1=1
n r 1
A+t == A+F1 ¢ i — _F’Lt 7
T E L
At = %(VFi)tUi,soit,
1=1 ¢

<

N
+
[
i
0
F|=
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T
D’autre part, en utilisant I'égalité A =~ p1,U; *V; trouvée en 1.9.b

j=1
H .
AAT = Z ’u—z U;'V; V; *U;. Or pour tous i et j dans [1,p], *V; V; = (V; | V;) = 6, ; car (V1,...,V},) est une
1<ij<r
base orthonormée de R?. D’ou
AAT =N "U UL
i=1
De la méme fagon,en échangeant les roles de U et V, comme (U, ..., U,) est une base orthonormée de R",

A+A:§T:VitVi.

=1

I1.6.a. Pour tout j € [1,n],
AAYU; = U (U U) = > (Ui |Uy) Ui =635 U
i=1 i=1 i=1
Uj sil<j<r
0 sijg>r+1
Comme (Uy, ... ,U,) est une base orthonormée de R™, ’lendomorphisme associé¢ & AAT dans la base canonique
de R™ est la projection orthogonale de R™ sur Vect(Uy,...,U,) =Im A.

Finalement, AATU; =

I1.6.b. Pour tout j € [1, p],
ATAV; =N ViV =Y V) V=Y 6 Vi

i=1 i=1 i=1
Vi sil<j<r

Soit ATAV; = o )
0 sijg>2r+1
Comme (Vi,...,V),) est une base orthonormée de R?, I'endomorphisme associé & A A dans la base canonique
de RP est la projection orthogonale de R? sur Vect(V1,...,V,) = (Ker A)*.
11.7.

o AAT est la matrice dans la base canonique de R™, orthonormée pour le produit scalaire canonique,
d’une projection orthogonale de R™: elle est donc symétrique .

AAT = {(AA*).

o AT A est la matrice dans la base canonique de RP, orthonormée pour le produit scalaire canonique,
d’une projection orthogonale de RP: elle est donc symétrique .

At A =t(A*A).

e On aRP =Ker A® (Ker A)L.
VX € Ker A, AATAX = 0= AX.
VX € (Ker A)t, (AT A)X = X car A" A est la matrice dans la base canonique de R? de la projection
orthogonale sur (Ker A)* et donc A(ATA)X = AX. On en déduit que

AATA=A
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e Utilisons la base orthonormée de R™, (Uy,...,U,). Pour tout j € [1,n],
Sil<j<r, onavuque AATU; =U; dott ATAATU; = ATU;.
Sij>r+1, AATU; = O et ATAATU; =0.

D’autre part, AtU; = Z V U; U;.
Or pour tout ¢ € [1,r], tUU =(U;|Uj)=06;j=0carj>r+1>1
Dot ATU; = 0= ATAATU;.

Les endomorphismes associés dans la base canonique de R™ aux matrices AT et AT AA™T coincident
sur une base de R" :

ATAAT = AT

IL8. Si M € Myn(R) et si N € My, s(R), Im(MN) C ImM et Ker(N) C Ker(MN) . On en déduit alors
immédiatement & 1’aide de ILI.7 les égalités (i). Plus précisément:

Im(AA™T) C Im(A)

Im(A) =Im(AATA) C Im(AA™)

Ker(A™) C Ker(AA™)
Ker(AAT) C Ker(AT(AAT)) =

} donne Im(A) =TIm(AA™).

Ker(A*) } donneKer(AT) = Ker(AA™).
m(ATA) C Im(AT)
m(AT) =Im(ATAAT) C Im(AT A)

Ker(A) C Ker(AT A)
Ker(ATA) C Ker(A(ATA)) =

} donne Im(A™) = Im(AT A).
Ker(A4) } donne Ker(ATA) = Ker(A).

AAT est la matrice d’une projection (orthogonale) de R™, donc R" = Im(AA™) & Ker(AA™).
De méme comme (AT A) est la matrice d’une projection de R?, R? = Im(A+A) & Ker(ATA).
En utilisant (i)

R™ = Im(A) @ Ker(A™) R? = Im(A™1) @ Ker(A)

11.9.

I1.9.a. (i) B = B(AB) = B'B'A et B = (BA)B = 'A'BB.
(i) A= (AB)A='B'AA et A= A(BA) = A'A'B

(i) *A = BA'A ="AAB en transposant les égalités (ii).

I1.9.b. Comme AT vérifie (1), elle vérifie, comme B les identités (i), (ii) et (iii).
B =DB'B'A t'A=tAAAT
B(*B*AA)AT

= BAAT par (ii)

= BA'AY(AT)A* car AT vérifie (i)

='AY(AT)AT car B vérifie (iii)

= A" car A vérifie (i)
I1.10. (A™)" est 'unique matrice B € M,, ,(R) vérifiant

ATB=%A*B) BAt =%BAY) ATBAt =AY BATB=B (2)

Comme A € M,, ,(R) et que A vérifie (2),

A= (A+)*

En transposant les identités (1), on obtient :

HAT)A = AAT = YHAD)(A)) CAYAT) = H(UAYAT)) CAYATI A=A (AT)(AN(AT) = H(AT),
De plus *A € M, ,(R) et *(AT) € M, ,(R). En utilisant la caractérisation de (*A)* obtenue précédemment
on obtient:

(tA)"' — t(A"').

2
I1.11. Notons C' = AgBy = ( 0

) . Cherchons C™ sous la forme C* =M = (a b ¢) pour que les identités
—2

(1) soient vérifiées.
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2a 2b 2c
o OCM = 0 0 0 |. CM est symétrique si et seulement si ¢ = —a et b = 0, ce que 'on
—2a —2b —2c
suppose acquis pour la suite des calculs.

e MC € M11(R) est toujours symétrique.

e On cherche M = (a 0 —a).
8a

cMC = 0 | dot CMC = C si et seulement si a = i :
—8a
e On vérifie ensuite que si M = (i 0 — i) MCM = M.
On a donc (AgBy)t = (l 0 - l).
4 4
A partir de la décomposition de By en valeurs singuliéres :
11
By = \/% \{5 (?) (1), on en déduit
V2 V2
1 =t
1 1 -1
Br—=1)(—= O V2 V2 — (_ _)
o= (\/5 ) 1o 22
V2 V2
) 1 1 0 )
: 1 - 2 3 11 -
On effectue le produit By Aj = (5 7) _2l i 1 = (§ 6 ?) : By A # (AoBo)*
6 6 3

I1.12.
II.12.a. Pour tout H € M, 1(R) , AATH est le projeté orthogonal de H sur Im A, donc H — AATH est
orthogonal & Im A d’ou

VX € My1(R) (AX — AA*H | H — AA*H) = 0.

En utilisant Pythagore,
|AX —H|? =|AX —AATH|? + |H — AATH|?, don | VX € Mp1(R), |AH —H|,<|AX —H |,.

On en déduit que /\H}(in ® |AX —H|,=|AH — H |, et donc

eEMp

d(H,ImA) = | AH - H |,

I1.12.b. S'il existe H € M, 1(R) tel que | AH — H |,, = | AH — H |,, = d(H,Tm A), alors par unicité du projeté
orthogonal de H sur Im A, AH = AH, soit H — H € Ker A.

On aalors H = H + (H — H) avec H € Im(A*) = (Ker A)* et H — H € Ker A.

Par Pythagore, | H 2=1H|2+]| H-H |2. Sideplus H+#H, |H—HJ2> 0 et donc

I Hlp <1,

IL.12.c. min |AgX — H |3 = | AgAJH — H |3 = V3.
X €eR? 3
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