Le sujet comporte 5 pages, numérotées de 1 a 5.
Début du suget.

On note CJ[[z]] 'ensemble des séries entiéres complexes f = > (f)r2*. Un élément de
C[[#]] est donc une suite complexe (f)x, k& € N. L’ensemble C[[z]] est muni d’une structure
de C-espace vectoriel avec les opérations

(f+k=e+ @ » (af):=alf)

On le munit aussi du produit de Cauchy f - g donné par

k

(f- k= (Filghi

=0

pour lequel c’est une C-algéebre.
Pour z € C et f € C[[2]], on note f(z) la valeur de la série

> (e

k=0
lorsque celle-ci converge. On note p(f) € [0, 00] (c’est-a-dire I’ensemble des réels positifs
auquel on ajoute 1’'élément +00) le rayon de convergence de la série f. Il est caractérisé
par la propriété suivante : la série f converge en z si |z| < p(f), et diverge si |z| > p(f).

On note Oy C C[[z]] 'espace des séries entiéres dont les k premiers coefficients sont
nuls, c’est-a-dire des séries de la forme (f)z2*+ (f)rr12"™ +---. Pour f € C[[z]] et d € N,
on note

[fla=(o+ (Frz+-+ (faz"

le polynéme obtenu en tronquant f a l'ordre d. C’est un élément de C[[z]], et f — [fla €
Ody1-

Lorsque f : R — R est une fonction développable en série entiére au voisinage de 0,
on note encore f la série entiére correspondante. Par exemple, on note 1/(1 — z) la série
1+242%2+---. Onnote I, ou z, application identité du plan complexe ainsi que la série
entiere associée.

Etant donné une série entiére f, on note f la série entiére dont les coefficients sont
les modules des coefficients de f. Pour r € [0,00], la somme & termes positifs f (r) =
> ko |(F)r] 77 a toujours une valeur dans [0, c0]. On convient pour la définir sans ambi-
guité que le terme |(f)x|r* est nul si |(f)x| = 0, méme pour r = +oo0.

On définit sur C[[z]] la relation < par

f=g <= (keN |l <9kl

Lorsque f € O; vérifie (f); # 0, elle admet une série réciproque, qui sera définie et étudiée
dans la question D, et qui sera ensuite notée fT.
Le probléeme comporte 29 questions, numérotées de 1 & 29, et regroupées par thémes.



A Premiéres propriétés

(1) Soit f une série entiére et z un complexe tel que f(|2]) < co. Montrer alors que la
série f converge en z et que |f(z)] < f(|z]). Donner un exemple ou cette inégalité est
stricte.

(2) Si f et g sont deux séries entiéres telles que f < g, montrer que p(f) = p(g).
(3) Montrer, pour r > 0, que
r<p(f):>5|a>0telquef—<L:M“ép(f),
r—2z

déduire en particulier que p(f) = p(f).

(4) Montrer que f/\g < f ¢, déduire que p(f - ¢) = min(p(f), p(g)).

B Composition

Si f est une série entiére quelconque et g une série entiére sans terme constant (c’est-
a-dire g € Oy), on définit la composée f o g par

m

(fogm=D_(N(d"),-

k=0

ol (gk)m est le coefficient de degré m du produit ¢* = g-g---g (k facteurs) pour k > 1,
et ¢° = 1. On verra ci-dessous que f o g(z) = f(g(z)) sous les hypothéses appropriées, ce
qui justifie la notation.

5) SifeO0,n=>0,g€0,he Ol >1etr > 1, montrer que h" € O, que foh € Oy,
et fo(g+h)—fog€Ony.

(6) Soit f et g des séries entiéres, avec g € O;. Montrer que ﬂ\g < f o g. Déduire que,
si f et g ont un rayon de convergence strictement positif, alors p(f o g) > 0.

(7) Si f, g sont a coefficients réels positifs, h, g € Oy, montrer que h < g = foh < fog.

(8) Montrer, si f et g € Oy sont a coefficients réels positifs et si r € [0, 00|, que fog(r) =

flg(r)).

(9) Soit f et g des séries entiéres, avec g € O;. Pour tout z vérifiant |z| < p(f o g),
montrer que la série f converge en g(z) et que fog(z) = f(g(2)).

(10) Soit f, g et h des séries entiéres, avec g, h € Op, montrer que (fog)oh = fo(goh).

C Série majorante

Dans cette partie, on considére une série entiére g € O; a coefficients réels positifs. On
suppose qu’il existe a > 0, b > 0 tels que

2
g<a([—|— J )
b—yg




On se propose de montrer qu’alors p(g) > 0. On interpréte ici ¢?/(b — g) comme la
composition f o g des séries entieres f(z) = 22/(b— 2) et g.

(11) Montrer qu'il existe r > 0 et une fonction h :| — r,r[— R, développable en série
entiére en 0, vérifiant h(0) = 0 et telle que

o) = a e 1)

pour tout z €| — r,r[. On note encore h 'élément de O; associé a la fonction h.

(12) Montrer, par récurrence sur k, que (g)x < (h), pour tout k£ € N, conclure.

D Série réciproque

On considére dans la suite du sujet une série entiére f = A\z+F, F € Oy, A = (f); # 0.
On se propose de montrer qu’il existe une unique série f, la série réciproque de f, telle
que flof =1= foff. On montrera de plus dans cette partie que fT a un rayon de
convergence strictement positif si f a un rayon de convergence strictement positif.

(13) Montrer qu’il existe une unique série h € Oy telle que ho f = I, et que (h); = 1/
(14) Montrer qu’il existe une unique série g € O; telle que fog = 1.
(15) Montrer que g = h.

(16) Montrer que g < (1/A)(I + Fo §G), conclure a l'aide de la partie C que p(g) > 0 si
p(f) > 0.

On considére maintenant le cas particulier d’une série de la forme f =1+ F, F' € O,.

On note G := f1 — I, G € O,.

(17) Montrer que [G]g+1 + F o (I +[Gla) € Og44o pour tout d > 1 (la notation [f]q est
définie dans I'introduction du sujet).

(18) On suppose qu’il existe s > 0 et a €]0,1[ tels que F(s) < as. Montrer alors que
pour tout d > 2, [G],((1 — a)s) < as. Conclure que

~

G((1 —a)s) < as.

Toute la suite du sujet est consacrée au probléme de linéarisation qui consiste, étant
donné une série f € Oy, a trouver une série h € Oy pour laquelle hT o f o h = (f)12.

E Linéarisation formelle

On pose A = (f); et on note f = Az + F, avec F' € Oy. On suppose que A # 0 et que
A n’est pas une racine complexe de I'unité, c’est-a-dire que \* # 1 pour tout entier n > 1,
et on se propose de montrer qu’il existe une unique série entiére de la forme h = I + H,
H € O, vérifiant hfo foh = Az. On étudiera le rayon de convergence de h dans les parties
suivantes.



(19) Montrer qu'il existe une unique série H € O, telle que Ho (M) —AH = Fo(I+ H).

(20) Conclure.

F Linéarisation, cas hyperbolique

On suppose ici que [A| ¢ {0,1} et que p(f) > 0. On se propose de montrer sous
ces hypothéses que les séries entiéres h et H de la partie précédente ont un rayon de
convergence strictement positif.

(21) Montrer qu'il existe w > 0 tel que |A™ — A| > w pour tout entier m > 2.
(22) Montrer que la série H vérifie H < %F o(I+H).

(23) Conclure.

G Linéarisation, cas elliptique

On étudie maintenant le probléme de linéarisation dans le cas |A| = 1. On suppose de
plus que A n’est pas une racine de l'unité, de sorte que la suite

= [N'=)|, k>2

est strictement positive. Contrairement au cas de la partie précédente, elle n’est toutefois
pas minorée par un réel strictement positif (fait qui pourra étre utilisé sans vérification
dans la suite), ce qui nous ameéne a utiliser une méthode différente pour étudier le rayon
de convergence de la série entiére h de la partie E. On pose, pour m > 1,

R : 2/m
Q= miN (1/5, Wina1, Wing2y -« - Wom) 5 Y = /

de sorte que a,, €]0,1/5] et v, €0, 1].
(24) On se donne une série F' € Opq1, m > 1 telle que p(F) > 0. Montrer qu'’il existe
ro €]0,1[ tel que F(r) < r pour tout r € [0,79]. Montrer alors, pour v €0, 1, que

~

F(r)y<~y™r
pour tout r € [0, yro].

(25) Toujours pour F' € O,,41, m > 1, on pose

Z Ak z €Omy1 , R=(I+P)F-1I

k=m+1
Montrer que Po(Al)—=AP—F € Ogy,11 et que R+P € Oy,,11. Montrer que P( ) < apr
pour tout r € [0, v,,r0], et que

A~ am

R(r) <

r
1—a,

pour tout r € [0, (1 — @) YmTo)-



(26) Pour F' € Oy,41, m > 1, montrer que
Gi=I+P)oM+F)o(I+P)~M=(I+R)o(M+F)o(I+P)—\
vérifie G € Ogpy1.

(27) Montrer que

~

G(r) < (Oém + (1 + apm) afn +

am(1+am)(1+afn))r<r

1—a,,

pour tout r tel que

< mTo-
1+ am) (1 +a2,) ™

(28) On considére une série entiere f = A + F avec F' € O, p(F) > 0. On suppose
encore que A est de module 1 et n’est pas une racine de 'unité. On considére le réel rq > 0
donné par la question (24) (appliquée pour m = 1) et la suite 7, définie par récurrence a
partir de ro par la relation

The1 = (1 — qor) (1 + agk)_l (1+ Oégk)_l Yok Tk

Montrer qu’il existe des suites Fj, et P, d’éléments de O, définies pour k£ > 0, telles que
Fy = F et, pour tout k£ > 0,

M+ Fyy =+ P) oM+ F) o (I + P)
Fy € Oryor,  Pp € Op o,
Fi (i) <y Pe(Trg1) <7 — Tt

(29) On pose ry := limry et
hy:={I+Py)o(l+P)o---o(l+ Ppq).

Expliquer pourquoi ro, est bien définie, et montrer que iLk (ry) < 7o pour tout k > 1.
Déduire que la série h de la partie E vérifie h (1) < 79, donc que p(h) = 7.

Fin des questions.

Le nombre 7+, /r¢ ne dépend que de A. On peut montrer qu'’il est strictement positif pour
de nombreux complexes A de module 1, on a alors p(h) > 0.

Fin du sujet.



