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? ? ?

Pour tous entiers l,m ∈ N∗, on notera Ml,m(R) l'ensemble des matrices à coe�cients réels

ayant l lignes et m colonnes. Lorsque l = m, on notera Ml(R) l'ensemble des matrices carrées

de taille l × l. Par ailleurs :

• Pour toute matrice A ∈Ml,m(R), on notera AT la transposée de A.

• On notera Ol,m la matrice nulle de Ml,m(R) dont tous les coe�cients sont nuls. Lorsque

l = m, Ol désignera la matrice nulle et Il la matrice identité de Ml(R).

• Pour toute famille (ai)16i6l de réels, on notera diag(a1, . . . , al) la matrice diagonale de

Ml(R) dont les coe�cients diagonaux sont a1, a2, . . . , al.

• Pour tous A,B ∈Ml,m(R), on notera 〈A,B〉F = tr(ATB) où tr(M) désigne la trace de

M pour toute matrice carrée à coe�cients dans R et ‖A‖F =
√
〈A,A〉F . On pourra

utiliser sans démonstration que 〈 , 〉F dé�nit un produit scalaire sur Ml,m(R) et que

Ml,m(R) muni de la norme ‖ ‖F est un espace vectoriel normé de dimension lm.

• Pour toute matrice A ∈ Ml,m(R), on notera rg(A) le rang de la matrice A c'est-à-dire

la dimension de l'image de A. On rappelle que rg(AT) = rg(A).

• Pour tout k ∈ N, on note M k
l,m(R) l'ensemble des matrices A ∈ Ml,m(R) telles que

rg(A) = k.

Pour p ∈ N∗, on munit Rp de sa structure euclidienne canonique et pour tout vecteur x ∈ Rp,

on notera ‖x‖2 la norme euclidienne de x.
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Préliminaire

Soient n, p, q ∈ N∗ trois entiers strictement positifs. Soient A,B ∈Mn,p(R) et C ∈Mp,q(R).

1. Donner l'expression de 〈A,B〉F en fonction des coe�cients de A et B.

2. Soit u ∈ Rp. Montrer que ‖Au‖2 6 ‖A‖F ‖u‖2 .

3. Montrer que ‖AC‖F 6 ‖A‖F ‖C‖F .

Première partie

On considère trois entiers n, p et k strictement positifs tels que M k
n,p(R) soit non vide. Soit

A une matrice de M k
n,p(R) .

4. Montrer que k 6 min(n, p) et que pour tout λ ∈ R∗, λA ∈M k
n,p(R).

5. Soient S = AAT et S̃ = ATA.

(a) Véri�er que S est une matrice symétrique qui n'admet que des valeurs propres

positives puis montrer que Im(A) = Im(S).

(b) Soit u ∈ Rn un vecteur propre de S pour une valeur propre λ > 0 et soit v =

ATu/
√
λ ∈ Rp. Montrer que v est un vecteur propre de S̃ pour la valeur propre λ

et ‖v‖2 = ‖u‖2.

6. (a) Montrer qu'il existe U ∈ Mn,k(R) et Λ = diag(λ1, . . . , λk) ∈ Mk(R) telles que

S = UΛUT avec λ1 > . . . > λk > 0 et UTU = Ik.

(b) Montrer que Im(S) = Im(U) et que UUT est la matrice de la projection orthogonale

sur Im(U) dans Rn.

(c) En posant V = ATUD ∈ Mp,k(R) où D = diag(1/
√
λ1 , . . . , 1/

√
λk) ∈ Mk(R),

montrer que V TV = Ik et S̃ = V ΛV T.

7. En déduire que

A = UΣV T ,

avec Σ = diag(
√
λ1, . . . ,

√
λk).
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Deuxième partie

Dans cette partie, on s'intéresse à la meilleure approximation, pour la norme ‖ · ‖F , d'une
matrice de rang k par une matrice de rang �xé. Cette partie est indépendante des parties

suivantes.

Soit A ∈M k
n,p(R) une matrice de rang k où n, p et k sont des entiers strictement positifs,

k 6 min(n, p). On considère la décomposition A = UΣV T construite dans la première partie.

Soient l ∈ N∗ et Ṽ ∈ Mp,l(R) tels que l < k et Ṽ TṼ = Il. On note (ṽ1, . . . , ṽl) ∈ (Rp)l la

famille des colonnes de Ṽ et (v1, . . . , vk) ∈ (Rp)k celle des colonnes de V .

8. (a) Véri�er que ‖A−AṼ Ṽ T‖2F = ‖A‖2F − ‖AṼ Ṽ T‖2F .

(b) Montrer que

‖AṼ Ṽ T‖2F =
k∑

h=1

(
λh

l∑
m=1

〈vh, ṽm〉22

)
où 〈 , 〉2 désigne le produit scalaire usuel sur Rp.

9. On suppose ici que λl > λl+1.

(a) Pour tout l + 1 6 i 6 k et tout 1 6 j 6 l, on pose ai =
∑l

m=1〈vi, ṽm〉22 et

bj = 1−
∑l

m=1〈vj , ṽm〉22.
Montrer que les (ai) et (bj) sont des réels positifs et que l'on a

∑k
i=l+1 ai 6

∑l
j=1 bj .

(b) Montrer que ‖AṼ Ṽ T‖2F 6
∑l

h=1 λh et que l'on a l'égalité si et seulement si on a

Vect({v1, . . . , vl}) = Im(Ṽ ) où Vect(X) désigne le sous-espace vectoriel engendré

par X ⊂ Rp.

(c) Soit M ∈M l
n,p(R). Montrer que ‖M − A‖2F >

∑k
h=l+1 λh avec égalité si et seule-

ment si M = U∗Σ∗V
T
∗ où Σ∗ = diag(

√
λ1, . . . ,

√
λl), U∗ (resp. V∗) est la matrice

formée des l premières colonnes de U (resp. de V ).
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Troisième partie

Soient p, k deux entiers strictement positifs et V ∈ Mp,k(R) tel que V TV = Ik. Pour tout

W ∈Mp,k(R), on note MV,W la matrice de Mp+k(R) dé�nie par blocs par

MV,W =

(
V Ip
Ok WT

)
.

10. On suppose ici que WTV est une matrice inversible.

(a) Montrer que MV,W est inversible. On notera son inverse M−1V,W .

(b) Montrer que l'orthogonal Im(W )⊥ de Im(W ) et Im(V ) sont deux sous-espaces

supplémentaires dans Rp i.e. Im(W )⊥ ⊕ Im(V ) = Rp.

Indication : On pourra commencer par véri�er que pour z ∈ Rp, si z ∈ Im(W )⊥

alors WTz = 0.

(c) On dé�nit la matrice

PV,W = (V Op)M
−1
V,W

(
Ip
Ok,p

)
.

Montrer que PV,W est la matrice de la projection sur Im(V ) parallèlement à Im(W )⊥.

11. Soit q ∈ N∗. Montrer que l'ensemble des matrices inversibles de Mq(R) est un ouvert et

que l'application M 7→M−1 est continue sur cet ouvert.

12. Montrer qu'il existe un voisinage V de V dans Mp,k(R) tel queWTV est inversible pour

tout W ∈ V et l'application W 7→ PV,W est continue de V dans Mp(R) .

Quatrième partie

Soient n, p et k trois entiers strictement positifs tels que k 6 min(n, p). On dé�nit pour toute

la suite l'espace vectoriel

E = Mn,k(R)×Mk(R)×Mp,k(R) .

Soient A ∈M k
n,p(R) une matrice de rang k et (U,Σ, V ) ∈ E tels que

A = UΣV T, UTU = V TV = Ik

et Σ diagonale à coe�cients diagonaux strictement positifs (l'existence de (U,Σ, V ) a été

montrée dans la première partie).
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13. Soient (U,Σ, V ) ∈ E . On considère la courbe γ : R → Mn,p(R) dé�nie par γ(t) =

(U + tU)(Σ + tΣ)(V + tV )T.

(a) Montrer que les fonctions t 7→ rg(U + tU), t 7→ rg(Σ + tΣ) et t 7→ rg(V + tV ) sont

constantes au voisinage de t = 0.

(b) En déduire que γ(t) ∈M k
n,p(R) au voisinage de t = 0.

(c) Montrer que γ est indé�niment dérivable sur R et donner l'expression de la dérivée

γ′(0) de γ en 0.

14. On note TA = {UΣV T + UΣV T + UΣV
T | (U,Σ, V ) ∈ E , U

T
U = V

T
V = Ok }.

(a) Véri�er que tous les éléments de TA sont des vecteurs tangents à M k
n,p(R) en A et

que TA est un sous-espace vectoriel de Mn,p(R) dont on donnera la dimension.

(b) Soit NA = {N ∈ Mn,p(R) | NT
U = Op,k, NV = On,k }. Montrer que NA est le

sous-espace orthogonal à TA dans Mn,p(R) pour le produit scalaire 〈 , 〉F .

15. Soit Ã ∈Mn,p(R). On dit que Ã véri�e la condition (C) si

(C) Im(ÃVVT) = Im(Ã) et Im(ÃTUUT) = Im(ÃT) .

(a) Montrer que si Ã véri�e la condition (C) alors rg(Ã) 6 k et

Im(ÃTUUT)⊥ = ker(Ã) .

(b) Montrer qu'il existe ε > 0 tel que pour tout Ã ∈ M k
n,p(R), la matrice Ã véri�e la

condition (C) dès que ‖Ã−A‖F 6 ε.

16. Soit φ : Mn,p(R)→Mn,p(R)×Mp,n(R) dé�nie par φ(Ã) = (ÃV V T, ÃTUUT) pour tout

Ã ∈Mn,p(R).

(a) Identi�er ker(φ) en fonction de NA introduit à la question (14b).

(b) On note πA : Mn,p(R)→Mn,p(R) la projection orthogonale sur TA dans Mn,p(R).

Montrer que φ = φ ◦ πA.

(c) Soit Ã ∈M k
n,p(R) véri�ant la condition (C). On note W = ÃTUUT. Montrer que

si PV,W est la matrice de la projection sur Im(V ) parallèlement à Im(W )⊥ alors

Ã = ÃV V TPV,W .

17. En déduire qu'il existe ε > 0 tel que la restriction de πA à M k
n,p(R)∩B(A, ε) est injective

où B(A, ε) = {Ã ∈Mn,p(R) | ‖Ã− A‖F < ε } est la boule ouverte de Mn,p(R) centrée

en A et de rayon ε.
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18. Soit ρA la projection orthogonale sur NA dans Mn,p(R).

(a) Montrer pour tout Ã ∈Mn,p(R), on a ρA(Ã) = (In − UUT)Ã(Ip − V V T).

(b) Montrer que ρA(AB) = 0 pour tout B ∈Mp(R).

Soit Ã ∈M k
n,p(R) véri�ant la condition (C).

(c) Montrer que si W = ÃTUUT

ρA(Ã) = (In − UUT)(Ã−A)V V T(PV,W − PV,V )(Ip − V V T) .

(d) En déduire que ‖ρA(Ã)‖F 6
√

(n− k)k(p− k) ‖Ã−A‖F ‖PV,W − PV,V ‖F .

19. Montrer que TA est exactement l'ensemble des vecteurs tangents à M k
n,p(R) en A.
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