CORRIGE DE L’EPREUVE DE MATHEMATIQUES X B MP 2013

Exposant de Holder ponctuel d’une fonction continue

Premiere partie : définition de ’exposant de Holder ponctuel

Note importante : dans tout ce corrigé, on utilisera la notation suivante pour zo € [0,1], s € [0,1]

et f S PS<I‘O) :
Miao(f) = sup |f<|>_—_f<>!
I6[071]\{l}0} xT $0|

Lorsque s et xq seront fixés par le contexte et qu’aucune ambiguité ne sera possible, on notera simplement
M(f) = M;(f)-

la. Soient zg € [0,1] et s € [0, 1].
« Par défintiion, I'*(z¢) C C. La fonction nulle sur [0,1] est dans I'*(x), qui est donc non-vide. En
outre, pour tout A € R, tout (f,g) € I'*(zo), et tout x € [0,1] \ {20}, on a par inégalité triangulaire

[(Af +9)(2) = (Af + 9)(xo)] = |A(f = flo)) + (9(x) — g(@0))| < A [f(x) = f(xo)| + [9(x) — g(0)]

si bien que
|z — 2] |z — x| |z — x|
L’ensemble {|<>\f il g)(|xx) _x()\|{ +9)(zo) z e [0,1]\ {xo}} C R est donc majoré (et évidemment non-
— Zo

vide) et possede donc une borne supérieure. Ceci montre que \f + g € I'*(zg) et donc que I'*(zg) est un
sous-espace vectoriel de C.

% Soilent maintenant deux réels s; et sy vérifiant 0 < 51 < 59 < 1, et soit f € ['"2(z). Pour tout

xz € [0,1] \ {zo}, on a |z — xo| < 1 don |x — zo|®2 < |2 — 20| et donc

/(@) = flxo)l _ |f(x) = f(zo)]

v —xol5r T |z — mo]%

|f () = f (o)

|z — xo|*

< My, a0 (f)-
On en déduit que 'ensemble ‘x € [0,1]\ {xo}} est majoré et donc que f € I'*'(x), si
bien que I'*2(xy) C I'*'(zg).

* Montrons enfin que I'%(zy) = C. On a bien str I'inclusion T°(zg) C C. Réciproquement, soit f € C. f
étant continue sur le compact [0, 1] est bornée : soit K > 0 tel que pour tout = € [0,1], |f(z)| < K. On a
alors pour z € [0, 1] \ {zo}

|f(x) = f(zo)]

|z — 2|0

| f(x) — f(x0)]

|z — 2|0

= |f(x) = flzo)| < |f(@)] +|f(x0)] < 2K.

On en conclut que I'ensemble { 'x €[0,1]\ {xo}} est majoré si bien que f € I'(z), et

donc finalement T'°(xq) = C.

f(@) — f(xo)
T — 2o
©(xg) = f'(xg). ¢ est continue sur [0,1] \ {xo} comme quotient de composées de fonctions continues

1b. Soit f € C dérivable en xg, et ¢ définie sur [0,1] par p(x) = si x # xy et




dont le dénominateur ne s’annule pas. Elle est en outre continue en xy d’apres ’hypothese de dérivabilité
de f. Elle est donc bornée puisque [0, 1] est compact. Soit K un majorant de .

Pour tout s € [0, 1] et tout = € [0,1] \ {z0}, |z — 2| < 1 d’oU |z — x| < |2 — 20|® €t

f(2) = Sl @) = Flao)l _ oy o g

[z —@ol* T [z — o

et f S FS(ZE()).

lc. Soient zy €]0,1[ et f définie sur [0,1] par f(z) = (z — zo)In|z — xo| si x # o et f(xg) = 0. f
est continue sur [0, 1] \ {z¢} comme produit de composées de fonctions continues et en xy par croissances
comparées. Pour tout s € [0, 1], on a de plus

|f(x) — f(o)|

|z — x|

= |z — x| F|In |z — xo\‘.

prolongée par 0 en z est continue sur [0, 1] donc majorée, ce

De méme que f, x — |z — zo| 7% |In |z — x|
qui montre que f € I'*(x).

f est en outre dérivable sur [0, zo[ et sur |xg, 1] et pour tout x dans I'un de ces intervalles
fl(x)=1+1n|z — x|

f'(x) a donc pour limite —oo en xy a gauche ou a droite si bien que f n’est pas dérivable en xy d’apres
le corollaire du théoreme des accroissements finis sur les limites de dérivées. Cette fonction constitue bien
I’exemple recherché.

1
2. Soit s € [0, 1[. Pour tout = € [0,1], x # gy ona

p(x) —p(3)]  2°/1(1 = 22)(1 + 22)]

— = 251 + 22|21 — 24125,
|z — 1] 11— 2x]® [T+ 2277 z|

1
Cette quantité est bornée si et seulement s < —. On en déduit que p € I'® (%) si et seulement si s < 2 si

. 1 1
bien que o, 5)=3

3a. Soit (h,h') € [0, 1]? vérifiant 1 < I/. On a l'inclusion évidente

{lf (@) = fW)l |z, y € [0,] et [x —y| < h} C{|f(z) = fW)l |,y € [0,1] et [z —y| <1}

si bien que
wy(h) = sup{|f(z)—f(y)l [z, y € [0,1] et [x—y[ < h} < sup{|f(x)—f(y)||z,y € [0,1] et [z—y| < A"} = wy(h)

et wy est croissante sur [0, 1].

On a immédiatement {|f(z) — f(y)||z,y € [0,1] et |z —y| < 0} = {0} si bien que ws(0) = 0. Soit
maintenant € > 0. f étant continue sur le compact [0, 1] est uniformément continue : il existe n > 0 tel
que pour tout (z,y) € [0,1)%, |z —y| < n = |f(z) — f(y)| < e. Si h € [0,1] vérifie h < n, € est donc un
majorant de {|f(z) — f(y)| |z,y € [0,1] et |x — y| < h} si bien que wy(h) < e.

On en déduit que wy est bien continue en 0.

3b. Soit (h,h') € [0,1]* vérifiant h < I, et soit (z,y) € [0,1]* tel que |z —y| < I’. Pour fixer les idées,
supposons r < y.

81 |z —y| < b, alors [f(2) — f(y)| < wp(h) <wp(h) +wp(h' = h).



xSih<|r—y|l=y—x<h alors0<y—(x+h)<h'—hsibien que
@)= fW)| = |f(@)—fla+h)+fla+h)—f(y)| < [f(@)=fle+h)|+]fa+h) = f(y)| < wp(h)+ws (B —h).

On a donc |f(z) — f(y)] < wg(h) +ws(h’ — h) dans tous les cas d’ott wr(h') < wp(h) +ws(h' — h).
3c. Soit (h, 1) € [0,1]* avec h < h'. D’apres les deux questions précédentes
wy(h) < wp(h') < wp(h) +wp(h' = h).

Comme wy est continue en 0, on a }}th wi(h' — h) =0, et par le théoreme d’encadrement, il vient
f—

M w; (B) = wp(h)

ce qui prouve que wy est continue en h pour tout h € [0,1], c’est-a-dire continue sur [0, 1].

h
4a. Notons K un majorant de h — j;z( ) sur ]0, 1]. Soient zg € [0,1] et € [0, 1] \ {zo}. Alors

@)= Jloo)l _ wrlle =) _
|z — 20| |z — x0|*
si bien que f € I'*(xy).

4b. Notons d’abord que ¢ est continue sur |0, 1] par les théoremes usuels et en 0 grace a l'inégalité
immédiate |g(x)| < |z| pour tout = € [0,1]. De méme, ¢ est dérivable sur |0, 1] d’on ¢ € I'*(xy) pour tout
zo €0, 1] et tout s € [0, 1[. Le méme argument peut s’étendre facilement en 1, si bien que ¢ € I'*(1) pour
tout s € [0, 1].

Enfin, on a pour tout = €]0, 1] et tout s € [0, 1]

|Q<I) B Q(0)| _ ’x‘lfs
|z[*

CcoS (ZN <1
T

si bien que ¢ € I'*(0). Ceci prouve que «a,(z) = 1 pour tout z, € [0, 1].
Soit maintenant h €]0,1] et n € N* tel que 27" < h. Alors 27" — 27"+ = 2=("+1) < d’oty
wy(h) > 1q(27™) — q(2= )| = |27 cos(2"m) — 27" cos(2"H )| = 27 (D),
Il vient
wy(h) 1 1
> >
ﬁ - 2n+1\/ﬁ = 9n+19-n/2

ne converge pas vers 0 quand h tend vers 0.

=271 >

DO | —

wq(h)
Vh

Remarque : ce raisonnement reste valable pour toute puissance s € [0,1[. Notons que comme on peut

wy(h)
hs

borné pour aucun s € [0, 1] et donc que la réciproque du résultat de la question 4a est fausse en général.

ce qui montre que

1
prendre n = E (log2 E) + 1 qui tend vers l'infini quand h tend vers 0, on a en fait prouvé que n’est

Deuxieme partie : le systeme de Schauder

k
5a. Soient j € N et k € T;41. Si k est pair, on pose k' = 5 On a alors

2j+1 )
KF<—=2
2



d'ou k' € T; et
k27 = K27 et (k+1)2797 = <k + %) 277 < (k+1)27

don [k27971 (k4 1)2797Y C [K279, (K + 1)277].

Si k est impair, on a de méme
E—1 2t 1 ,
K = < <2
2 2

d'ou k' € T; et
k27971 = (k’ + 5) 279 > K27 et (k+1)277 7 = (K +1)277
dott [k27771 (kK + 1)2797Y C [K279, (K + 1)277] de méme. On peut donc choisir en toute généralité

K =FE 5 ou E désigne la fonction partie entiere, ce qui montre 'existence de &’.

Inversement, si k" € T; vérifie (k27771 (k +1)27771] C [k"277, (K" + 1)277], on doit avoir
—i—1 1"Na—1q k 1
k2777 > k27 «— 5 >k

et
, A k 1
(k+1)27 < (K +1)27 «— 3 < K+ 5 < K+ 1

k
ce qui montre que k" = F (5) et 'unicité voulue.
5b. Soient j € N, k € T}, £ € T;11. On a 0;,(¢27771) # 0 seulement si
k279 <0277 < (k4 1)277 <= 2k <0< 2k+2.

Or on a d’une part ' A ‘
02627771 =1 — [2712k277 71 — 2k — 1| =0

J
d’autre part ‘ A A
0;k((2k +2)2777 ) =1 — 27112k +2)277 =2k — 1| =0
et enfin
Oin((2k +1)2777 ) =1 — [27F 2k + 1)2777 1 — 2k — 1| = 1.
On en conclut que 6, ,(027971) =181 £ =2k + 1 et 6;,((27771) = 0 sinon.
5c¢. Soit (j, k) € Z.
+ Par définition, 6, est continue sur |k277, (k + 1)277[ et sur [0,1] \ [k277, (k + 1)277]. De plus, il est
clair que
lim ;x(x) =0= lim 6, k()

r—k2—7 gz <k2-7 x—k2~1 z>k27

et de méme en (k + 1)277 (pour les cas k = 0 et k = 27 — 1, on ne regardera qu'un seul des deux points).
On en déduit que 6;, est continue sur [0, 1].
« En itérant le raisonnement de la question précédente, on constate que tout intervalle [(27" (£41)27"]

. 1 . 1 . A
oun > jet €T, est inclus, soit dans {kZ_J, k+ 5) 2_7], soit dans {(k + 5) 277 (k+ 1)2_9}. La

restriction de 6}, a ces deux intervalles étant affine d’apres sa définition, on en déduit a fortiori qu’elle
Uest sur [£27", (0 + 1)27"].

5d. Soient (j,k) € Z et (x,y) € [0, 1]%
* Si (z,y) € ([0,1]\ [k277, (k 4+ 1)277])%, on a

10 1(2) — 0;,(y)] =0 <27z —y|.



* Si (z,y) € [k277,(k 4+ 1)277)%, on a par la seconde inégalité triangulaire
10,6(x) — 0;(y)] = |27y =2k — 1| — |27 =2k — 1] < |27y — 2k — 1 — (272 — 2k — 1)| = 27T |2 — y|.
* Six e k277, (k+1)277] et y € [0,1]\ [k277, (k+1)277], on a soit y < k277, soit y > (k+1)277. Dans
le premier cas, il vient avec I’étude du cas précédent
105(2) = 05 (y)] = Ojx(2) = |Os0(x) — 0, (k277)| < 27HH |z — k277 < 27z — g,
Le second cas se traite de méme.
On a prouvé l'inégalité voulue dans tous les cas.

6. Soit ¢ > 0. f étant continue sur le compact [0, 1
pour tout (z,y) € [0,1]%, |z —y| < n = [f(z) — f(y)
Alors pour j > jg

5] = ‘f (k)27 k) (54 12)

%’f (<k+ ;) 2 J> — f(k277) +%’f ((k+%) 23') — f((k+1)277)

) > 0 = ; <
J > Jo I,gﬂ;%Icy,k(f)l_6

] est uniformément continue : il existe n > 0 tel que
| < e. Soit alors jo € N tel que j > jo = 277 < .

<e.

On a donc

tre bi li =0.
ce qui montre bien ]_1>£rnoo IkHG%zC | (f)]

Ta. Soient (j,k) € Z, (i,¢) € Z. On a

1 N 00 (k277) 4+ 6, 4((k +1)277
Cj7k<‘9i,£):0i,é((k+§) 2‘3)_ A ) + 274(( +1)277)

0i7g(k27j) + Qz,g((k} + 1)27‘7)
5 .

=0;0((2k +1)2777") —
* Supposons 7 > 7. On a
R7T<ERT<U+1)2T = (<k27T <+
ce qui impose ¢ = k277 ou £+ 1 = k2°77. Dans le premier cas, on a 27 = k277 et ({+1)27 = k277 +27° <
) ) 1 )
k279 427971 = (k + 5) 277 si bien que
y 1\ y
0 0(k277) = 0,4 ((k‘ + 5) 2 ]) =0,0((k+1)277)=0.
On obtient de méme ¢;;(6;,) =0si £+ 1= k27
Par un raisonnement analogue, on constate dans tous les cas ott ¢ > j que les valeurs de k277,
1 . . . ‘
(k; + 5) 277 et (k+1)277 sont soit a 'extérieur, soit a I'une des extrémités de Uintervalle [(27°, (£ +1)27]

et donc que 6;, s’annule en ces trois points, si bien que ¢;;(6;¢) = 0.

* Supposons maintenant ¢ < j. On sait alors d’apres la question 5¢ que 6; ¢ est affine sur [k277 | (k+1)277].
On en déduit directement que la valeur de 60;, au milieu de cet intervalle est égale a la moyenne de ses
valeurs aux extrémités, c’est-a-dire que ¢;,(6; ) = 0.

* On suppose enfin que ¢ = j. On a alors d’apres la question 5b

9j73(2k2_j_1) + ej,g((Qk + 2)2_j_1) B { 1sil¢=2k—+1

¢i(050) = 050((2k +1)27771) — 2 0 sinon.




On en conclut finalement que
Cj,lc(ei,é) = 0; 0k,
ol ¢ est le symbole de Kronecker.

Tb. * Notons que ||6;x]|cc = 1 pour tout (j,k) € Z. Soit = € [0,1] et j € N. On a alors par définition

x € [ki(x)277, (kj(z) + 1)277], si bien que

ff(iﬂ) = Z a; k0 (T) = aj,izj(x)ej,fcj(z) (z)

kET;

les autres termes de la somme étant nuls. Il vient
|fi(z)] = ‘aj,fcj(z)ej,fej(m)(xﬂ < b;.
La série Z b; étant convergente, cette majoration uniforme en x montre la convergence normale de la

+oo
série de fonctions E Ji sur [0, 1], donc sa convergence uniforme. On note f* = g 15
j=0

* Pour tout j € N, fi € C puisquil s’agit d'une combinaison linéaire de fonctions continues. La
convergence uniforme sur [0, 1] montre alors que f* € C.

* Pour tout j € N, f#(0) = f{(1) = 0 par définition des ;. La convergence uniforme entrainant la
convergence simple, on a donc f*(0) = f*(1) =0 et f € C,.

* Il est clair que f +— ¢;x(f) est une forme linéaire sur C pour tout (j, k) € Z. En outre, on a pour tout
f € C la majoration

¢ ()] < 2] flloo

ce qui montre qu’elle est continue sur C. On a donc

n

cik(f*) = nl_lgloo Z i (fi)-

=0
Or, la question précédente fournit pour tout : € N
ir(f8) = aincin(Bir) = bijasn
kET;

d’ou finalement
ay __
Cj,k(f ) = Qjk
ce qu’on voulait.

8a. f étant de classe C' sur [0,1], f" est continue donc bornée sur le compact [0,1] et I'inégalité des
accroissements finis montre alors que f est lipschitzienne de constante de Lipschitz M = || f'||- Il vient

IRGIES ‘f (CHERECEES ‘f ((k+3)27) - s+ 027

M 1 . | M 1 . ,
<= 277 — k277 + — — 277 — 1)277
<3 ‘(k+2) k + 5 ’(k+2) (k+1)

= M2t < M2

ce qu’on voulait.

On en déduit que pour tout j € N, b; = rknez%( lc;k(f)] < M277. On a donc la convergence de ij
d’out la convergence normale donc uniforme de S, f sur [0, 1] par la question précédente.

8b. De méme que dans la question précédente, on note M’ = || f”||«- [ est alors M’-lipschitzienne sur

. 1 .
0, 1]. Soit (7, k) € Z. D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe d;;, € 1 k277, (k + 5) 277 [ tel

que

F((k3)27) - s =27 )



1 , A
et dj, € } (k + 5) 27 (E+1)27Y [ tel que

f((k+1)279) — f ((k + %) 2—J‘) =277 f1(d} ).

et =5 |7 ((k+5) 27) = sy g (s ) 27) = ek 12

1 . L
= S () — 27 ()

M'o—i—1 M'o—i-1 .
< =l — djyl < =5—27 < M4

On a alors

ce qu’on voulait.

9a. Soient n € N et £ € T,,,1. D’apres la question 5c, la restriction de S, f & [(27"71 (£ +1)27"71] est
une combinaison linéaire de fonctions affines sur cet intervalle et est donc également affine.

9b. Soit n € N* tel que pour tout £ € Ty, (S,—1f)(£27") = f(€27").
« D’apres la question précédente, S, f est affine sur [(27", (¢ + 1)27"] pour tout ¢ € T,. On en déduit

que
St (2€+1 ~ ) _5 (62—"+(§+ 1)2—”)

= s f e + S (e 12

2
= LA™+ F((C+ 2]

Soit maintenant ¢ € T, ..

l
x On suppose que £ est pair et I'on pose ¢/ = 7 On a alors ¢/ € 7T,. De plus, d’apres la question 5b,

0, x(£27""1) = 0 pour tout k € 7, puisque ¢ étant pair est différent de 2k + 1. D’apres notre hypothese
concernant les valeurs de S, f sur 7,27", il vient alors

(S, f)(£277 1) = ZZ% )0, (02771

Jj=0 keT;
n—1

:chj,k( 0;k(€27") + chk O (27771
]:O kE’]} kEﬁL

=S f(027")

= fe2 ") = f(e2)

ce qu’on voulait.

2
question 5b, (9”,;.3(52_"_1) = 0pok+1 = Op ) pour tout k € T,. Il vient de méme que ci-dessus en utilisant le

calcul effectué en début de question

2€’+1

* On suppose maintenant que ¢ est impair et 'on pose ¢/ = , si bien que ¢/ € 7T,. D’apres la

Sl = Syaf (2552 4 enel)

= U+ e+ vz (25

2041,
1)

2€’+1

27 ) = ST+ (4 )27

fe2m )



ce qui montre dans ce cas également 1'égalité attendue.

9c. Par définition, on a pour tout £ € Ty = {0,1} compte tenu de f(0) = f(1) =

0
o () et (5= [ 2) oo s ()1 (o 2

Si ¢ =0, il vient

Sof(O)Zf( )eoo< )= 0= 1(0)

@) @m)-()

La propriété P,, définie pour tout n € N par < pour tout £ € Tpyq, (S, f)(027"71) = f(£27"71) > est
donc initialisée pour n = 0 et héréditaire d’apres la question précédente. D’apres le principe de récurrence,
elle est donc vraie pour tout n € N.

etsif=1

10a. Soit f € Cy et soit ¢ > 0. f étant continue sur [0, 1] est uniformément continue : il existe
n > 0 tel que pour tout (x,y) € [0,1)% |z —y| < n = |f(z) — f(y)| < e. Soit alors ng € N* tel que
n > ng = 27" < n. Soit x € [0,1], on pose dans la suite ¢ = l;:nﬂ(x). Alors pour n > ng, on a par
définition (27" <z < ((+1)27"! d’on

[f(x) = Suf (@) < |f(x) = f27 N+ [f(27"70) = Suf (27" + [Suf (€27"71) = Suf ()]
<e+[8uf(2777) = Suf(2)l.

Comme S, f est affine sur [(27"71 (£ 4+ 1)27"71], elle est en particulier monotone sur cet intervalle si bien
que

[Suf (27" 71) = Suf (@) < [Suf(€27"71) = Suf((C+ 127" D) = [F(e277) = f((€+ 127" )] <e.

On en conclut que si n > ng, on a
|f(x) = Suf(x)] < 2¢
pour tout x € [0,1] et donc ||f — S, |l < 2e. On en déduit bien que liI+n |f — Snflleo =0
n—-+0oo

10b. On utilise les trois faits suivants pour toute fonction continue affine par morceaux h sur un
segment [a, b] a valeurs réelles, avec ¢ subdivision de [a, b] subordonnée & h.

* Si H est une autre fonction continue affine par morceaux, a laquelle o est également subordonnée et
qui coincide avec h sur les points de o, alors h = H. Ceci est du au fait qu’une application affine sur un
intervalle est entierement déterminée par ses valeurs en deux points distincts de cet intervalle.

x |h| est également continue affine par morceaux sur [a,b], et on obtient une subdvision oy de [a, D]
subordonnée a |h| en adjoignant éventuellement & o les points ot h s’annule. En effet, |h| est toujours
continue comme composée d’applications continues. Si h ne change pas de signe (ou reste nulle) a U'intérieur
d’un des segments de o, alors la restriction de |h| & ce segment coincide avec celle de +h et est donc
également affine. Si h change strictement de signe a l'intérieur d’un des segments de o, alors c’est par
monotonie le seul point d’annulation de h sur ce segment, et la restriction de |h| coincide avec +h a gauche
et a droite de ce point et est donc affine sur les deux nouveaux intervalles ainsi créés.

x Si oy = (ag,...,a,) (n > 1) est une subdivision de [a, b] subordonnée & |h|, alors sup |h| = ma}x|h|
[a,b] @

est atteint en 'un des a;, i € {0,...,n}. En effet, on a aussitot

max |h| = max{ max |h|,1 <i<n}
[a,b] lai—1,a;

et chacun des max |h|, 7 € {1,...,n} est atteint en une extrémité de a;_; ou en a; puisque la restriction

[@i—1,a4]

de h & [a;_1, a;] est affine donc monotone.



On en vient maintenant aux questions posées.

* Comme S, f € Cy, on sait par la question 9¢ que S, (S, f) et S, f coincident sur tous les £27"~! pour
¢ € Tyi1- Comme ce sont deux fonctions continues et affines sur chaque intervalle [(27"~1 (¢ + 1)27" 1]
pour ¢ € T,41 par la question 9a, elles coincident en fait sur [0, 1] entier. Il en résulte que S, 0 S,, = S, et
que S, est bien un projecteur de C. La formulation < projecteur sur Cy > doit étre lue comme < projecteur

d’image incluse dans Cy » puisqu’il est évident que Im S,, # Cy car Im .S, ne contient que des fonctions
affines par morceaux.

+ Par définition des (6; 1) (j ez, une subdivision subordonnée a |S,, f| est constituée des points (€27 1) ez,
auxquels on ajoute les éventuels points d’annulation de S, f. Le maximum de |S, f| est donc atteint en
'un de ces points, donc en 'un des (€277 1), puisque |S, f| s’annule sur les autres points. On déduit
de 9c que

190 flloo = max{| S f (€27"71), £ € Toya} = max{|f(€27"7"), 0 € Tasa} < || f]l.

Ceci prouve que la norme subordonnée ||S,, f|| vérifie ||, f|| < 1. Cependant, le raisonnement ci-dessus
montre que pour 'application f constante égale a 1, on a ||.S, f|lcoc = 1 = || f||oo- Finalement, on a bien

1Sl =1
ce qu’on voulait.

11a. Pour s €]0,1], la fonction = + z* est concave sur R,. On a donc en particulier pour tout
(a,b) € R .
a®+b < (@ +0
2 - 2

ce qui donne bien a® + b° < 2'7%(a 4 b)*.
11b. Soit f € I'*(x9) N Cy. Pour tout (j,k) € Z

el = ((+5) 279) = stony Lol = L0220 0 Fzo) = G+ 22

2

< ’f ((k+ %) 2‘?’) — f(x0)
< Mo (f) [ - <k; N %) -

On note dans la suite M = M, ,,(f). On distingue alors les cas suivants.
* Si xg > (k+1)277, alors
1 .
To — (k + 5) 27
ek ()] < 2M |2g — k2777 < 2M (|2 — k277 4+ 279)°.

* Sixg < k277, il vient de méme
1\ .
o — (k’ + 5) 277

lejn(F)] < 2M|zg — (k+ 1)277° < 2M (| — k277 | +279)°.

1 )
o — (lf"— 5) 277

le;n(f)] < 2M27%9 < 2M (| — k279 + 279)°,

+ %|f(xo) — f(k279)| + %|f(l’o) — f((k+1)277)|

S

1 , 1 .
gl = K9]+ gleo = (k-+ 02

2o — (k +1)279| < < |wo — k277).

d’ou

|0 — k277| < <o — (k+1)277).

d’ou

* Siag € [k277, (k+1)277], alors , |zo — k277 et |wg — (k+1)277] sont tous les trois

majorés par 277, Il vient



On a donc dans tous les cas
|Cj,k(f)| < 2M(|x0 — k2_j] + 2—]')5

ce qu’on voulait en posant ¢; = 2M.

Remarque : on n’a pas utilisé la question 11a... Mais on s’en servira plus tard!

Troisieme partie : minoration de ’exposant de Holder ponctuel

12. On a 0 < |z — x| < 1, d’ou log, |x — x| < 0. On pose alors ng = E(—log, |z — x|) € N, si bien
que par croissance de x — 2%
ng < —logy |1 — x| < Mo+ 1 <= 27 > |z — x| > 27" L,

Réciproquement, l'inégalité 27"~1 < |z — xo| < 27" impose ng < —logy |z — 29| < ng + 1 et donc
ng = E(—log, |r — xo|), d’ott "unicité.

13. On a par définition 6, (z) = 0 deés que = ¢ [k;(2)277, (k;(z) + 1)277] et de méme pour zo. On en
déduit que

W=D lein(DN0ia(x) = 00(20)] = ¢, (o) (P 17(2) = 01 (20)] + 1€ 7, () ()] 185(2) = (o)
kET;

En utilisant le résultat de 5d, il vient bien

W; < (1030 (D) + 1038, oy (D) 27 = 2],

14a. A Daide de (Py) et de la question précédente, on a
Wy<a ((Q_j + [k ()27 = wol)* + (277 + [k (w0)277 — 330!)5> 27 o — o
puis en utilisant 11a
W; <278 (2_j+1 + k()27 — mo| 4 |Ej(20)277 — x0|>8 20 |z — ¢
< 2ttt (1 + i (2)277 — w2071 + [y (20)277 — x0|2j—1>8 & — o
< 40, 270793% | — g

puisque par définition |k;(2)277 — o et |kj(x0)277 — 20| sont inférieurs & 277. Ceci est bien I'inégalité
voulue.

14b. Rappelons que |z — x| < 27" d’on
2(n0+1)(1—s)|x _ :L,0|1—S S 21—8.

Avec ceci et la question précédente, il vient en reconnaissant la somme des termes d’une suite géométrique
de raison 2'7% # 1

. no (1—s) , 2(n0+1)(1—s) -1
Z D leiu(D0x(x) = 0j4(x0)| < 4e13°|a — mo > 207 = 4 3°|2 — I

7=0 k€T; j=0
4 s [9(no+1)(1—s8) |, _ 1-s
- ¢13° [2 |z — o]t ~*]
= o1—s — 1

< 8¢, (g) (27 = 1)z — aoff

|z — xol°



ce qu’on voulait.

15. On sait d’apres (Py) que ’ij,;j(xo)(fﬂ < 61(2_j + ]/;j(xo)2_j —xo|)*. Or, par définition, |/~€j($o)2_j _
o] < 277 si bien que
€5, oy (N S c1(279 4 277)7 = 250700y

En se rappelant que 8, (z0) = 0 des lors que zo & [k;(20)277, (k;(z0) + 1)277], et que [|0;4]/cc = 1 pour
tout (j,k) € Z, il vient

+oo
S Y Dl = X leys (D) 0,7,y (0]
j=no+1 keT; j=no+1
+00
<2 ) 2
j=no+1
—s(no+1)
< C12Sm < Cg‘l’ - .To‘s

puisque 2750+ < | — 30|* par définition de ny.

16. Soit
A={neN,27"% <w,;27™)}.

Comme || f|l« = 1 et que [0,1] est compact, il existe y € [0,1] tel que |f(y)| = 1. On a donc we(1) >
|f(y) — f(0)] =1 >27"% si bien que A # (. On sait de plus que wy est croissante et continue sur [0, 1] et
que wg(0) = 0. On en déduit que A est majorée.

En tant que partie non-vide et majorée de N, A possede un maximum ny, qui est par définition I'unique
ny € N tel que wp(27™71) < 27108 <y (27™),

17. Soit y € [0,1]. On a pour tout n > ny de faon analogue & 10a en posant ¢ = k, (1)

[f(y) = Suf ()| < 1f(y) = 27D+ [f27"7h) = f((C+ 127" 7).
Comme n > ny, on a |y — 2771 <2771 < 27m~1 ot de méme |27 — (£ +1)27 71 < 27~ L 11 vient
|f(y) _ Snf(y)| < 2wf(2—n1—1) < 9l—nos _ 21+52—s(no+1) < 25+1|$ _ :U0|S

ce qu’on voulait en passant a la borne supérieure en y.

18a. En utilisant 'ineffable propriété (P ), le fait subtil que 6, () = 0 des lors que x ¢ [k; ()27, (k;(x)+
1)277], la remarque tout & fait originale que [|6;x||«o = 1 pour tout (j, k) € Z et enfin le résultat a la fois
simple et judicieux que 277 < |z — xo| pour j > ng+ 1, on a comme d’habitude, mais tout particulierement
comme en 14a

ni

3 Y oD@l = 3 I w60 (@)
Jj=no+1keT; Jj=no+1
ni
<e Y @27+ k(@27 —al)
Jj=no+1

ni

<o Y 21+ k()2 — af27)

j=no+1

ny
<3 Z |z — xo]® = 13°(n1 — no)|x — x0|°

Jj=no+1

et on est super contents.



18b. L’inégalité ny — ng < n; + 1 est évidente. En outre, par (Ps)

wr(27M) < ea(N)(1+ [logy(27™)) ™Y = ea(N)(na +1)7%

cy(N N
doung +1< (%) . Avec cette majoration, la question précédente et les définitions de ng et nq,
wylz™

il vient immédiatement

z)| < 13°(ny — no)|e — x|

> 3 ety

J=no+1keT;

Hejk’

19. Par la question 17, on a pour n > n; et pour tout x € [0, 1]
Hf - Sanoo < 2S+1‘x - x0|s
d’ou

|f(x) = f(z0) = Suf (@) = Suf (@) < 1f(2) = Suf(@)] + | (z0) — Suf(w0)| < 2|2 — zo|*

si bien que

f(@o)l < 22|z — wol* + |Suf (@) = Suf(w0)].  (A)

/() =

% Si ng > ny, on prend n = ny dans la majoration (A). On sait alors par 14b que

nof $0|<ZZ|CJ1€

J=0 k€T;

MWOik(x) — 05 8(z0)| < colv — 0"

|Sno f () —

Il vient dans ce cas
flzo)| < (272 + ¢o) | — mo”

() =
si bien que f € I'*(zy) et donc ay(xg) > s

* Sing < nq, on a

Sy f () = Sy f (0)] ZZ ¢k ()N0jx () = 0.1 (0)]
J=0 keT;
S Z‘Cjk )10)(x) = 0 (o) | + Z Z‘Cjk )05,6()|
keT; Jj=no+1keT;
+ Z Z’Cﬂﬂ )05 (o)
j=no+1keT;
Z‘Cﬂc )10)(x) = 0 (o) | + Z Z‘Cﬂc )05,()|
=0 keT; j=no+1 keT;
+ Z Z|C]k )05k (o)

J=no+1keT;



En combinant 14b, 15, 18b et la majoration (A) avec n = ny, il vient pour tout N € N* en tenant compte
de |[x —zo| <1

() = f(x0)] < 2% — 2o’ + cala — wo|® + csla — wo|* + c5(N)]a — a0~ F)
< (22 4 ey + e3 4 c5(N) |z — (7).

1 1
On en déduit que f € FsO*W)(xo) et donc ag(zg) > s (1 — N) pour tout N € N*. Par passage a la

limite quand N tend vers 400, on obtient bien af(xg) > s.

Youpi.



