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Thème :T�h�é�o�r�è�m�e �d�e G�o�r�d�a�n (1868)

I

1. Soit f ∈ C[X1, . . . , Xn]0. On a, pour tout λ ∈ C, f(λx) = f(x). En particulier, f(x) = f(0) :
f est une fonction constante. Réciproquement, une fonction constante est bien une fonction
polynomiale homogène d’ordre 0.

2. Il est clair que C[X1, . . . , Xn]k est stable par combinaisons linéaires. C’est donc un sous-espace
vectoriel de C[X1, . . . , Xn]. Soit (aα)α∈Nn une famille presque nulle (ie dont tous les termes sont
nuls sauf un nombre au plus fini d’entre eux) de complexes et f =

∑
α∈Nn

aαX
α. C’est un polynôme

homogène d’ordre k si et seulement si , pour tout λ ∈ C,
∑
α∈Nn

aα(λX)α =
∑
α∈Nn

aαλ
kXα, ou,

en posant |α| = α1 + . . . + αn,
∑
α∈Nn

aα(λ
|α| − λk)Xα = 0. Puisque (Xα)α est une base, c’est

équivalent à aα(λ
|α| − λk) = 0 pour tout α (et tout λ). Finalement

C[X1, . . . , Xn]k = Vect({Xα; α ∈ Nn, |α| = k}),

et la dimension dn,k de C[X1, . . . , Xn]k est égale au cardinal de C = {α ∈ Nn; |α| = k}. Donnons
deux calculs de ce cardinal (bien évidemment, au concours, un seul suffit ; en fournir deux est
une perte de de temps et risque même, dans certains cas, de donner au correcteur le sentiment
que le propos n’est pas assuré) :
1. On a

dn,k =

k∑
r=0

dn−1,k−r et dn,k−1 =

k−1∑
r=0

dn−1,k−1−r

d’où dn,k = dn,k−1 + dn−1,k. Par ailleurs,

∀n ∈ N∗, dn,0 = 1 et ∀k ∈ N, d1,k = 1

Sur les premiers termes du tableau des dn,k, on voit apparaître en diagonale les lignes successives
du triangles de Pascal. Une récurrence sur n+ k permet de confirmer que

dn,k =

(
n+ k − 1

n− 1

)
.

2. On peut aussi constater que l’application

α 7→ (α1, α1 + α2 + 1, α1 + α2 + α3 + 2, . . . , α1 + . . .+ αn−1 + (n− 2))

de C dans l’ensemble des suites strictement croissantes de longueur n− 1 à valeurs dans [[0, k+
n− 2]] est une bijection.



3. La base (Xα)α∈Nn de C[X1, . . . , Xn] peut être partitionnée en sous-familles (Xα)|α|=k, k ∈ N, et
chacune est une base de C[X1, . . . , Xn]k. Donc

C[X1, . . . , Xn] =
⊕
k∈N

C[X1, . . . , Xn]k

Note : la notion de somme directe d’une famille quelconque de sous-espaces est hors programme.

4. (a) Soit (ai,j)16i6n,16j6m la matrice de u dans les bases canoniques. On a

f ◦ u = f

 m∑
j=1

a1,jXj , . . . ,

m∑
j=1

an,jXj

 ∈ C[X1, . . . , Xm]

(b) La linéarité est immédiate. Il s’agit même d’un morphisme d’algèbre conservant le degré d’-
homogénéité. S’il s’agit d’un isomorphisme, il induit un isomorphisme de C[X1, . . . , Xn]1 =

Vect(X1, . . . , Xn) sur C[X1, . . . , Xm]1 = Vect(X1, . . . , Xm). En identifiant C[X1, . . . , Xn]1

et Cn d’une part, C[X1, . . . , Xm]1 et Cm d’autre part, l’application induite n’est autre que
u elle-même. Donc n = m et u est un isomorphisme. Réciproquement, si u est un isomor-
phisme, l’application considérée admet pour réciproque f 7→ f ◦ u−1.

II

1. (a) Notons tout d’abord que si cet ensemble est non vide, il est égal à l’ensemble des matrices

diagonales inversibles. En effet, si tAMA =

(
λ 0

0 µ

)
(où λ et µ sont non nuls), alors, en

notant ζ et η des racines carrées de λ et µ et en posant B =

(
u/ζ 0

0 v/η

)
, où u, v ∈ C∗,

on a
t(AB)M(AB) = tB(tAMA)B =

(
u 0

0 v

)

Montrons maintenant qu’il est effectivement non vide. Posons M =

(
a b

b c

)
:

si a 6= 0, on a en posant A =

(
1 −b/a

0 1

)
, tAMA =

(
a 0

0 (ac− b2)/a

)
;

si c 6= 0, on a en posant A =

(
1 0

−b/c 1

)
, tAMA =

(
(ac− b2)/c 0

0 c

)
;

si a = c = 0, on a en posant A =

(
1 1

1 −1

)
, tAMA =

(
2b 0

0 −2b

)
.

(b) Si A ∈ SL2(C), alors det(tAMA) = det(M). L’ensemble cherché est donc contenu dans
l’ensemble des matrices diagonales de même déterminant que M . Réciproquement, si N
est diagonale et det(N) = det(M), il existe, d’après la question précédente, A ∈ GL2(C)
telle que N = tAMA et l’on a det(N) = det(A)2 det(M) d’où det(A)2 = 1. Si det(A) = −1,

alors A′ = A

(
1 0

0 −1

)
vérifie tA′MA′ = N et det(A′) = 1.

2. (a) Ceci résulte de I.4.a. et de la linéarité de l’application M 7→ tAMA.

(b) C’est immédiat.



3. L’application A 7→ det(A) étant polynomiale, il est clair que f ◦ det l’est aussi. En outre, pour
toute A ∈ SL2(C) et M ∈ M2(C), ΦA(M) = f(det(tAMA)) = f(det(M)) = Φ(M).

4. Les applications coordonnées sont continues et une somme de produits de fonctions continues
est continue.

5. Posons f(x) = Φ

((
x 0

0 1

))
. Soit M ∈ V ∩ GL2(C). Il existe d’après 1.b. une matrice A ∈

SL2(C) vérifiant tAMA =

(
det(M) 0

0 1

)
et l’on a

Φ(M) = ΦA(M) = Φ

((
det(M) 0

0 1

))
= f(det(M)).

Ainsi, les applications continues Φ et f ◦det coïncident sur V ∩GL2(C) qui est 1 une partie dense
de V. Elles sont donc égales. L’unicité résulte immédiatement de la surjectivité de det.

1 III

1. � Réflexivité : évident.

� Antisymétrie : Si α 6= β, on a, en notant i le plus petit entier tel que βi − αi 6= 0, βi − αi > 0

ou βi − αi < 0 donc α ≺ β ou β ≺ α.

� Transitivité : Si α ≺ β ≺ γ alors, en notant i et j les plus petits indices tels que βi − αi 6= 0 et
γj − βj 6= 0, et en supposant par exemple i 6 j, i est le plus petit indice tel que γi − αi 6= 0, et
l’on a γi − αi = (γi − βi) + (βi − αi) > 0 donc α < γ.

� Ordre total : immédiat.

2. Un ensemble fini non vide et totalement ordonné possède évidemment un plus grand élément.
Donc toute partie finie non vide de Nn possède un plus grand élément.

3. Immédiat compte tenu de (γ + β)− (γ + α) = β − α.

4. Soient α = deg(f) et β = deg(g). L’inégalité deg(fg) 6 deg(f) + deg(g) est immédiate. Mais le
produit fg ne comporte qu’un unique monôme de degré α + β car si α′, β′ ∈ Nn sont tels que
α′ 4 α et β′ 4 β et α′ + β′ = α + β alors (α − α′) = −(β − β′) qui ne peut être non nul (le
premier terme non nul serait strictement positif et strictement négatif), d’où α′ = α et β′ = β.
On a donc deg(fg) = deg(f) + deg(g).

5. Montrons tout d’abord que toute partie non vide de Nn possède pour 4 un plus petit élément.

Soit E une partie non vide de Nn. Notons pi : Nn → N l’application x 7→ xi. L’ensemble p1(E) est
une partie non vide de N, qui admet un plus petit élément a1. Posons E1 = {x ∈ E; p1(x) = a1},
puis a2 = min(p2(E1)), E2 = {x ∈ E1; p2(x) = a2}, . . . , an = min(pn(En−1)). L’élément
a = (a1, a2, . . . , an) est le plus petit élément de E.

Prouvons maintenant l’énoncé demandé. Soient k > 1 et b1, . . . , bk ∈ C[X1, . . . , Xn] \ {0}. Sup-
posons par l’absurde l’existence de f ∈ C[X1, . . . , Xn]\{0} mettant l’énoncé en défaut, et notons
F l’ensemble de ces fonctions polynomiales. Alors f ∈ F ne vérifie pas elle-même le point 2.
(sans quoi on peut choisir q1 = . . . = qk = 0 et r = f) et l’on peut poser

α(f) = max{α ∈ Nn; f contient un monôme de degré α

vérifiant ∃i ∈ {1, . . . , k}, α− deg(bi) > 0}

1. Pour toute M ∈ V, M + εI2 ∈ V est inversible pour tout ε ∈ C∗ suffisamment petit en module.



D’après le lemme, on peut choisir f tel que α(f) soit minimal. Soit i tel que α(f)− deg(bi) > 0.
Notons a le coefficient de Xα(f) dans f et b le coefficient de Xdeg(bi) dans bi et posons

g = f − a

b
Xα(f)−deg(bi)bi.

On a clairement g ∈ F . Comme deg(Xα(f)−deg(bi)bi) = α(f), les monômes intervenants dans g

sont de degré ≺ α(f). Donc α(g) ≺ α(f), ce qui est absurde.

Remarque : Il sera utile de noter que l’on peut, sans modifier la preuve, adjoindre la condition
|deg(qi)| < |deg(f)| lorsque f 6= 0.

6. (a) Si Xβ ∈ I(Λ), il existe α1, . . . , αs ∈ Λ et q1, . . . , qs ∈ C[X1, . . . , Xn] tels que

Xβ = Xα1q1 + . . .+Xαsqs

et l’un des qi comporte un monôme de degré γ tel que β = αi + γ. Donc β − αi ∈ Nn.

Réciproquement, s’il existe α ∈ I(Λ) tel que β − α ∈ Nn, alors Xβ = Xβ−αXα ∈ I(Λ).

(b) Si f ∈ I(Λ), il existe α1, . . . , αs ∈ Λ et q1, . . . , qs ∈ C[X1, . . . , Xn] tels que

f = Xα1q1 + . . .+Xαsqs

et chaque monôme Xβ de f est monôme de l’un des Xαiqi. Comme ci-dessus, β−αi ∈ Nn.

La réciproque est évidente.

(c) Le diagramme suivant, pour n = 2, illustre l’existence d’une telle partie finie (les points
noirs sont les éléments de Λ et les zones grisées correspondent aux β tels que Xβ ∈ I(Λ)).

α
1

α
2

Raisonnons par récurrence sur n, en supposant Λ 6= ∅ (le cas contraire est trivial). L’hypo-
thèse de récurrence sera :

Hn : Pour toute Λ ⊂ Nn, il existe Λ0 finie telle que Λ0 ⊂ Λ ⊂ Λ0 + Nn

�H1 est vraie : Il suffit de prendre Λ0 = {min(Λ)}.

� Si n > 2 et Hn−1 est vrai : On va montrer qu’il existe M ∈ N tel que

∀β ∈ Λ, ∃α ∈ Λ;αn 6 M et β − α ∈ Nn

La conclusion en découlera en raisonnant ainsi : on choisit un tel M et on pose Λn−1 = {α ∈
Λ; αn 6 M}. On a alors Λn−1 ⊂ Λ ⊂ Λn−1 + Nn. On construit ensuite, de la même façon,



M ′ ∈ N tel que, en posant Λn−2 = {α ∈ Λ1, αn−1 6 M ′}, on ait Λn−2 ⊂ Λn−1 ⊂ Λn−2+Nn,
etc. Alors Λ0 ⊂ Λ ⊂ Λ0 + Nn et Λ0 ⊂ [[1,M (n−1)]]× . . .× [[1,M ′]]× [[1,M ]] est fini.

Prouvons maintenant l’existence de M . À chaque α ∈ Λ, associons α′ = (α1, . . . , αn−1) et
posons Λ′ = {α′, α ∈ Λ}. Il existe, d’après Hn−1, Λ′

0 fini tel que Λ′
0 ⊂ Λ′ ⊂ Λ′

0 + Nn−1. Il
suffit alors de choisir M tel que, pour tout β ∈ Λ′

0, il existe α ∈ Λ tel que α′ = β et αn 6 M .

7. On peut supposer I 6= {0}. Soit Λ = {deg(f), f ∈ I \ {0}} et Λ0 ⊂ Λ une partie finie telle que
I(Λ0) = I(Λ). Soient b1, . . . , bs ∈ I \{0} tels que Λ0 = {deg(bk), 1 6 k 6 s} et J l’idéal engendré
par b1, . . . , bs. Soit f ∈ I \ {0} : il existe q1, . . . , qs et r comme dans 5.. Alors r ∈ I d’après le
premier point et, si r 6= 0, deg(r) ∈ Λ. Par 6.a., deg(r)− deg(bi) ∈ Nn pour un certain i ∈ [[1, s]],
ce qui contredit le second point de 5.. Donc r = 0, f ∈ J et I = J .

8. Soit F une partie finie de I qui engendre I. Il existe r > 0 tel que tous les éléments de F

appartiennent à l’idéal engendré par f0, . . . , fr. L’idéal engendré par f0, . . . , fr est I.

IV

1. (a) Provient immédiatement de la linéarité de l’application (u, v) 7→ A(u, v) et de I.4.b..

(b) L’application ΦA est polynomiale car composée de f 7→ fA qui est linéaire et de Φ qui est
polynomiale (I.4.b). La linéarité de Φ 7→ ΦA est évidente.

2. La remarque faite en I.4.b. montre que si Φ est homogène de d’ordre k, ΦA aussi.

3. Il s’agit d’une partition de la base canonique (Xν)|ν|=k de Em,k. Noter que le nombre de valeurs
de p pour lesquels Em,k,p 6= {0} est fini car un tel p vérifie p 6 km.

4. On posera pour ν = (ν0, ν1, . . . , νm) ∈ Nm+1, ‖ν‖ = ν1 + 2ν2 + . . .+mνm.

(a) On a clairement, pour tout ν ∈ Nm+1, |deg(Xi−1Di(X
ν))| = k et ‖deg(Xi−1Di(X

ν))‖ =

‖deg(Xν)‖+1 (lorsque i ∈ [[1,m]]), ainsi que |deg(Xi+1Di(X
ν))| = k et ‖ deg(Xi+1Di(X

ν))‖ =

‖deg(Xν)‖+ 1 (lorsque i ∈ [[0,m− 1]]). Les inclusions demandées en résultent.

(b) Notons ei = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ N[[0,m]] (le terme 1 correspondant à l’indice i). Soit
ν ∈ N[[0,m]] tel que |ν| = k et ‖ν‖ = p. On a (on note δi,j = 1 si i = j, 0 sinon) :

DD′(Xν) = D

m−1∑
j=0

(m− j)νjX
ν+ej+1−ej


=

m∑
i=1

m−1∑
j=0

i(m− j)νj(νi + δi,j+1 − δi,j)X
ν+ej+1−ej+ei−1−ei



puis

(DD′ −D′D)(Xν) =

m∑
i=1

m−1∑
j=0

i(m− j) [νj(νi + δi,j+1 − δi,j)

−νi(νj + δj,i−1 − δi,j)]X
ν+ej+1−ej+ei−1−ei

=

m∑
i=1

m−1∑
j=0

i(m− j)(δi,j+1 − δi,j)(νj − νi)X
ν+ej+1−ej+ei−1−ei

=

m∑
i=1

m−1∑
j=0

i(m− j)δi,j+1(νj − νi)X
ν+ej+1−ej+ei−1−ei

=

m∑
i=1

i(m− i+ 1)(νi−1 − νi)X
ν

=

m∑
i=0

(m− 2i)νiX
ν

= (mk − 2p)Xν

On conclut par linéarité.

(c) On procède par récurrence sur r. Le cas r = 1 vient d’être établi. Supposons (1) vraie pour
un certain r > 1. Alors, pour tout Φ ∈ Em,k,p, Dr(Φ) ∈ Em,k,p−r si r 6 p et Dr(Φ) = 0 si
r > p. Donc

(Dr+1D′ −D′Dr+1)(Φ) = D(DrD′ −D′Dr)(Φ) + (DD′ −D′D)Dr(Φ)

= r(mk − 2p+ r − 1)Dr(Φ) + (mk − 2(p− r))Dr(Φ)

= (r + 1)(mk − 2p+ r)Dr(Φ)

La relation (2) se prouve de façon similaire.

(d) Soit Φ ∈ Emkp \ {0}. Alors, d’après la remarque faite en 3., on a p 6 km et, par 4a.,
Dkm+1(Φ) = D′km+1(Φ) = 0. Les endomorphismes induits par D et D′ sur Em,k sont donc
nilpotents. Soient maintenant Φ ∈ Em,k,p tel que D(Φ) = 0 et r minimal tel que D′r(Φ) = 0.
Alors, d’après (2), r(r−1)D′r−1(Φ) = 0, d’où r 6 1 et D′(Φ) = 0. La réciproque est similaire.

5. (a) Pour i ∈ [[0,m]], on a ei(A(u, v)) = ei(λu, λ
−1v) = λm−2iei(u, v), c’est-à-dire

eAi = λm−2iei.

Par conséquent :

ΦA(x0, . . . , xm) = Φ

( m∑
i=0

xiei

)A
 = Φ

(
m∑
i=0

xie
A
i

)

= Φ

(
m∑
i=0

λm−2ixiei

)
= Φ(λmx0, λ

m−2x1, . . . , λ
−mxm)

En particulier, pour Φ = Xα (où |α| = k ; rappelons aussi que l’on a posé ‖α‖ =

m∑
i=0

iαi) :

ΦA = λ
∑m

i=0 αi(m−2i)Φ = λmk−2‖α‖Φ

Puisque les (Xα)|α|=k forment une base de Em,k, on a ΦA = Φ pour tout λ ∈ C∗ si et
seulement si Φ ∈ Vect{Xα, |α| = k, 2‖α‖ = mk}, c’est-à-dire si mk est pair (faute de quoi
cet espace serait réduit à {0}) et Φ ∈ Em,k,mk/2.



(b) Posons plutôt Aµ =

(
1 µ

0 1

)
. On a ici :

ei(Aµ(u, v)) = ei(u+ µv, v) =

(
m

i

)
(u+ µv)m−ivi =

(
m

i

)m−i∑
j=0

(
m− i

j

)
um−i−j(µv)jvi,

c’est-à-dire :

e
Aµ

i =

m−i∑
j=0

(
i+ j

i

)
µjei+j .

Par conséquent :

ΦAµ(x0, . . . , xm) = Φ

(
m∑
i=0

xie
Aµ

i

)

= Φ

 m∑
i=0

m−i∑
j=0

(
i+ j

j

)
µjxiei+j


= Φ

 m∑
k=0

 k∑
j=0

(
k

j

)
µjxk−j

 ek


= Φ(x0, µx0 + x1, µ

2x0 + 2µx1 + x2, . . . ,

µmx0 +mµm−1x1 +
m(m− 1)

2
µm−2x2 + . . .+ xm)

Pour Φ = Xα, il vient :

ΦAµ(x0, . . . , xm) =

m∏
k=0

 k∑
j=0

(
k

j

)
µjxk−j

αk

Or
d

dµ

 k∑
j=0

(
k

j

)
µjxk−j

 = k
k−1∑
j=0

(
k − 1

j

)
µjx(k−1)−j .

On a donc :
d

dµ

(
ΦAµ(x0, . . . , xm)

)
= D(Φ)Aµ

Cette relation est, par linéarité, valable pour toute Φ ∈ Em. On a donc ΦAµ = Φ quel
que soit µ si et seulement si D(Φ)Aµ = 0 quel que soit µ, c’est-à-dire si et seulement si
D(Φ) = 0.

(c) C’est un calcul similaire.

6. (a) C’est un sous-espace vectoriel parce que Φ 7→ ΦA est linéaire. C’est aussi un sous-anneau
parce que cette application est un morphisme d’anneau ((ΦΨ)A = ΦAΨA et 1A = 1). De
manière plus synthétique, Jm est une sous-algèbre (unitaire) de Em car Φ 7→ ΦA est un
morphisme d’algèbres (unitaires).

(b) Soit Φ ∈ Jm. Il existe N ∈ N et (Φk)k ∈
N∏

k=0

Em,k tels que Φ =

N∑
k=0

Φk et l’on a :

Φ = ΦA =

N∑
k=0

ΦA
k



Or Em,k étant stable par Φ 7→ ΦA, on a ΦA
k ∈ Em,k d’où Φk = ΦA

k et Φk ∈ Jm,k. Ainsi l’on a
bien

Jm =
⊕
k

Jm,k

7. (a) C’est immédiat par 5.a.

(b) Notons que, pour toutes A,B ∈ M2(C), ΦAB =
(
ΦB
)A

. Soit alors A ∈ GL2(C), d ∈ C∗ une

racine carrée de det(A) et B =
1

d
A (donc B ∈ SL2(C)). On a, pour toute Φ ∈ Jm,k :

ΦA = Φ(dI2)B =
(
ΦB
)dI2

= ΦdI2 .

Or, pour toute f ∈ Bm,

ΦdI2(f) = Φ(f ◦ (dI2)) = Φ(dmf) = dmkΦ(f).

On a bien
ΦA = det(A)mk/2Φ.

V

1. L’application F est polynomiale d’après I.4.a. Posons A =

(
a b

c d

)
et B =

(
x y

z t

)
. On a

F (A) = G(AB) = G(ax+ bz, ay + bt, cx+ dz, cy + dt)

donc DdF (A) = (zDcG+ tDdG)(AB) et

DaDdF (A) = (xzDaDcG+ yzDbDcG+ xtDaDdG+ ytDbDdG)(AB).

De même

DbDcF (A) = (xzDaDcG+ xtDbDcG+ yzDaDdG+ ytDaDdG)(AB)

d’où
Ω(F )(A) = (xt− yz)(DaDdG−DbDcG)(AB) = det(B)Ω(G)(AB)

2. (a) Posons A =

(
a b

c d

)
. Pour i ∈ [[0,m]], on a

eAi (u, v) = ei(A(u, v)) =

(
m

i

)
(au+ bv)m−i(cu+ dv)i.

En développant cette expression, on voit qu’il existe des applications pj,i ∈ P telles que

eAi =

m∑
j=0

pj,i(a, b, c, d)ej .

Pour f =

m∑
i=0

xiei, il vient

fA =

m∑
j=0

(
m∑
i=0

pj,i(a, b, c, d)xi

)
ej

et

Φ(fA) = Φ

(
m∑
i=0

p0,i(a, b, c, d)xi,

m∑
i=0

p1,i(a, b, c, d)xi, . . . ,

m∑
i=0

pm,i(a, b, c, d)xi

)
Il est maintenant clair que A 7→ Φ(fA) ∈ P et Gf ∈ P.



(b) Notons Deg(P ) = |deg(P )| le degré total d’un polynôme P . On a clairement Deg(Ωq(Gf )) 6

0 dès que 2q > Deg(Gf ). Or les applications pj,i ci-dessus étant de degré total m, on a
Deg(Gf ) 6 mDeg(Φ)+ 2r. Aussi Ωq(Gf ) est-il indépendant de A dès que 2q > mDeg(Φ)+

2r.

(c) Soient A ∈ GL2(C) et f ∈ Bm. On a, pour tout M ∈ M2(C),

GfA(M) = Φ((fA)M ) det(M)r = Φ(fAM ) det(AM)r det(A)−r = Gf (AM) det(A)−r

et, par 1.,

Ωq(GfA)(M) = Ωq(Gf )(AM) det(A)q det(A)−r = Ωq(Gf )(M) det(A)q−r

On a bien
Θ(fA) = Θ(f) det(A)q−r

L’appartenance de Θ à Jm en découle immédiatement.

3. De G(A) = (ad− bc)q, on déduit aisément Ω(G)(A) = q(q + 1) det(A)q−1 puis

Ωq(G)(A) = (q + 1)× q!2

4. Si mk est impair, alors Ψ = 0 d’après IV.7.a.. On peut dans ce cas prendre Φ = 0, q = r = 0.

Si mk est pair, posons q = mk/2, r = 0 et Φ =
1

(q + 1)q!2
Ψ. Alors, d’après IV.7.b.,

ΦA =
1

(q + 1)q!2
det(A)qΨ

et, pour toute f ∈ Bm,

Gf (A) = ΦA(f) =
1

(q + 1)q!2
det(A)qΨ(f)

Par 3., il vient
Ωq(Gf ) = Ψ(f)

5. Étape 1. Montrons qu’il suffit d’établir l’énoncé sous l’hypothèse additionnelle qu’il existe s ∈ N
et (`i)16i6r ∈ [[0, s]]r tels que Ψi ∈ Jm,`i , Φi ∈ Em,s−`i (et par conséquent Ψ ∈ Em,s).

Posons en effet, dans le cas général :

Φi =
∑
k

Φi,k, Φi,k ∈ Em,k et Ψi =
∑
`

Ψi,`, Ψi,` ∈ Jm,k.

On a

Ψ =

r∑
i=1

(∑
k

Φi,k

)(∑
`

Ψi,`

)
=
∑
s

∑
i

∑
k+`=s

Φi,kΨi,`

Ainsi,
∑
i

∑
k+`=s

Φi,kΨi,` est la partie homogène d’ordre s de Ψ. Celle-ci appartient Jm,s. D’après

l’hypothèse, il existe Πi,k ∈ Jm tel que∑
i

∑
k+`=s

Φi,kΨi,` =
∑
i

∑
k+`=s

Πi,kΨi,`

et on en déduit

Ψ =

r∑
i=1

(∑
k

Πi,k

)
Ψi



qui montre que Πi =
∑
k

Πi,k convient.

Étape 2. Supposons maintenant l’existence de s ∈ N et (`i)16i6r ∈ [[0, s]]r tels que Ψi ∈ Jm,`i et
Φi ∈ Em,s−`i . On a Ψ ∈ Jm,s. Si ms est impair, alors Ψ = 0 et Πi = 0 conviennent. Supposons
ms pair et posons q =

ms

2
. On a :

Ψ(fA) =

r∑
i=1

Φi(f
A)Ψi(f

A)

donc, par IV.7.b.,

Ψ(f) det(A)q =

r∑
i=1

Φi(f
A) det(A)m`i/2Ψi(f)

En appliquant Ωq, il vient :

(q + 1)q!2Ψ(f) =

r∑
i=1

Ωq(M 7→ Φi(f
M ) det(M)m`i/2)(A)Ψi(f)

Or, M 7→ Φi(f
M ) det(M)m`i/2 est homogène de degré m(s− `i) + 2m`i/2 = 2q. Donc Ωq(M 7→

Φi(f
M ) det(M)m`i/2) est indépendante de M et, d’après V.2.c.,

Πi : f 7→ 1

(q + 1)q!2
Ωq(M 7→ Φi(f

M ) det(M)m`i/2)

appartient à Jm. On a en outre :

Ψ =

r∑
i=1

ΠiΨi

6. Soit I l’ideal de Em engendré par
⊕
k>1

Jm,k. Par III.7., I admet une famille génératrice finie

Ψ1, . . . ,Ψr. Soit Ψ ∈ Jm. Il existe Φ1, . . . ,Φm ∈ Em tels que

Ψ = Ψ(0) +

r∑
i=1

ΦiΨi

La remarque faite en III.5. montre que l’on peut choisir Φi vérifiant Deg(Φi) < Deg(Ψ) (si
Ψ 6= 0). Il existe, d’après 5., Π1, . . . ,Πr ∈ Jm tels que

Ψ = Ψ(0) +

r∑
i=1

ΠiΨi

L’examen de la preuve de 5. montre que Deg(Πi) 6 Deg(Φi) donc Deg(Πi) < Deg(Ψ) (si Ψ 6= 0).
En appliquant ce même procédé aux polynômes Πi on obtient, en un nombre fini d’étapes, une
expression de Ψ de la forme f(Ψ1, . . . ,Ψr).


