CORRIGE DE L’EPREUVE MATH 1 DE L’X 2009

Premiere partie

(1) Soit g(t) = f(e'x) alors ¢'(t) = x e’ f'(e' x) dou ¢'(0) = zf'(x) = (Af)(x).
(2) Soit p € N et f(x) = 2P alors, par une récurrence immédiate, (A" f)(x) = p"aP d’ou

L)) = P

qui est le terme général d’une série exponentielle convergente. On a alors
t’l’l/
> A @) = e = (' 2)” = (@uf)(x).
n>0

Par linéarité, cette propriété s’étend aux polynomes.
(3) Immédiat : (D"X)(f)(x) = (2 (2))® = 20 (@) +nfO-D(z) = (XD"+nD")(f)(z).
(4) Pour n =1 on sait que A = XD, on procede alors par récurrence sur n avec fi1 = 1.
Supposons la propriété vraie a ’ordre n,

(A f)(x) = A (Z Mn,kxk0k> (f)(a)

k=1
= (i pngz” [ (fv)>
k=1

- Z Mmkkxkf(k) (z) + Z ”n,kxk+1f(k+l)(x) :
k=1 k=1

J

~~

n+1
=3 pn,p—12F ) (z)
E=2

On obtient la formule a l'ordre n 4+ 1 en posant pni11 = fn1, Mntintl = Hnn €t
Pni1k = Kpin g + ping—1 pour k € [2,n].
On déduit de ceci les relations ji,,1 =1 et i, ,, = 1.

(5) On applique le résultat du 2 avec la formule du 4 :

“+oc0o n n
HCEEDS % (Z e fO) (x))
n=0  \k=1

+0 ,n

= f(x) + Z % (Z Mn,kxkf(k)(x)>

et il suffit de permuter les sommes.
Compte tenu la aussi de la linéarité de la formule, il suffit de prouver le résultat pour

f(x) = aP.
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n | . .
%umkﬁﬂ si k < min(n, p)

—+o00
Soit Uy = Uk = 0, Y Upg et > > u,, conver-
k n k=1

si k > min(n, p)
gent aussi donc on peut appliquer le théoreme d’interversion des sommations :
+oo

flez)=fl)+> (> un,k>
+o00 +oo
=f@)+> > un,k>
k=1

n>k
tn
SCES M ol PEE
k=1 \n>k

ce qui permet de conclure.
(6) C’est du cours !
(7) (a) On a 1ltir% |(e! —1)x| = 0 d’ott lexistence d’un réel 7, tel que

t| < ve = [(e' =1)z| < R — |=|.

On peut aussi utiliser I'inégalité | ef —1| < el —1 obtenue par exemple en utilisant
le développement en série entiere de I’exponentielle puis raisonner par équivalences
en supposant x # 0 :

(el —1)z] < R —|z| &€ -1 < Rl _ B
|z |z
o R R
sl — st <In— =17,
|| |z

avec v, > 0 car |z| < R (et v peut prendre n’importe quelle valeur positive). Ceci
fournit explicitement une valeur de ~,.
(b) On applique la propriété rappelée avec h = e'x —x = (e —1)z, |h| < R — || :

fla+h)=fl'z)=flx)+) Mxkf(k)(x).

(e 1)

Or e' —1 est D.S.E., de rayon infini, il en est de méme pour -

(e —1)* "
Ko 2 i
n>1
et on remarque que A\, = 0 si n < k (on peut mettre tk en facteur) et les Ank 1€

dépendent pas de f.
(c) Pour f(z) = 2P on obtient 2 développements de f(e'x) :

fl@)+) (Z %m) 2 [P (z) = fla)+ (Z %u) o O ()

k>1 \n>k E>1 \n>1

P ook sk <p : . o
avec f®)(z2) =< (p—k)! . En faisant la différence et en simplifiant
0 sinon

par plz? que I'on peut supposer non nul, on obtient

+00o n p 1
Z (g Z(Mn,k - )\n,k)M) =0

n=1 k=1
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(on a rajouté les termes nuls pour n < k). Compte tenu de 'unicité du dévelop-
pement en série entiere, on obtient
L 1

‘v’p S N*, \V/(TL, k) € N*X[[Lp]], Z(:un,k - )‘n,k) (p — k‘)'
k=1 '

e Sip=1alors p,1 = \,1 pour tout n.

e Par récurrence sur p, supposons prouvé les égalités p,, = A\,, pour tout

n. On écrit la relation (R) pour p + 1, les p premiers termes sont nuls vu
1

o) T

— 0. (R)

I'hypothese de récurrence, il ne reste plus que (g, pr1—

donc )\n,p+1 = Hnp+1-
(d) On utilise la relation de récurrence du 4 : A\,11 5 = kA + Api—1 et on fait une
récurrence sur n :
epourn=1 A1 =1<2et A\, =0pour k> 1.
2"n!
(k—1)!
— On a )\n+1 1 = =1 < 2”+l(n+ 1) et )‘n-i-l n+l1 — =1 < 2n+1

tions larges !).
— Si k € [2,n] alors

e On suppose qu’a l'ordre n, A, ; < ; pour tout k€ [1,n].

(n+1)!

' (majora-
n!

2"n! 2"n! 2"
<k - % — 1
Atk S Y s T o R Y
2"n!
1
(e) On prend n = 5 et a = g alors
t” 2"n|
20 < S e )
2" 0 ()]
< @) ) —7—
el
LN PRI O]

Or Z | Zy, 1| converge, de somme et on sait (question 6) que

kf<k< ) g a0

120" (k1)
X

ont méme rayon de convergence (en I'occurrence R —

k| f(k)
lal). Avec a = x on en déduit que > w

R
(f) Si|t| < 1/2 alors |e' —1| < 1/2 et |(e" —1)z| < 3 < R — |z|, on peut alors utiliser

et Y k———

converge pour |z| < 7

le résultat de la question 7.b :
En appliquant le théoréeme d’interversion des sommations, on obtient :

Z A (Z Zn k)

£

(‘I%f
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Deuxieme partie

M,
8) Soit My(f) = sup |z* f(x)| alors au voisinage de U'infini, |2* f(z)| < b2 par conséquent
B 2

x — ¥ f() est intégrable sur R (elle est localement intégrable car continue).
(9) (a) La encore, le probleme se pose au voisinage de +o0 :

y*g(y)| < Mi(g)
|[f(z = y)| < Mo(f)

On a ainsi, au voisinage de l'infini, | f(z—y)g(y)| < et, par domination,

y— f(x —1y)g(y) est intégrable sur R.
(b) Montrons que f * g est continue :
e y— f(x—1y)g(y) est continue sur R,
e v — f(x—y)g(y) est continue sur R,
e Pour tout = € R, |f(z — y)g(y)| < Mo(f)|9(y)| € L'(R)
donc, en vertu du théoreme de continuité sous l'intégrale, f * g est continue.
Soient f et g dans F alors

:r’“/Rf(y)g(x —y) dy‘ =

(fv —y+9) fW)y(x —y) dy‘

( ) bpg(a — y)xy? f(y) dy

S (]'j) My (o) /R ¥ F(y) dy,

p=0

car y — yPf(y) est intégrable sur R. a2 f x g(z) est bornée pour tout k et f * g est
continue donc f x g € F.
On a, en appliquant Fubini

mi(f *+g) = / (/fx— )dx
« (i)é(/R Yy’ f(y)x(x —y)kpg(fv—y)dy) dz

; (ﬁ) /ﬂ%ypf(y)<4($ —y)* gl —y) dx) dy

= J/
-~

:mk—p(g)

(]~

p

I
=

S

hE

-

D

i
o

On a pu appliquer Fubini ici car, en posant M, (f) = M,2(f) + M,(f), on a
o y— y?f(y)(z —y)"Pg(x —y) est borné par My_,(g)|y* f(y)| donc intégrable
sur R,

° I — /y”f(y)(x — )" Pg(x — y)dy est intégrable car elle est majorée par

[ M) M (o)
Y +1 (z—y)+1
MAPLE).

2
dy = M;’(f)'Mé_p(g)xQ—j—él qui est intégrable (merci
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Il nous faut aussi 'intégration en intervertissant les variables :
o x — yPf(y)(x — y)*Pg(x — y) est intégrable car on peut la majorer par

M, (f)x|z — y|*P|g(x — y)| qui est intégrable car majorée par M,
(y =) +1
v [P =9 T =y = 1) [ o Pt du qui est auss
intégraﬂﬁle. .
OUF !

(10) e On sait que mo(f1*f2) = mo(f1).mo(f2) = 1 (formule du 9.b) et par une récurrence
immédiate, mo(f; *--- % f,) = 1.

e Avec la méme formule, my(f1 * fo) = mq(f1).-mo(f2) + mo(f1).mi(f2) = 0 et, par

récurrence et associativité de %, my(f; % ---* f,,) = 0 (en fait Fy est stable par x).

o ma(f1* f2) = mo(f1)ma(f2) + 2ma(fi)mi(f2) + ma(fi)mo(fo) = ma(fi) + ma(fo).

Par récurrence, on suppose que ma(fi * -+ * fn) = ma(f1) + - - - + ma(f,) alors

mal(f1 %% fu) % fura] = mo(fr* - * fu)ma(fura) + 2ma(fix - fo)ma(fasr)

+ma(fix -k fo)mo(fusr)
= ma(frs1) +ma(f1) + -+ ma(fa)

ce qui acheve la récurrence.
(11) Immédiat : my(T,(f)) = / z* f(az) d(a:v) = imk(f).
R ak
(12) (a) On a mo(T,F,) = %mQ( n) = — Z ma(fi) < g — 0 puis

05;ljwagﬂgmyhm;ij(f)%ﬂgax@dm

(07

1

+oo
Donc / (T, F,)(x)dx — 0.

C’est exactement pareil avec / (T, F,)(x) dx.
(b) Supposons donc dans un prem{eI temps que h(0) = 0.

e Choisissons a pour que |h(x)| < &/2 des que |z| < a,
e N € N pour que sup |h(z)|x (T, F,)(x)dx < e/2 dés que n > N.
zeR || >a
Alors, pour tout n > N, en remarquant que /(TnFn)(x) de =1letqueT,F,(z) >0
R
/ h(z)(T, F,)(x)dx| < / h(z)(T, F,)(x)dx| + ‘/ h(x)(T,F,)(x)dx
R |z|<a |z|>a
<§/ (T.F,) () dz + sup |h(z)] | (T.F,)(x)de
2 |z|<a zeR |z] >a
5 5
g—/M@@ﬂM@M+—<5
2 Ja )
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Si h(0) # 0, on remplace h par ho(x) = h(xz) — h(0) et, par linéarité de I'intégrale,
lim / h(2)(TuF) () dz = h(0).
R

n—-+

(13) (a) A l'aide de Cauchy-Schwarz :

malf)? = ( [ dm)2 < [t dax [ f@)de <),

(b) Procédons par récurrence sur n :
4

malfis £ = 3 ()7
= ma(f1)mo(f2) +mo(f1)ma(f2) +4ms(f1)mi(f2) + ma(fr)ms(f2) +6ma(fi)ma(f2)
:m‘:(fl) :m‘:(h) =0
= ma(f1) + ma(f2) + 6ma(f1)ma(f2)

donc la propriété est vraie a l'ordre 2.
On suppose que cette relation est vérifiée a ’ordre n :

my(fi* % fopr) = ma[(fi - fo) * frid]
=ma(fix % fo) +6ma(fi* - % fr)ma(forr) +ma(frir)

car Fy est stable par x et qu’on a la propriété a 1’ordre 2

= ma(fs) Fmalfar) +6 Y ma(fiyma(f)

— 1<i<j<n
+6(ma(f1) + -+ ma(fn))Xma(fri1)

ce qui termine la récurrence.

—1
Comme my(f;) < C et que la somme Y mgo(f;)ma(f;) comporte %
1<i<j<n

—~
(@)
~

termes alors

M) € Y mh) + oo™ 1) > mitd) +30°n*

puis on procede comme au 12.a :

/a +oo T, Fy(z) de < / +OO <f>4 (T, Fy)(z) dz

«

1
+oc0 n
Conclusion : > (T,,F,,)(z) dz converge si, par exemple, > my4(f;) = O(n?)...

n=2lJa i=1



