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CORRIGE

Première partie

1. Pour tout (t, x) ∈ R2, on a
∣∣e−|n|teinx

∣∣ = e−|n|t = (e−t)|n|. Par conséquent,

• si t 6 0 alors ∀n ∈ N,
∣∣e−|n|teinx

∣∣ > 1 ⇒ e−|n|teinx 6→
n→+∞

0 donc la série
∑
n>0

e−|n|teinx diverge grossièrement ce

qui entraine la divergence de la série
∑
n∈Z

e−|n|teinx

• si t > 0 alors e−t ∈]0, 1[ donc les séries∑
n>0

(
e−t
)|n| =

∑
n>0

(e−t)n et
∑

n6−1

(
e−t
)|n| =

∑
n6−1

(
e−t
)−n =

∑
n>1

(
e−t
)n

sont convergentes. Par conséquent, les séries
∑
n>0

e−|n|teinx et
∑

n6−1

e−|n|teinx convergent absolument donc elles

sont convergentes ce qui entraine la convergence de la série
∑
n∈Z

e−|n|teinx

2. Pour tout t > 0 et tout x ∈ R, on a

P (x, t) =
∑
n∈Z

e−|n|te−inx =
m=−n

∑
m∈Z

e−|−m|teimx =
∑
m∈Z

e−|m|teimx = P (x, t)

donc P (x, t) est bien un nombre réel. Fixons t > 0, on a

π∫
−π

P (x, t)dx =

π∫
−π

[(
+∞∑
n=0

e−|n|teinx

)
+

( −1∑
n=−∞

e−|n|teinx

)]
dx

=

π∫
−π

+∞∑
n=0

e−|n|teinxdx +

π∫
−π

−1∑
n=−∞

e−|n|teinxdx

Puisque

∀x ∈ [−π, π] ,
∣∣∣e−|n|teinx

∣∣∣ = e−|n|t =
{

(e−t)n si n > 0
(e−t)−n si n 6 −1

les séries
∑
n>0

e−|n|teinx et
∑

n6−1

e−|n|teinx sont normalement convergentes sur R donc sur [−π, π] et comme pour tout

n ∈ Z la fonction x 7→ e−|n|teinx est continue sur [−π, π] , on peut permuter les symboles d’intégration et de sommation,
ce qui nous donne

π∫
−π

P (x, t)dx =
+∞∑
n=0

e−|n|t
π∫
−π

einxdx +
−1∑

n=−∞
e−|n|t

π∫
−π

einxdx

Etant donné que

π∫
−π

einxdx =

π∫
−π

dx = 2π si n = 0 et

π∫
−π

einxdx =
[
einx

in

]π

−π

=
einπ − e−inπ

in
=

2 sin(nπ)
n

= 0 si n 6= 0,

on en déduit que

π∫
−π

P (x, t)dx = e−|0|t2π = 2π

3. (a) Etablissons auparavant un résultat que nous allons utiliser à plusieurs reprises. Si a > 0 et b ∈ N, la série
b∑

n∈Z
|n|b e−|n|a est convergente. En effet, d’après les croissances comparées, on a |n|b e−|n|a =

|n|→+∞
o

(
1
n2

)
(d’après
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les croissances comparées) et les séries
∑
n>1

1
n2

et
∑

n6−1

1
n2

sont convergentes (Riemann avec α = 2 > 1) donc la

série
b∑

n∈Z
|n|b e−|n|a converge.

En particulier, la série
∑
n∈Z

(− |n|)p(in)qe−|n|teinx converge absolument quel que soit (p, q) ∈ N2 (donc aussi les

séries
∑
n>0

(− |n|)p(in)qe−|n|teinx et
∑

n6−1

(− |n|)p(in)qe−|n|teinx) et (t, x) ∈ R×+ × R puisque

∣∣∣(− |n|)p(in)qe−|n|teinx
∣∣∣ = |n|p+q

e−|n|t.

Etablissons le résultat principal par récurrence sur p + q en posant
(Hn) : ” P est de classe Cn sur R×+ × R et pour tout (p, q) ∈ N2 tel que p + q = n,

∀(t, x) ∈ R×+ × R,
∂p+qP

∂tp∂xq
(x, t) =

∑
n∈Z

(− |n|)p(in)qe−|n|te−inx”

Initialisation n = 0 : Soit a ∈ R×+,

∀(t, x) ∈ [a,+∞[×R, ∀n ∈ Z,
∣∣∣e−|n|teinx

∣∣∣ = e−|n|t 6 e−|n|a

La suite
(
e−|n|a

)
n∈Z est indépendante de (t, x), les séries

∑
n>0

e−|n|a et
∑

n6−1

e−|n|a sont convergentes donc on a

établi la convergence normale sur [a,+∞[×R des séries
∑
n>0

e−|n|teinx et
∑

n6−1

e−|n|teinx. En outre, quel que soit

n ∈ Z, les fonctions (t, x) 7→ e−|n|teinx sont continues sur [a,+∞[×R donc les fonctions

(t, x) 7→
∑
n>0

(− |n|)p(in)qe−|n|teinx et (t, x) 7→
∑

n6−1

(− |n|)p(in)qe−|n|teinx

sont continues sur [a,+∞[×R. Par conséquent, la fonction P est continue sur [a,+∞[×R quel que soit a > 0 donc
elle est continue sur

⋃
a>0

[a,+∞[×R = R×+ × R.

Hérédité : Supposons (Hn) vraie et montrons (Hn+1). La fonction P est de classe Cn sur R×+ × R et pour tout
(p, q) ∈ N2 avec p + q = n, on a

∀(t, x) ∈ R×+ × R,
∂p+qP

∂tp∂xq
(x, t) =

∑
n∈Z

(− |n|)p(in)qe−|n|teinx

Montrons que
∂p+qP

∂tp∂xq
est de classe C1 sur R×+ × R et que ∀(t, x) ∈ R×+ × R,

∂

∂t

(
∂p+qP

∂tp∂xq

)
(x, t) =

∑
n∈Z

(− |n|)p+1(in)qe−|n|teinx

∂

∂x

(
∂p+qP

∂tp∂xq

)
(x, t) =

∑
n∈Z

(− |n|)p(in)q+1e−|n|teinx

ce qui démontrera (Hn+1). Fixons a ∈ R×+.

• Pour tout n ∈ Z, la fonction (t, x) 7→ |n|p (−in)qe−|n|teinx est de classe C1 sur [a,+∞[×R.

• Les séries
∑
n>0

|n|p (−in)qe−|n|teinx et
∑

n6−1

|n|p (−in)qe−|n|teinx sont simplement convergentes sur [a,+∞[×R.

• Pour tout (t, x) ∈ [a,+∞[×R, on a∣∣∣(− |n|)p+1(in)qe−|n|teinx
∣∣∣ = |n|p+q+1

e−|n|t 6 |n|p+q+1
e−|n|a∣∣∣(− |n|)p(in)q+1e−|n|teinx

∣∣∣ = |n|p+q+1
e−|n|t 6 |n|p+q+1

e−|n|a

La suite
(
|n|p+q+1

e−|n|a
)

n∈Z
est indépendante de (t, x), les séries

∑
n>0

|n|p+q+1
e−|n|a et

∑
n6−1

|n|p+q+1
e−|n|a
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sont convergentes donc les séries∑
n>0

(− |n|)p+1(in)qe−|n|teinx,
∑

n6−1

(− |n|)p+1(in)qe−|n|teinx,

∑
n>0

(− |n|)p(in)q+1e−|n|teinx,
∑

n6−1

(− |n|)p(in)q+1e−|n|teinx

convergent normalement sur [a,+∞[×R.

Le théorème de dérivation des sommes de séries montre que la fonction
∂p+qP

∂tp∂xq
est C1 respectivement par rapport

à t sur [a,+∞[ et x sur R donc
∂p+qP

∂tp∂xq
est de classe C1 sur [a,+∞[×R et ∀(t, x) ∈ [a,+∞[×R,

∂

∂t

(
∂p+qP

∂tp∂xq

)
(x, t) =

∑
n∈Z

(− |n|)p+1(in)qe−|n|teinx

∂

∂x

(
∂p+qP

∂tp∂xq

)
(x, t) =

∑
n∈Z

(− |n|)p(in)q+1e−|n|teinx

Par conséquent, la fonction
∂p+qP

∂tp∂xq
est de classe C1 sur [a,+∞[×R quel que soit a > 0 donc elle est de classe

C1 sur
⋃
a>0

[a,+∞[×R = R×+ ×R et les formules de dérivation attendues sont vérifiées, ce qui démontre (Hn+1) et

achève la récurrence.

(b) D’après la question précédente, on a ∀(t, x) ∈ [a,+∞[×R,

∂2P

∂t2
(x, t) +

∂2P

∂x2
(x, t) =

∑
n∈Z

|n|2 e−|n|teinx +
∑
n∈Z

(in)2e−|n|teinx

=
∑
n∈Z

n2e−|n|teinx +
∑
n∈Z

−n2e−|n|teinx = 0

4. La fonction Pt est C1 sur R et 2π-périodique (le lecteur le vérifiera immédiatement) donc elle est développable en série
de Fourier et l’on a

∀x ∈ R, Pt(x) =
∑
n∈Z

cn(Pt)einx

D’autre part, on a établi précédemment l’égalité

∀x ∈ R, Pt(x) =
∑
n∈Z

e−|n|teinx

Par unicité des coefficients trigonométriques des fonctions continues sur R, on en déduit que

∀n ∈ Z, P̂t(n) = e−|n|t.

5. On commence par remarquer que

1− 2e−t cos x + e−2t = 0 ⇔ (e−t − 1)2 + 2e−t(1− cos x) = 0 ⇔ (e−t − 1)2 + 4e−t sin2
(x

2

)
= 0

Une somme de termes positifs étant nulle si et seulement tous les termes sont nuls et l’exponentielle ne s’annulant pas
sur R, on en déduit que

1− 2e−t cos x + e−2t = 0 ⇔

{
e−t − 1 = 0
sin
(x

2

)
= 0 ⇔

{
t = 0
x

2
= 0mod π

⇔
{

t = 0
x = 0mod 2π

6. En se rappelant que

∀z ∈ C / |z| < 1,

+∞∑
n=1

zn = z

+∞∑
n=1

zn−1 =
p=n−1

z

+∞∑
p=0

zp =
z

1− z
,
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et étant donné que
∣∣e−te±ix

∣∣ = e−t < 1 lorsque t > 0, on obtient que

P (t, x) =
−1∑

n=−∞
e−|n|teinx + 1 +

+∞∑
n=1

e−|n|teinx = 1 +
+∞∑
n=1

e−nte−inx +
+∞∑
n=1

e−nteinx

= 1 + 2
+∞∑
n=1

e−nt cos(nx) = 1 + 2 Re

(
+∞∑
n=1

e−nteinx

)
= 1 + 2Re

(
+∞∑
n=1

(
e−teix

)n)

= 1 + 2 Re
(

e−te−ix

1− e−te−ix

)
= 1 + 2Re

(
e−te−ix(1− e−teix)

(1− e−te−ix)(1− e−teix)

)
= 1 + 2× e−t cos x− e−2t

1− 2e−t cos x + e−2t
=

1− e−2t

1− 2e−t cos x + e−2t

D’après la question I.5, ∀(t, x) ∈ R×+ × R, 1− 2e−t cos x + e−2t > 0 donc le signe de P (t, x) est celui de 1− e−2t qui
est strictement positif lorsque t > 0.

7. Si t → 0+ alors 1− e−2t → 0+ et 1− 2e−t cos x + e−2t → 2− 2 cos x = 4 sin2
(x

2

)
donc

lim
t→0+

Pt(x) = lim
t→0+

P (t, x) =
{

0 si x ∈ [−π, π]\{0}
+∞ si x = 0

Soit a ∈]0, π[, si x ∈ [a, π] alors sin
(x

2

)
> sin

(a

2

)
> 0 (par croissance de sin sur

[
0,

π

2

]
) donc si

x ∈ [−π,−a] ∪ [a, π],
∣∣∣sin(x

2

)∣∣∣ > ∣∣∣sin(a

2

)∣∣∣
(par parité de |sin|). En utilisant la question I.5 et la positivité de Pt, on obtient

∀x ∈ [−π,−a] ∪ [a, π], (e−t − 1)2 + 4e−t sin2
(x

2

)
> 4e−t sin2

(a

2

)
⇒ |Pt(x)| = Pt(x) =

1− e−2t

(e−t − 1)2 + 4e−t sin2
(x

2

) 6
1− e−2t

4e−t sin2
(a

2

)
La fonction t 7→ 1− e−2t

4e−t sin2
(a

2

) est indépendante de x et tend vers 0 lorsque t → 0 donc la convergence est uniforme

sur [−π,−a] ∪ [a, π].

Deuxième partie

8. La fonction f est continue par morceaux et 2π-périodique donc elle est bornée sur R. Si on note ‖f‖∞ = sup
R
|f | =

sup
[−π,π]

|f | , on a les majorations

∀n ∈ Z,
∣∣∣f̂(n)

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ 1
2π

π∫
−π

f(x)e−inxdx

∣∣∣∣∣∣ 6 1
2π

π∫
−π

‖f‖∞ dx = ‖f‖∞

⇒ ∀n ∈ Z,
∣∣∣f̂(n)e−|n|teinx

∣∣∣ = ∣∣∣f̂(n)
∣∣∣ e−|n|t 6 ‖f‖∞ e−|n|t

Etant donné que les séries
∑
n>0

e−|n|t et
∑

n6−1

e−|n|t sont convergentes, on en déduit la convergence des séries
∑
n>0

f̂(n)e−|n|teinx

et
∑

n6−1

f̂(n)e−|n|teinx donc la convergence de la série
∑
n∈Z

f̂(n)e−|n|teinx.

9. Le résultat est immédiat en reprenant l’argumentaire de la question I.3.a étant donné que la suite
(
f̂(n)

)
n∈Z

est

bornée et l’on a

∀(t, x) ∈ R×+ × R,
∂p+qΦf

∂tp∂xq
(x, t) =

∑
n∈Z

f̂(n)(− |n|)p(in)qe−|n|teinx
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10. Soit t > 0, x fixé dans R, on a

1
2π

π∫
−π

Pt(x− y)f(y)dy =
1
2π

π∫
−π

∑
n∈Z

e−in(y−x)e−|n|tf(y)dy

=
1
2π

π∫
−π

+∞∑
n=0

e−in(y−x)e−|n|tf(y)dy +
1
2π

π∫
−π

−1∑
n=−∞

e−in(y−x)e−|n|tf(y)dy

Etant donné que
∀n ∈ Z,

∣∣∣f(y)e−in(y−x)e−|n|t
∣∣∣ = |f(y)| e−|n|t 6 ‖f‖∞ e−n|t|

les séries
∑
n>0

f(y)e−in(y−x)e−|n|t et
∑

n6−1

f(y)e−in(y−x)e−|n|t convergent normalement par rapport à y sur [−π, π], ce

qui permet d’échanger les symboles d’intégration et de sommation

1
2π

π∫
−π

Pt(x− y)f(y)dy =
1
2π

+∞∑
n=0

π∫
−π

e−in(y−x)e−|n|tf(y)dy +
1
2π

−1∑
n=−∞

π∫
−π

e−in(y−x)e−|n|tf(y)dy

=
1
2π

∑
n∈Z

π∫
−π

e−in(y−x)e−|n|tf(y)dy =
∑
n∈Z

e−|n|teinx 1
2π

π∫
−π

e−iny(y)dy

=
∑
n∈Z

e−|n|teinxf̂(n) = Φf,t(x)

11. p = 0 : D’après la question I.2, on a
1
2π

π∫
−π

Pt(y)dy = 1. La fonction Pt étant 2π-périodique, on a

a+π∫
a−π

Pt(y)dy =

π∫
−π

Pt(y)dt quel que soit a ∈ R. En particulier, on a

∀x ∈ R,
1
2π

π∫
−π

Pt(x− y)dy =
z=x−y

1
2π

x+π∫
x−π

Pt(z)dz =
1
2π

π∫
π

Pt(z)dz = 1

∀x ∈ R, ⇒ f(x) = f(x)
1
2π

π∫
−π

Pt(x− y)dy =
1
2π

π∫
−π

Pt(x− y)f(x)dy

Par conséquent, on a

|Φf,t(x)− f(x)| =
1
2π

∣∣∣∣∣∣
π∫
−π

Pt(x− y)f(y)dy − 1
2π

π∫
−π

Pt(x− y)f(x)dy

∣∣∣∣∣∣
=

1
2π

∣∣∣∣∣∣
π∫
−π

Pt(x− y)[f(y)− f(x)]dy

∣∣∣∣∣∣ 6 1
2π

π∫
−π

|Pt(x− y)| |f(y)− f(x)| dy

=
Pt>0

1
2π

π∫
−π

Pt(x− y) |f(y)− f(x)| dy

La fonction f est continue sur [−π, π] qui est un segment donc elle y est uniformément continue. Par conséquent,

∀ε > 0, ∃aε > 0 / ∀x, y ∈ [−π, π], |x− y| 6 aε ⇒ |f(y)− f(x)| 6 ε.

Pour ε > 0 fixé, Pt → 0 uniformément sur [−π,−aε] ∪ [aε, π] c’est-à-dire que

∀ε′ > 0, ∃tε′ > 0 / ∀t ∈]0, tε′ ] ⇒ |Pt(z)| 6 ε ∀z ∈ [−π, π] et |z| > aε

En décompant l’intégrale

π∫
−π

Pt(x− y) |f(y)− f(x)| dy selon que |y − x| 6 aε ou que |y − x| > aε, en choisissant ε′ = ε

et en remarquant que

∀x, y ∈ R, |f(y)− f(x)| 6 |f(y)|+ |f(x)| 6 ‖f‖∞ + ‖f‖∞ = 2 ‖f‖∞ ,
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on obtient

∀x ∈ [−π, π],

|Φf,t(x)− f(x)| 6
1
2π

∫
y∈[−π,π]
|y−x|6age

Pt(x− y) |f(y)− f(x)| dy +
1
2π

∫
y∈[−π,π]
|y−x|>age

Pt(x− y) |f(y)− f(x)| dy

6
1
2π

∫
y∈[−π,π]
|y−x|6age

Pt(x− y) ε dy +
1
2π

∫
y∈[−π,π]
|y−x|>age

ε.2 ‖f‖∞ dy

6
ε

2π

∫
y∈[−π,π]
|y−x|6age

Pt(x− y)dy +
2ε ‖f‖∞

2π

∫
y∈[−π,π]
|y−x|>age

dy

6
ε

2π

π∫
−π

Pt(x− y)dy +
2ε ‖f‖∞

2π

π∫
−π

dy = ε + 2ε ‖f‖∞ = ε(1 + 2 ‖f‖∞)

En remplaçant ε par
ε

1 + 2 ‖f‖∞
, on en déduit que lim

t→0+
Φf,t = f uniformément sur [−π, π]. Etant donné que les

fonctions f (par définition) et Φf,t sont 2π-périodiques car

∀x ∈ R, Φf,t(x + 2π) =
1
2π

π∫
−π

Pt(x + 2π − y)f(y)dy =
Pt est 2π-périodique

1
2π

π∫
−π

Pt(x− y)f(y)dy = Φf,t(x),

on en déduit la convergence uniforme sur R tout entier.
p 6 k : Commençons par remarquer que

∀x ∈ R, Φf,t(x) =
1
2π

π∫
−π

Pt(x− y)f(y)dy =
z=x−y

1
2π

x+π∫
x−π

Pt(z)f(x− z)dy =
1
2π

π∫
−π

Pt(z)f(x− z)dy

car la fonction z 7→ Pt(z)f(x− z) est 2π-périodique. Montrons par récurrence sur p 6 k la propriété

(Hp) : ” Φf,t est de classe Cp et ∀x ∈ R, Φ(p)
f,t (x) =

1
2π

π∫
−π

Pt(z)f (p)(x− z)dz ”

Initialisation p = 0 : Puisque ∀x ∈ R, Φf,t(x) =
1
2π

π∫
−π

Pt(z)f(x− z)dz donc (H0) est vraie.

Hérédité : Supposons (Hp) vraie avec p 6 k − 1 et montrons (Hp+1). On a

∀x ∈ R, Φ(p)
f,t (x) =

1
2π

π∫
−π

Pt(z)f (p)(x− z)dz.

La fonction (z, x) 7→ Pt(z)f (p)(x − z) est de classe C1 sur [−π, π] × R, le théorème de dérivation des intégrales à

paramètre sur un segment entraine que la fonction x 7→ 1
2π

π∫
−π

Pt(z)f (p)(x− z)dz = Φ(p)
f,t (x) est de classe C1 sur R et

Φ(p+1)
f,t (x) =

(
Φ(p)

f,t

)′
(x)

1
2π

π∫
−π

Pt(z)f (p+1)(x− z)dz

ce qui démontre (Hp+1) et achève la récurrence.
Etant donné que

∀p 6 k, ∀x ∈ R, Φ(p)
f,t (x) =

1
2π

π∫
−π

Pt(z)f (p)(x− z)dz =
1
2π

π∫
−π

Pt(x− y)f (p)(y)dy

et que la fonction f (p) est continue et 2π-périodique sur R, l’étude du cas p = 0 montre que Φ(p)
f,t converge uniformément

vers f (p).
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Troisième partie

12. La fonction u 7→ (1 + u)α

1 + uα
est continue sur R+ et tend vers 1 (car

(1 + u)α

1 + uα
∼

u→+∞

uα

uα
= 1) donc elle est bornée sur R+

ce qui entraine l’existence de µα ∈ R (positif en fait car la fonction est positive sur R+) tel que

∀u ∈ R+,
(1 + u)α

1 + uα
6 µα ⇔

1+uα>0
(1 + u)α 6 µα(1 + uα).

13. (a) Si f ∈ C0
per alors

∑
n∈Z

∣∣∣f̂(n)
∣∣∣2 est convergente. En outre, si f ∈ Ck

per alors f̂ (k)(n) = iknkf̂(n) et f (k) ∈ C0
per donc

la série ∑
n∈Z

∣∣∣f̂ (k)(n)
∣∣∣2 =

∑
n∈Z

n2k
∣∣∣f̂(n)

∣∣∣2
est convergente. D’après la question III.12, il existe un réel positif µk tel que

∀n ∈ Z, (1 + n2)k 6 µk(1 + n2k) ⇒

(1 + n2)k
∣∣∣f̂(n)

∣∣∣2 6 µk(1 + n2k)
∣∣∣f̂(n)

∣∣∣2 = µk

∣∣∣f̂(n)
∣∣∣2 + µkn2k

∣∣∣f̂(n)
∣∣∣2

Etant donné que les séries
∑
n∈Z

∣∣∣f̂(n)
∣∣∣2 et

∑
n∈Z

n2k
∣∣∣f̂(n)

∣∣∣2 sont convergentes, on en déduit que la série
∑
n∈Z

(1 +

n2)k
∣∣∣f̂(n)

∣∣∣2 est convergente ce qui montre que f ∈ Ek donc Ck
per ⊂ Ek.

(b) La réponse est négative. Pour cela, considérons la fonction f 2π-périodique, impaire définie sur [0, π] par

f(x) =

{ π − x

2
si x ∈]0, π]

0 si x = 0

La fonction f est 2π-périodique mais elle n’est pas continue sur R bien que

bn(f) =
2
π

π∫
0

(
π − x

2

)
sin(nx)dx =

1
π

[
−(π − x) cos(nx)

n

]π

0

+
1

πn

π∫
0

cos(nx)dx

=
1
n

+
1

πn

[
sin(nx)

n

]π

0

=
1
n
⇒ f̂(n) =



1
2
(an + ibn) =

i

2n
si n > 1

1
2
(an − ibn) = − i

2n
si n 6 1

1
2
a0 = 0 si n = 0

Par contre, f ∈ E0 car ∑
n∈Z

(1 + n2)0
∣∣∣f̂(n)

∣∣∣2 =
+∞∑
n=1

1
4n2

+
−1∑

n=−∞

1
4n2

=
1
2

+∞∑
n=1

1
n2

< +∞

donc E0 6= C0
per. Soit k ∈ N, en considèrant la fonction F 2π-périodique dont la valeur sur ]0, π[ est une fonction

de classe Ck dont la dérivée k-ième vaut f. Alors F est une fonction de Ck par morceaux mais pas Ck (car f n’est
pas continue sur R). Par contre,∣∣∣f̂(n)

∣∣∣ = ∣∣∣F̂ (k)(n)
∣∣∣ = ∣∣∣iknkF̂ (n)

∣∣∣ = |n|k
∣∣∣F̂ (n)

∣∣∣⇒ ∑
n∈Z×

(1 + n2)k
∣∣∣F̂ (n)

∣∣∣2 =
∑

n∈Z×

(1 + n2)k

n2k

∣∣∣f̂(n)
∣∣∣2

Puisque
(1 + n2)k

n2k

∣∣∣f̂(n)
∣∣∣2 ∼

n→±∞

∣∣∣f̂(n)
∣∣∣2 > 0 et que la série

∑
n∈Z×

∣∣∣f̂(n)
∣∣∣2 converge donc

∑
n∈Z×

(1 + n2)k
∣∣∣F̂ (n)

∣∣∣2
converge donc F ∈ Ek ce qui démontre que Ek 6= Ck

per.

(c) k = 0 : Soit f ∈ Cpm
per tel que

∑
n∈Z

(1+n2)α
∣∣∣f̂(n)

∣∣∣2 converge avec α >
1
2
. Montrons que la série

∑
n∈Z

∣∣∣f̂(n)
∣∣∣ converge.

En utilisant la majoration classique |ab| 6 1
2
(a2 + b2), on a

∀n ∈ Z,
∣∣∣f̂(n)

∣∣∣ = ((1 + n2)α/2
∣∣∣f̂(n)

∣∣∣) 1
(1 + n2)α/2

6
1
2
(1 + n2)α

∣∣∣f̂(n)
∣∣∣2 +

1
2
.

1
(1 + n2)α
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La série
∑
n∈Z

(1+n2)α
∣∣∣f̂(n)

∣∣∣2 converge ainsi que la série
∑
n∈Z

1
(1 + n2)α

converge puisque
1

(1 + n2)α
∼

n→±∞

1
n2α

qui

est une série de Riemann convergente car 2α > 1. Par conséquent, la série
∑
n∈Z

∣∣∣f̂(n)
∣∣∣ converge.

Considèrons la fonction g : x 7→
∑
n∈Z

f̂(n)einx qui est clairement 2π-périodique. La série
∑
n∈Z

f̂(n)einx est normale-

ment convergente sur R et ∀n ∈ Z, la fonction x 7→ f̂(n)einx est continue sur R donc la fonction g est continue sur
R et 2π-périodique. Par unicité des coefficients de Fourier des fonctions continues, on a ∀n ∈ Z, ĝ(n) = f̂(n) et
l’égalité de Parseval nous donne

1
2π

π∫
−π

|f(x)− g(x)|2 dx =
∑
n∈Z

∣∣∣f̂ − g(n)
∣∣∣2 =

∑
n∈Z

∣∣∣f̂(n)− ĝ(n)
∣∣∣2 = 0

Ainsi la fonction |f − g|2 est continue et positive sur [−π, π], d’intégrale nulle sur [−π, π] donc

∀x ∈ [−π, π], |f(x)− g(x)|2 = 0 ⇔ f(x)− g(x) = 0 ⇔ f(x) = g(x)

Les fonctions f et g sont égales sur [−π, π] et comme elles sont 2π-périodiques, elles sont égales sur R. Par
conséquent, la fonction f est continue sur R.
k ∈ N : Montrons par récurrence sur k que f ∈ Ck

per. L’initialisation est prouvé dans le cas k = 0 ! Justifions
l’héridité. Soit f ∈ Ek+1 alors f ∈ Ek puisque

∀n ∈ Z, (1 + n2)k
∣∣∣f̂(n)

∣∣∣2 6 (1 + n2)k+1
∣∣∣f̂(n)

∣∣∣2 .

donc f est de classe Ck par hypothèse de récurrence. La fonction f (k) est continue sur R donc, d’après le cas
k = 0, on a

f (k) : x 7→
∑
n∈Z

f̂ (k)(n)einx =
∑
n∈Z

(in)kf̂(n)einx

Montrons que f (k) est de classe C1

• La série
∑
n∈Z

(in)kf̂(n)einx converge simplement sur R (d’après le cas k = 0).

• Pour tout n ∈ Z, la fonction x 7→ (in)kf̂(n)einx est de classe C1.

• On a
d

dx

(
(in)kf̂(n)einx

)
= (in)k+1f̂(n)einx et

∀n ∈ Z,
∣∣∣(in)k+1f̂(n)einx

∣∣∣ = |n|k+1
∣∣∣f̂(n)

∣∣∣ 6 ((1 + n2)1/2
)k+1 ∣∣∣f̂(n)

∣∣∣ = (1 + n2)(k+1)/2
∣∣∣f̂(n)

∣∣∣
= (1 + n2)α/2

∣∣∣f̂(n)
∣∣∣ (1 + n2)(k+1−α)/2 6

1
2
(1 + n2)α

∣∣∣f̂(n)
∣∣∣2 +

1
2
(1 + n2)k+1−α

6
1
2
(1 + n2)α

∣∣∣f̂(n)
∣∣∣2 +

1
2
(1 + n2)k+1−α

La série
∑
n∈Z

(1 + n2)α
∣∣∣f̂(n)

∣∣∣2 est convergente (car f ∈ Eα) ainsi que la série
∑
n∈Z

(1 + n2)k+1−α puisque

(1 + n2)k+1−α ∼
n→±∞

1
n2(α−k−1)

> 0

et la série de Riemann
∑
n>1

1
n2(k+1−α)

converge car 2(α− k − 1) > 2(k + 1 +
1
2
− k − 1) = 1.

Par conséquent, la série
∑
n∈Z

(in)k+1f̂(n)einx converge normalement sur R.

Le théorème de dérivation des séries montre que la fonction x 7→
∑
n∈Z

(in)kf̂(n)einx = f (k) est de classe C1 sur R

donc f est de classe Ck+1 ce qui démontre (Hk+1) et achève la récurrence.

14. Un changment de variable y = tx nous donne

C = tr+1

+∞∫
0

xre−txdt =
y=tx

+∞∫
0

yre−ydy = Γ(r + 1).
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15. La fonction g : t 7→
+∞∑
n=1

nre−tn est décroissante sur R+ (puisque c’est le cas de chaque fonction t 7→ e−nt puisque n > 1)

donc elle admet une limite L ∈ R en 0+ et ∀t ∈ R×+, g(t) 6 L. Supposons L ∈ R et fixons N ∈ N×. Etant donné que
chaque terme nre−tn est positf alors

∀t ∈ R×+,

N∑
n=1

nre−tn 6 g(r) 6 L ⇒ ∀t ∈ R×+,

N∑
n=1

nre−tn 6 L

Puisqu’il s’agit d’une somme finie de fonctions possédant une limite en 0+, en faisant tendre t vers 0+, on obtient

∀N ∈ N,

N∑
n=1

nr 6 L

La suite

(
N∑

n=1

nr

)
est clairement croissante (somme de termes positifs) et majorée donc elle converge, ce qui entraine

la convergence de la série
∑
n>1

nr ce qui est absurde car ∀n ∈ N×, nr > n0 = 1 donc nr 6→
n→+∞

0. Par conséquent,

L = +∞.

16. On souhaite utiliser la comparaison série-intégrale. Pour cela, on considère la fonction ϕr : y 7→ yre−ty qui est
clairement C1 sur [1,+∞[ et

∀y ∈ [1,+∞[, ϕ′r(y) = yr−1 (r − ty) 6 0 ⇔ y >
r

t

Ainsi ϕr est décroissante sur
[r
t
,+∞

[
et intégrable sur

[r
t
,+∞

[
(car intégrable sur R×+) ce qui nous donne

∀n > br
t
c+ 2, ϕr(n) =

n∫
n−1

ϕr(n)dy 6

n∫
n−1

ϕr(y)dy

⇒
+∞∑

n=br/tc+2

ϕr(n) 6
+∞∑

n=br/tc+2

n∫
n−1

ϕr(y)dy =

+∞∫
br/tc+1

ϕr(y)dy

ϕr(br/tc+ 1) 6 ϕr

(r

t

)
=
(r

t

)r

e−r = rre−rt−r

La fonction ϕr est croissante sur ]0,
r

t
] donc

∀n 6 br
t
c − 1, ϕr(n) =

n+1∫
n

ϕr(n)dy 6

n+1∫
n

ϕr(y)dy

⇒
br/tc−1∑

n=0

ϕr(n) 6
br/tc∑
n=0

n∫
n−1

ϕr(y)dy =

br/tc∫
0

ϕr(y)dy

ϕr (br/tc) 6 ϕr

(r

t

)
= rre−rt−r

Par conséquent, on a

+∞∑
n=1

ϕr(n) =
br/tc−1∑

n=0

ϕr(n) +
+∞∑

n=br/tc+2

ϕr(n) + ϕr(br/tc) + ϕr(br/tc+ 1)

6

br/tc∫
0

ϕr(y)dy +

+∞∫
br/tc+1

ϕr(y)dy + 2rre−rt−r

6

+∞∫
0

ϕr(y)dy + 2rre−rt−r 6
Γ(r + 1) + 2rre−rt

tr+1
6

Γ(r + 1) + 2rre−rτ

tr+1

On choisit τ = Γ(r + 1) + 2rre−rτ .
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17. (a) Puisque f ∈ Eα avec α >
1
2

donc f ∈ C0
per (d’après la question III.13.c) et d’après la question II.9, Φf,t est C1

sur R×+ par rapport à t et
∂

∂t
Φf,t(x) = i

∑
n∈Z

nf̂(n)e−|n|teinx

On fixe N ∈ N, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz sur les sommes finies ainsi que la convergence de la

série
∑
n∈Z

(1 + n2)α
∣∣∣f̂(n)

∣∣∣2 (car f ∈ Eα), on a

∣∣∣∣∣
N∑

n=−N

nf̂(n)e−|n|teinx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
N∑

n=−N

[
(1 + n2)α/2f̂(n)

] [
n(1 + n2)−α/2e−|n|teinx

]∣∣∣∣∣
6

(
N∑

n=−N

(1 + n2)α
∣∣∣f̂(n)

∣∣∣2)1/2( N∑
n=−N

n2(1 + n2)−α
∣∣∣e−|n|teinx

∣∣∣2)1/2

6

(∑
n∈Z

(1 + n2)α
∣∣∣f̂(n)

∣∣∣2)1/2( N∑
n=−N

n2(1 + n2)−αe−|n|(2t)

)1/2

On remarque ensuite que

N∑
n=−N

n2(1 + n2)−αe−|n|(2t) =
−1∑

n=−N

n2(1 + n2)−αe−|n|(2t) +
N∑

n==1

n2(1 + n2)−αe−|n|(2t)

= 2
N∑

n=1

n2(1 + n2)−αe−n(2t) 6 2
+∞∑
n=1

n2(1 + n2)−αe−n(2t)

6 2
+∞∑
n=1

n2(n2)−αe−n(2t) = 2
+∞∑
n=1

n2−2αe−n(2t)

6 C ′(2t)−(2−2α)−1 = C ′22α−3t2α−3

où C ′ est la constante déterminée à la question III.16. Ainsi pour tout N ∈ N, on a∣∣∣∣∣
N∑

n=−N

nf̂(n)e−|n|teinx

∣∣∣∣∣ 6
(∑

n∈Z
(1 + n2)α

∣∣∣f̂(n)
∣∣∣2)1/2

(C ′)1/22α−3/2tα−3/2

En posant C ′′ =

(∑
n∈Z

(1 + n2)α
∣∣∣f̂(n)

∣∣∣2)1/2

(C ′)1/22α−3/2 et en faisant tendre N vers +∞, on obtient

∀(t, x) ∈]0, τ ]× R,

∣∣∣∣ ∂

∂t
Φf,t(x)

∣∣∣∣ 6 C ′′tα−3/2

(b) Soient t, s ∈]0, τ ], t > s, x fixé dans R, on a

|Φf,t(x)− Φf,s(x)| =

∣∣∣∣∣∣
t∫
s

∂

∂t
Φf,u(x)du

∣∣∣∣∣∣ 6
s6t

t∫
s

∣∣∣∣ ∂

∂t
Φf,u(x)

∣∣∣∣ du 6

t∫
s

C ′′uα−3/2du =
C ′′

α− 1/2

[
tα−1/2 − sα−1/2

]

Etant donné que α >
1
2
⇔ α − 1

2
> 0, en faisant tendre s vers 0, on a sα−1/2 → 0 et Φf,s(x) → f(x) (question

II.11) donc

∀(t, x) ∈]0, τ ], |Φf,t(x)− f(x)| = C ′′

α− 1/2
tα−1/2 ⇒ ‖Φf,t − f‖∞ 6

C ′′

α− 1/2
tα−1/2

et l’on pose C ′′′ =
C ′′

α− 1/2
pour conclure.
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