Correction X MP 1 2007

CORRIGE
Premiere partie
1. Pour tout (t,z) € R?, on a |e~I"lte™®| = ¢=Inlt = (e=t)"". Par conséquent,

esit<OalorsVneN, [eI"lte™n®| > 1= e~Inlteim® 4 0 donc la série Z e~InlteinT diverge grossierement ce
n—-+o00 n>0
qui entraine la divergence de la série Z e~ Inltgine
neL

e sit >0 alors e”! €]0,1[ donc les séries

Z (e—t)|”| _ Z(e—t)n ot Z (e—t)\nl _ Z (e—t)—" _ Z (e—t)”

n=0 n=0 n<—1 n<—1 n>1

sont convergentes. Par conséquent, les séries E e~ Inlteine e E e~ Imltein® convergent absolument donc elles
n=0 n<—1

sont convergentes ce qui entraine la convergence de la série g e~ Inltgine

ne”Z

2. Pour tout t > 0 et tout x € R, on a

P(:]C,t) _ Z 67|n\t67inz mz:in Z ef|fm\teimw _ Z ef|m\teimz _ P(x,t)

nez mEZ mEZ

donc P(z,t) est bien un nombre réel. Fixons ¢ > 0, on a

7P(m,t)da: 7 l(io e_"ltem“’> + ( i e_”ltemm>1 dx

—r - n=—o0
7r “+o0 7T —1
_ / E e—\n|teznmdx + / § e—\n|teznmdx
r n=0 Zpn=—00

Puisque

Vo € [-m, 7], ‘e“"‘teim

—|n|t (e—t)” sinz=0
= e = _\—n .
(e™") sin<—1

les séries Z e Inltein e Z e~ I"ltein® gont normalement convergentes sur R donc sur [—7, 7] et comme pour tout

n>=0 n<—1
n € Z la fonction x — e~ lteine
ce qui nous donne

est continue sur [—7, 7], on peut permuter les symboles d’intégration et de sommation,

g +oo ™ 1 T
/ P($7t)d;c = Z e*\n|t / einmdx + Z 67|n\t / einwdx
— n=0 n=—o00

—T -7

K ™

Etant donné que / ety = / der=2msin=0et
T ) eine ™ einfr e—inm ) SiH(TL’/T)
/em“’d:p = {} = - = =0sin#0,
mo|_ n

™
on en déduit que /P(w, t)dz = e 1027 = 27
—T

3. (a) Etablissons auparavant un résultat que nous allons utiliser & plusieurs reprises. Si a > 0 et b € N, la série

b
b o . . . b 1 N
E |n|” e~I"le est convergente. En effet, d’apres les croissances comparées, on a [n| e~ " = o — | (d’aprés
=z |n]—+4o00 n
n
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. . - 1 .
les croissances comparées) et les séries E E —2 sont convergentes (Riemann avec o = 2 > 1) donc la
n?
n>1 n<—
b

- b
série E |n|” e~I"le converge.

nez
En particulier, la série Z [n|)P(in)de~I"te™® converge absolument quel que soit (p,q) € N? (donc aussi les
neL
séries Z [n|)P(in)le~I"lte® ot Z — |n|)P(in)Te~Inltem®) et (t,2) € RY x R puisque
n>0 n<—1

‘(— |n|)P(in)qe—\nltemm _ |n|p+q e—Inlt.

Etablissons le résultat principal par récurrence sur p + ¢ en posant
(Hn) : 7 P est de classe C™ sur RS x R et pour tout (p,q) € N? tel que p+ g =n,

ap—i—qP . —|n|t ,—inx»
V(tw) ERY xR, ooo(at) = ;Z(— In|)P(in)deInlte
Initialisation n = 0 : Soit a € R},

V(t,z) € [a, +oo[xR, Vn € Z, ‘e‘ln‘tei"”” = e~ Inlt L Inla

La suite (e*‘”“‘)nEZ est indépendante de (¢, x), les séries Z eInla et Z e~1"l% sont convergentes donc on a
n=0 n<—1
établi la convergence normale sur [a, +00[xR des séries Z e~ Inlteine et Z e~ I"lteinz En outre, quel que soit
n>=0 n<—1

~Inlteinz sont continues sur [a, +-00[xR donc les fonctions

n € Z, les fonctions (¢, z) — e

(t,2) = Y (= nl)P(in)Te” It ot (tx) = Y (= |nl)P(in)Te Mt

n>=0 n<—1

sont continues sur [a, +00[xR. Par conséquent, la fonction P est continue sur [a, +00[xR quel que soit a > 0 donc

elle est continue sur U [a, +oo[xR = RY x R.

a>0
Hérédité : Supposons (H,,) vraie et montrons (H,41). La fonction P est de classe C™ sur R} x R et pour tout
(p,q) €EN? avec p+q=mn, on a

ap-l—qp . —|n|t inx
V(t7$) S Ri X R, m(fﬂ,t) = nEEZ(— |n|)1’(7,’n,)qe I |te
ortap

otroxd

Montrons que

est de classe C! sur R} x R et que V(¢,z) € R} x R,
g [ortap gt ine
ot \ awawa ) (&0 Y (= [n)PF(in)te "l

nez

0 ortap . —|n|t jinx
o (B ) ) = Sl et
nez

ce qui démontrera (H,41). Fixons a € R7.

e Pour tout n € Z, la fonction (t,z) +— |n|” (—in)%e~I"te™® est de classe C' sur [a, +o0o[xR.

e Les séries Z In|? (—in)le~I"ltein® et Z [n|? (—in)2e~"te™® sont simplement convergentes sur [a, +oo[xR.
n=0 n<—1

e Pour tout (t,z) € [a,+0o[xR, on a

‘(_ |n‘>p+1<in)qe—\n|teinx |n‘p+q+1 e—|n\t < |nlp+q+1 e—\n|a

‘p+q+1 67|n\t <

‘(_ |n‘)p(in)q+lef\n|t6inx |n < |n|p+q+1 e—\n|a

. 1 oo s 1 1
La suite (|n|p+q+ e |"‘“) est indépendante de (¢, ), les séries E In[PHItt e=Inla o E In[PtItt e=Inla
neZ
n=0 n<—1
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sont convergentes donc les séries

D (= [npPin)teItlteine N 7 (< |n)PH (in)te M

n=0 n<—1
Z(— |n|)P(in)q+le—\n|t6inw’ Z (_ |n|)p(in)q+le—\n|t6inw
n>=0 n<—1

convergent normalement sur [a, +00[xR.

ortap
Le théoreme de dérivation des sommes de séries montre que la fonction ETrT est C! respectivement par rapport
orrip !

a t sur [a,+oo[ et z sur R donc S est de classe C* sur [a, +00[xR et V(t,z) € [a, +00[xR,

0 ( ortap ) 1 ,

- (.’lﬁ,t) — Z(_ |n|)p+ (in)qe—\n\temx

ot \ otrox4 =,

0 ( orrap ) L ,

il (z,t) = Z(_ In|)?(in)?+ e~ Inltginz

Oz \ 0tPOx? =,

. oPtip :
Par conséquent, la fonction ETr est de classe O sur [a, +0o[xR quel que soit a > 0 donc elle est de classe
x

C! sur U [a, +00[xR =R x R et les formules de dérivation attendues sont vérifiées, ce qui démontre (H,41) et
a>0
acheve la récurrence.

(b) D’apres la question précédente, on a V(t,z) € [a, +00[XR,

o0?pP o2p - -
W(x,t) + W(x7t) = Z ‘n|2 e—‘”“elnl + Z(in)Qe—M\temw
nez nez
= Z n2e*\n|t6ina: + Z 771267'““6”” -0
neL nez

4. La fonction P; est C! sur R et 27-périodique (le lecteur le vérifiera immédiatement) donc elle est développable en série
de Fourier et 'on a

Ve eR, Pix)= Z cn(Py)e™®
nez
D’autre part, on a établi précédemment 1’égalité

Ve eR, Pix)= Z e~ Inltgine

ne”Z

Par unicité des coefficients trigonométriques des fonctions continues sur R, on en déduit que
VneZ, Py(n)=e "
5. On commence par remarquer que
1-2etcosz+e?=0a (e —1)2+2 (1 —-cosz) =04 (et —1)% + 4! sin? <g> =0

Une somme de termes positifs étant nulle si et seulement tous les termes sont nuls et I’exponentielle ne s’annulant pas
sur R, on en déduit que

—t ot e’ —1=0 t=0 t=0
1—-2e"cosz+e =0& sin(g):O < g:Omodﬂ (:){ z = 0mod 27

6. En se rappelant que

=n—1

“+o0 “+o00 +oo .
VzeC [/ 2] <1, Zz”zzZz"ilp: zZzpzl_z,
n=1 n=1 p=0
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et étant donné que |e*teii"”’ = et < 1 lorsque t > 0, on obtient que
-1 “+o0 “+o0
P(t, (E) _ Z e |n|t inx +14+ Z e |n\t inr __ =14 Z e—nt —inx + Z e—nteinw
n=—oo n=1 n=1 n=1
+oo +oo
= 1+ 22 e~ cos nx) =1+ 2Re (Z e e ”“”) =14+ 2Re (Z (e_te”)n>
n=1 n=1

—t_ —ix —t_ —ix 1— —t ix
- 1+2Re(€e.):1+2Re<( eTle Ml —ete®) )

1 — e te—ix 1— eftefzx)(]_ _ eftew:)
2t

e~ tcosz —e” 1—e 2
= 142X =
1—2e-tcosz4+e 2t 1—2etcosx+ e 2t

D’aprés la question 1.5, V(¢t,2) € RY x R, 1—2e fcosz+e 2 >0 donc le signe de P(t, ) est celui de 1 — e~ qui
est strictement positif lorsque ¢ > 0.

7.Sit—0talors 1 —e 2t -0t et 1 —2 tcosz+e 2t — 2 —2cosz = 4sin? (g) donc

lim Py(z) = lim P(t,z) = { 0 size[-ma\{0}

t—0+ t—0+ +oo siz=0
. . . (T . [a . . ™ .
Soit a €]0, 7|, si « € [a, 7] alors sin (5) > sin (5) > 0 (par croissance de sin sur [0, 5]) donc si

. X . a
x € [-m, —a] U [a,7], ’sm <7>’ > ’sm (7)‘
2 2
(par parité de |sin|). En utilisant la question I.5 et la positivité de P, on obtient

Ve € [-m —a]Ula,7], (e"—1)?+4e "sin (;) > 4e~t sin? (g)

1— €—2t 1— e—2t
= |Bi(z)| = Pi(z) = — 77y S —7a
(et —1)2 +4e tsin (7) 4e~tsin <7)
2 2
—2t
—e
La fonction t — ————————— est indépendante de z et tend vers 0 lorsque ¢ — 0 donc la convergence est uniforme

4e—t gin? (E)
2

sur [—m, —a] U [a, 7).
Deuxieme partie
8. La fonction f est continue par morceaux et 27-périodique donc elle est bornée sur R. Si on note ||f|| . = sup|f| =
R

sup |f|, on a les majorations

[_ﬂ'vﬂ—]

D 1 T —inx 1 T
vn e 2 [fw)| = |5 [ f@e e < 5o [l de =171

= Wnez, |fmentens eIt < £, eI

= |7

Etant donné que les séries Z e~ It et Z e~ "It sont convergentes, on en déduit la convergence des séries Z J/"\(n)e“"“emm
n=0 n<—1 n=0
et Z f(n)e“"'teim donc la convergence de la série Z f(n)e""‘teim.
n<—1 nez

~

9. Le résultat est immédiat en reprenant l'argumentaire de la question I.3.a étant donné que la suite ( (n)) est
neZ
bornée et 'on a

orPtadp 4
V(t,z) € RY xR, 8#’(%; ot Z F(n)(= n|)P(in)2e~ It gin=
neL
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10. Soit ¢ > 0, « fixé dans R, on a

;T]Pmy /Z mint=)e Il () dy

5 NEL

1 . 4o 1 -1
— o [ X ey + o / > e f(y)dy
Zxn=0 T pn=—
Etant donné que
=1fW)le ™ < fllg e
les séries Z fly)e=in (y=z)e=Inlt et Z fly)e=n (y=2)e=Inlt convergent normalement par rapport & y sur [—7, 7], ce

n=0 n<—1
qui permet d’échanger les symboles d’intégration et de sommation

1 1T 1 T ity -
- n=0" n=—oo v

ez, (f(y)e’i"(y e lnlt

™

= —in(y—z) ,—|nlt d _ Inftginz —inY (1)) d
Z / )y = _ e 7 / (y)dy

nEZ neZ -
= e ) = @ ()
nez
1 a+T1
11. p=0: D’apres la question 1.2, on a o /Pt(y)dy = 1. La fonction P; étant 2w-périodique, on a / Pi(y)dy =
— ™
/ P, (y)dt quel que soit a € R. En particulier, on a
T T+ T
v € R i/P(:v— Yy = i/P(z)alz—i/P(z)olz—l
T2rm ¢ VY ey 2 i 27 k N
7 T—T ™
1] 1
Ve € R, = fl2)=fla) [ Ple—y)dy= o | Pz —y)fz)dy
us 2w
Par conséquent, on a
Bpale) ~ f2)] = 1]13( )/ w)d 1713( )/ (@)
£tz x = 9 t\T —Y)J\y)ay o t\r —Y)J\xr)ay
1 i 1 y
= — || Blz—=yfly) — f@)dy| < o= [ [Pz —y)|[f(y) — f(z)|dy
27 27
- 1713( ~)|f(w) ~ F(x)|d
Pi>0 21 t\ & —Y Y €T)|ay

La fonction f est continue sur [—m, 7] qui est un segment donc elle y est uniformément continue. Par conséquent,
V€>Ov Ela€>0 / Vx,yé[—ﬂ,ﬂ, |1'_y|<a€:>|f(y)_f(x)|<€
Pour € > 0 fixé, P, — 0 uniformément sur [—m, —a.] U [ac, 7] c’est-a-dire que

Ve' >0, Fto >0 | Vte)0,ta] = |P(2)|<e Vze[-mmet |z] >a

En décompant 'intégrale /Pt (x —y)|f(y) — f(z)|dy selon que |y — x| < ar ou que |y — x| > ae, en choisissant &’ = ¢

—T
et en remarquant que

Ve,y € R, |f(y) = F@)] < 1)+ 1F@)] < 1o + 1o = 2111l -
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on obtient
Ve € [-m,7),
1 1
) @] < 5= [ Pe-nliw) - f@lds g [ Rla-n)lie) - fa@ld
yE[—m,m] yE[—m,m]
ly—z|<age ly—z|>age
< 5 Pa—y)edy+ - 2/l d
= o e myeay 27 & oo @Y
y€[—m,7] yE[—m,7]
ly—z|<age ly—z|>age
£ 2¢ || 1l
< — Pz —y)d —— d
5 / 1@ —y)dy + —— / y
y€[—m,7] y€[—m,7]
ly—=z|<age ly—z|>age
c 2|/l |
< = — e = =
< o [P+ T3 [y =cpoe)p = ca+20510)
En remplagant ¢ par m, on en déduit que lim+ Oy, = f uniformément sur [—m,7]. Etant donné que les
00 t—0

fonctions f (par définition) et ® ¢, sont 2mw-périodiques car

™

1

Py est 27- perlodlque 27T
—7

Ve eR, Op(z+2m) = / Py + 27 — ) f(y)dy Py — ) (y)dy = ®y4(x),

on en déduit la convergence uniforme sur R tout entier.
p < k : Commengons par remarquer que

T+ T

1 1
Ve eR, @s(x /Pt (x —y)f(y)dy o Pt(z)f(x—z)dy:%/Pt(z)f(x—z)dy
r—T —Tr
car la fonction z — Pi(z)f(z — z) est 2mw-périodique. Montrons par récurrence sur p < k la propriété
(Hp) : 7 @4 est de classe CP et Vo € R, CD(p) /Pt (2)fP)(z — 2)dz
Initialisation p = 0 : Puisque Vz € R, @ ( /Pt (x — z)dz donc (Hp) est vraie.

Hérédité : Supposons (H,) vraie avec p < k — 1 et montrons (Hp+1)- On a
Vr € R, <I>(p) /Pt (2)fP)(z — 2)d=

La fonction (z,x) + Pi(2)f®) (z — 2) est de classe O sur [~7, 7] x R, le théoréme de dérivation des intégrales &

™

—T

1
parametre sur un segment entraine que la fonction z — o / Pi(2)fP)(z — 2)dz = @}pt) (z) est de classe C! sur R et

@) = (7)) @5 [ PP - 2)ds

ce qui démontre (H,+1) et acheve la récurrence.
Etant donné que

o | PP =2dz= o [ Ple =Py

—T —T

Vp<k, VeeR, oY)(x)=

et que la fonction f(P) est continue et 27-périodique sur R, ’étude du cas p = 0 montre que <I>(p ) converge uniformément

vers f(P)
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Troisieme partie

14+ u)e 1+u)” u®
12. La fonction u +— u est continue sur R, et tend vers 1 (car Q ~ — =1) donc elle est bornée sur R
1+u® 1+ u® uw—too u®
ce qui entraine 'existence de p, € R (positif en fait car la fonction est positive sur R.) tel que
(1+u)”

VUER-H (1+u)a g:u’oz(l_Fua)

14+u® 7Y 1qaexo

~ 2 —
13. (a) Si f € CY,, alors Z ‘f(n)‘ est convergente. En outre, si f € Cger alors f(®)(n) = ikn f( yet fF) € Cp,, donc
nez
la série

S| = 3 ||
nez

neZ
est convergente. D’apres la question ITI.12, il existe un réel positif 1, tel que

vnoe Z, (1+n)" <p(l+n") =

A+ |Fo[ < men® |Fon| = m|F| + mn?* | Fom)|

~ 2 2
Etant donné que les séries Z ‘f(n)‘ et Zn% ‘f(n)’ sont convergentes, on en déduit que la série Z(l
nez nez nez
2
k ‘ f (n)‘ est convergente ce qui montre que f € Ej, donc C'pCr C Eg.
(b) La réponse est négative. Pour cela, considérons la fonction f 2m-périodique, impaire définie sur [0, 7] par

f(x):{ ﬂ-;m si x €]0, 7]
0 sizx =0

La fonction f est 2m-périodique mais elle n’est pas continue sur R bien que

bo(f) = 27 (” 5 x) sin(nz)dz = ﬁ” —2) COS("””)K + L | cos(na)da

T i n ™
1 .
i(an—kzbn) — sin>1
i -~ 1
_ 1 1[Sm(m)] :l:>f(n)= S(an —iby) = —o— sin<1
n  n n g n %
iao—() sin=0
Par contre, f € Ey car
o2 = . 12X 1
20 _
> (140 | ) Yt Y it

donc Ey # C3,. Soit k € N, en considérant la fonction F' 27-périodique dont la valeur sur ]0, 7| est une fonction

de classe C* dont la dérivée k-itme vaut f. Alors F est une fonction de C* par morceaux mais pas C* (car f n’est
pas continue sur R). Par contre,

—~ — ~ ~ ~ 2 1+ nQ)k ~ 2

_ k _ |k E _ k 2\k _ (

[F)| = |[F® )| = [0t Fm)| = nf* |Fm)| = 3 1 +n?)*|Fm)| = 3 == | Fm)|

nezx nezZx

2 ~ 2

‘ > 0 et que la série Z ‘f(n)‘ converge donc Z (1 +n2)k ‘F(n)

: (1+n K
Puisque o ‘f(n)‘ e ’f
nezx nEZLX

converge donc F' € Ej, ce qui démontre que Ej # Cger

2 1 .

(c) E=0: Soit f € CB} tel que Z(l +n?)e f(n)‘ converge avec & > o. Montrons que la série Z ‘f(n)‘ converge.
nez nez

1
En utilisant la majoration classique |ab| < 5((12 +b?), on a

1 1
[t n2pr S

Vn € Z, ‘f(n)‘ - ((1 +n2)or? ‘f(n)D 514027 |F(n) g %m
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1
m converge puisque

2
La série Z(l +n?)® f(n)‘ converge ainsi que la série Z qui

AT nD nliee p2m
ne’ nez
est une série de Riemann convergente car 2« > 1. Par conséquent, la série Z ‘f(n)‘ converge.
neZ
Considerons la fonction g : © — Z f(n)e""“c qui est clairement 2m-périodique. La série Z f(n)em“c est normale-
nez nez

~

ment convergente sur R et Vn € Z, la fonction z — f(n)e!™® est continue sur R donc la fonction g est continue sur

~

R et 2m-périodique. Par unicité des coefficients de Fourier des fonctions continues, on a Vn € Z, g(n) = f(n) et

I’égalité de Parseval nous donne
1 i 2 — 2 —~ . 2
or [ 1£@) = g(@)f* da = > |=s] = X [fen -gm] =0

Ainsi la fonction |f — g|? est continue et positive sur [—7, 7], d’intégrale nulle sur [—m, 7] donc

Vo € [-mal, |f(2) —g@)* =0 & f@) - g(x) =0 & f(x) = g(x)

Les fonctions f et g sont égales sur [—m, 7] et comme elles sont 27-périodiques, elles sont égales sur R. Par
conséquent, la fonction f est continue sur R.

k € N : Montrons par récurrence sur k que f € Cl];er. L’initialisation est prouvé dans le cas k = 0 ! Justifions
I’héridité. Soit f € Eyy1 alors f € Ej puisque

VneZ, (1+n?)P* ’f(n)‘g < (1 +n?)k+t ‘J?(”)r

donc f est de classe C* par hypothése de récurrence. La fonction f*) est continue sur R donc, d’aprés le cas
k=0,o0na
£ 2 3 fB myene = 37 (in) Fln)ens
nez nez
Montrons que f*) est de classe C'
e La série Z(in)kf(n)em“ converge simplement sur R (d’apres le cas k = 0).
neZ

~

e Pour tout n € Z, la fonction z — (in)* f(n)e™* est de classe C1.
n

o Ona L (i) Flm)es) = (in)+1 Flm)erns et

Vn € Z, ](m)’c“f(n)em

k+1 ‘

= " Fm)| < ((L4n)2) | Fm)| = (@ 40?2 fln)
1
2

f
Fm)| -+ 51 n2yie

1 ~ 12 1
< S0+ n?)® f(n)’ +50+ n?)ktize

~ 2

La série Z(l +n?)« f(n)‘ est convergente (car f € E,) ainsi que la série Z(l + n?)k+1=e puisque
nez nez
1
2\k+1—a ~ >
(1 tn ) n—+oo n2(a7k71) = 0
la séri . 1 1 —

et la série de Riemann Z —Eri—ay Converge car 2a—k—-1)>2(k+1+ 3 k—1)=1.

n>=1
Par conséquent, la série Z(in)k+1f(n)ei"$ converge normalement sur R.

neZ

~

Le théoreme de dérivation des séries montre que la fonction x — Z(m)k (n)e® = f*) est de classe C! sur R
neZ
donc f est de classe C*! ce qui démontre (Hy1) et acheve la récurrence.

14. Un changment de variable y = tz nous donne

+oo +oo
C =ttt / e dt = / ye Vdy =T(r+1).
=tx
0 0
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15. La fonction g : t — Z n"e~t" est décroissante sur R (puisque c’est le cas de chaque fonction ¢ — e

¢ puisque n > 1)
n=1

donc elle admet une limite L € R en 07 et Vt € RY, g¢(t) < L. Supposons L € R et fixons N € N*. Etant donné que

chaque terme n"e™ " est positf alors

N N
vt € R, ane_t" <g(r) < L=Vt eR], ane_t" <L

n=1 n=1
Puisqu’il s’agit d’une somme finie de fonctions possédant une limite en 0T, en faisant tendre ¢ vers 0T, on obtient

N
VN €N, angL

n=1

N
La suite ( E n”) est clairement croissante (somme de termes positifs) et majorée donc elle converge, ce qui entraine
n=1

">n% =1doncn” £ 0.Par conséquent,

la convergence de la série E n” ce qui est absurde car Vn € N*, n
n—-+oo

n>1
L = 4.

16. On souhaite utiliser la comparaison série-intégrale. Pour cela, on considere la fonction ¢, : y — y"e™%¥ qui est
clairement C! sur [1, +oo] et

Vy e[l +oof, ¢Ly)=y""'(r—ty) <0sy=>

13

r r
Ainsi ¢, est décroissante sur h, +oo[ et intégrable sur [;, +oo[ (car intégrable sur R7) ce qui nous donne

,
o> 13+ = [ emia< [ wi
n—1 n—1
+o0 +oo n +oo
= Y e Y /%(y)dyz / ¢, (y)dy
n=|r/t|+2 n=[r/t]+2,_q Lr/t]+1
eollr/tl+ 1) < e (5)=(5) e =ret
La fonction ¢, est croissante sur |0, i] donc
n+1 n+1
.
v < 13-t em= [ ema< [ e
Lr/t]—1 e/t " Lr/t]
= ) e)< )] /%-(y)dy: / e, (y)dy
n=0 n=0 ne1 0
r T, —Tryg—Tr
eI/t < e (T) =1t
Par conséquent, on a
+o0 [r/t]—1 +o0
o) = D )+ D ) e (lr/t) + e (lr/t) + 1)
n=1 n=0 n=|r/t|+2
Lr/t] o0
< [ewis [ ewirzrere
0 lr/t]+1
T T(r+1)+ 2"t T(r+1)+2me
< [ oy +2rerir NN 2T T D 42T

tr+1 = tr+1
0

On choisit 7 =T'(r + 1) + 2r"e""7.
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17. (a) Puisque f € E, avec « > = donc f € CY,, (dapres la question II1.13.c) et d’apres la question I1.9, @, est C*

per
sur RY par rapport & ¢ et

8 ,
t ft —Zznf \n|t61nm

neZ
On fixe N € N, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz sur les sommes finies ainsi que la convergence de la

2
série Z(l +n2)®|f(n)| (car f € E,), on a
nez

N

Z n]’c\(n)e—\nlteinx

n=—N

XN: {(14‘712)@/2}\(71)} [n(1+n2)—a/26—|n\t6inx}

N
N N2 N N
< ( Z (1+n2)a f(n)‘ ) ( Z n2(1+n2)—a e~ Inlt ginz )
n=—N n

- N
) 1/2 N 1/2
< ( 1+n (n)‘ > ( Z n2(1+n2)0‘e”(2t)>
nez n=—N
On remarque ensuite que
N -1
Z n2(1+n2)7a67|n\(2t) _ Z n2(1_’_n2)7ozef|n\ 2t)+ Z 1+n aef\n|(2t)
n=—N n=—N n==
N
_ QZTLQ(l—FTL oz—n(2t)<22n 1+n) o, —n(2t)
n=1
+oo “+o0
< 2Zn2(n2)7o¢67n(2t) -9 Zn272a67n(2t)
n=1 n=1
< Cl(2t) (2—2a)— C22a 3t2a 3

ol C’ est la constante déterminée & la question ITI.16. Ainsi pour tout N € N, on a

< (Zu +n?)®

neZ

N

Z n‘]?(n)efm\teinz

n=—N

) 1/2
f(n)‘ ) (01)1/22a73/2to¢73/2

1/2
2
f(n)‘ ) (C")}/22%=3/2 et en faisant tendre N vers 400, on obtient

En posant ¢ = (Z(l +n?)e

neZ

aq)ft( ) < O//ta_g/Q

Y(t,z) €]0,7] X R, ‘Bt

(b) Soient ¢,s €]0,7], t > s, z fixé dans R, on a

1

t
< ", a—3/2 _
du\/C’ n du o172

a—1/2 Sa—1/2i|

t t
0 0
_ |2 < [ 12
|Pri(z) — Py s(2)] /atq’f,u(x)du szt/‘atq)f’“(x)

1 1
Etant donné que o > ;e a—5> 0, en faisant tendre s vers 0, on a s®~'/2 — 0 et ®;  (v) — f(z) (question
I1.11) donc

O// . C// .
V(t,l‘) G]OaT]v |(I)f,f(z)7f(x)‘ = a_1/2t 1/2:> ||(I)f,t7f||oo < 04—1/2t 1/2

1
et on pose O = pour conclure.

a—1/2
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