
X MP 2004 Maths-1 Corrig�e de M. Queria (michel.quercia@prepas.org)
Première partie

1) On a x(t) = x(0)g(t) et x(t + T) = x(t)eA don x est T -p�eriodique si et seulement si A = 0 (sahant x 6= 0).
2a) Toute solution maximale de (E2) est d�e�nie sur R (thm de Cauhy-Lipshitz lin�eaire). La formule de Duhameldonne : x(t) = g(t)(x(0) + ∫ t

u=0 b(u)
g(u) du

).
2b) Si x est une solution maximale de (E2) alors y : t 7−→ x(t + T) en est aussi une ar a et b sont T -p�eriodiques. Et

x est T -p�eriodique si et seulement si x = y, soit si et seulement si x(0) = y(0) d'apr�es le th�eor�eme d'uniit�e deCauhy-Lipshitz. Ainsi, x est T -p�eriodique si et seulement si x(0) = x(T), soit :
x(0)(1− eA) = eA

∫ T

u=0 b(u)
g(u) du.Lorsque A 6= 0 il y a une unique valeur possible pour x(0), don une et une seule solution maximale T -p�eriodique.Lorsque A = 0 il existe des solutions T -p�eriodiques si et seulement si ∫ T

u=0 b(u)
g(u) du = 0, et dans e as toutesolution maximale de (E2) est T -p�eriodique.

3a) x est de lasse C1, 2π-p�eriodique, don la s�erie de Fourier de x onverge normalement sur R vers x.D'apr�es la relation x̂′(n) = inx̂(n), on a : x̂(n) = b̂(n)/(in − k).
3b) Lorsque k = 0, il s'agit de r�esoudre l'�equation x′ = b. Les solutions de ette �equation sont T -p�eriodiques si etseulement si b̂(0) = 0 (lassique). Dans e as toute solution est T -p�eriodique et v�eri�e : x̂(n) = b̂(n)/in pour

n ∈ Z non nul et x̂(0) varie ave la solution onsid�er�ee.
Deuxième partie

4) Si x v�eri�e la relation indiqu�ee alors x est solution de (E3) par alul imm�ediat. Si x est solution de (E3) alors onpeut appliquer la formule de Duhamel ave b(t) = H(x(t), t), e qui donne la relation �enon�ee.
5) UHx est bien d�e�nie et est de lasse C1 pour x ontinue et A 6= 0.Les relations g(t+ T) = eAg(t) et g(s+ T)−1 = e−Ag(s) montrent que UHx ∈ P si x ∈ P. Si x est solution de (E3)alors :

∫ t+T

s=t

g(s)−1H(x(s), s) ds = ∫ t+T

s=t

(x′(s)− a(s)x(s))g(s)−1 ds = [
x(s)g(s)−1]t+T

s=t
= x(t)g(t)−1(e−A − 1),d'o�u UHx = x. R�eiproquement, si UHx = x alors x est de lasse C1, x ∈ P et :

x′(t) = a(t)x(t) + eA1− eA
g(t)[g(s)−1H(x(s), s)]t+T

s=t
= a(t)x(t) +H(x(t), t).

6a) On note ‖g‖T = sup{g(u), u ∈ [0, T ℄} et ‖g−1‖2T = sup{g(u)−1, u ∈ [0, 2T ℄}.Si x ∈ Br alors pour t ∈ [0, T ℄ on a par majoration �el�ementaire : |Uεx(t)| 6 εTαr‖g‖T‖g
−1‖2TeA/(1− eA). Pour

r > 0 �x�e le majorant tend vers z�ero lorsque ε → 0+ don on peut trouver ε0 > 0 tel que pour tout ε ∈ ℄0, ε0℄ etpour tout x ∈ Br on ait ‖Uεx‖ 6 r.
6b) Pour x, y ∈ Br et t ∈ [0, T ℄ on a : |Uεx(t) − Uεy(t)| 6 ‖x − y‖εTβr‖g‖T‖g

−1‖2TeA/(1 − eA). De même quepr�e�edemment, le ofateur de ‖x − y‖ tend vers z�ero lorsque ε → 0+ et on peut trouver ε1 ∈ ℄0, ε0℄ tel qu'il soitinf�erieur ou �egal �a 12 pour tout ε ∈ ℄0, ε1℄. m04xm1a.tex samedi 10 f�evrier 2007



6c) Br est lairement stable par limite uniforme, 'est don une partie ferm�ee de l'espae Cb(R,R) des fontionsontinues born�ees de R dans R. Comme Cb(R,R) est omplet pour ‖ ‖, Br est ompl�ete et pour tout ε ∈ ℄0, ε1℄ leth�eor�eme du point �xe s'applique �a (Uε)|Br
. D'apr�es 5) on en d�eduit que (E4) admet une unique solution dans Brpour ε suÆsament petit (�a r > 0 �x�e).

7) D'apr�es 6), ‖xε‖ 6 εαr‖g‖T‖g
−1‖2TeA/(1− eA), 'est-�a-dire que xε onverge uniform�ement vers la fontion nullelorsque ε → 0+. Cei est moral, puisque la fontion nulle est la seule solution T -p�eriodique de l'�equation limite (E1).

8) En posant x0(t) = c0 dans 5) on trouve apr�es aluls : x1(t) = −εf(c0)/k (fontion onstante). La suite des it�er�eesde Uε sur une fontion onstante est don une suite de fontions onstantes. Elle onverge uniform�ement d'apr�es 6c)vers xε, don xε est une fontion onstante et ette onstante est d�e�nie par l'�equation : kxε + εf(xε) = 0.
9a) Ave les notations de 6a) et 6b) on a : A = −1, g(t) = e−t, ‖g‖T = 1, ‖g−1‖2T = e2, αr = r2 et βr = 2r.

ε0 est d�e�ni par : ∀ ε ∈ ℄0, ε0℄, r > εTαr‖g‖T‖g
−1‖2T eA1− eA

= ε r2e2
e − 1 ; ε0 = e − 1

re2 onvient.
ε1 est d�e�ni par : ∀ ε ∈ ℄0, ε1℄, 12 > εTβr‖g‖T‖g

−1‖2T eA1− eA
= ε 2re2

e − 1 ; ε1 = e − 14re2 onvient.
9b) La fontion nulle est lairement solution de (E5), 1-p�eriodique. Par uniit�e, xε = 0.
9c) On r�esout l'�equation x′ = −x + εx2 sans ontrainte de p�eriodiit�e : il y a deux solutions onstantes, x(t) = 0 et

x(t) = 1/ε. Par uniit�e dans le th�eor�eme de Cauhy-Lipshitz, toute autre solution ne prend jamais les valeurs 0et 1/ε. On a alors :
x′

x(1− εx) = ddt

(ln∣∣∣
x1− εx

∣∣∣
) = −1 =⇒ x1− εx

= λe−t =⇒ x(t) = λe−t1 + ελe−t
, λ ∈ R∗.La ondition x(0) = α donne λ = α1− εα si α 6= 0 et α 6= 1/ε. Dans les as exeptionnels on a x(t) = α ommejusti��e i-dessus. Voii quelques ourbes obtenues ave ε = 1 :

λ = 1ր λ = 5ւ

λ = − 25 ց λ = − 35տ

λ = −2 ց
λ = −3տ
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Troisième partieLa relation : ∀ t, ϕ(t) 6 η + ζ

∫ t

s=0 ϕ(s) ds =⇒ ∀ t, ϕ(t) 6 ηeζt est onnue, sous une forme plus g�en�erale, sousle nom de lemme de Gronwall. Le as donn�e dans l'�enon�e se d�emontre de fa�on �el�ementaire en onstatant que lafontion t 7−→ e−ζt

(
η + ζ

∫ t

s=0 ϕ(s) ds
) est d�eroissante.m04xm1a.tex page 2



10) θ > 0 ar |x(0)| < 1, et on a x(s) ∈ [−1, 1℄ pour tout s ∈ [0, θ℄ par d�e�nition de θ. Comme f(0) = 0 et |f′| estborn�ee par λ sur [−1, 1℄, on a d'apr�es l'in�egalit�e des aroissements �nis : |f(u)| 6 λ|u| pour tout u ∈ [−1, 1℄. Soit
t ∈ [0, θ℄. On a d'apr�es 4) :

|e−ktx(t)| = ∣∣∣x(0) + ε

∫ t

s=0 e−ksf(x(s)) ds
∣∣∣ 6 |x(0)|+ ελ

∫ t

s=0 e−ks|x(s)|ds,d'o�u |e−ktx(t)| 6 |x(0)|eελt d'apr�es le lemme de Gronwall, e qui �etablit l'in�egalit�e demand�ee.
11) On sait d'apr�es la th�eorie de Cauhy-Lipshitz et le th�eor�eme des bouts qu'une solution maximale de (E6) d�e�nieen 0 est d�e�nie sur un intervalle ouvert ℄a, b[ ontenant 0 et que si b < +∞ alors x n'est pas born�ee au voisinagede b−. Si l'on suppose qu'il existe des r�eels t > 0 tels que |x(t)| > 1 alors θ existe et |x(θ)| = 1 par ontinuit�e de x.Mais ei est impossible d'apr�es l'in�egalit�e obtenue �a la question pr�e�edente pour t = θ. Ainsi, |x(t)| 6 1 pourtout t ∈ [0, b[, e qui implique |x(t)| 6 |x(0)|ek+ελt pour tout t ∈ [0, b[ toujours d'apr�es la question pr�e�edente, eten�n b = +∞ d'apr�es le th�eor�eme des bouts.
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