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1. Question préliminaire. Soit R > 0. Soit n > 1. Je pose un =
(pn)r

(pn)!
Rn.

On a un > 0 et
un+1

un
=

(
pn+ p

pn

)r
× R

p∏
i=1

(pn+ i)

or
pn+ p

pn
−−−−−→
n→+∞

1 et

p∏
i=1

(pn+ i) −−−−−→
n→+∞

+∞

ainsi
un+1

un
−−−−−→
n→+∞

0 et 0 < 1. D'où selon d'Alembert la série
∑
n>1

un converge.

Ainsi la série entière
∑
n>1

(pn)r

(pn)! z
n a pour rayon de convergence +∞

Soit z ∈ C. En prenant Z = zp, la série
∑
n>1

(pn)r

(pn)!
Zn converge d'après ce qui précède

donc la série
∑
n>1

(pn)r

(pn)!
zpn est convergente.

Ainsi la série entière
∑
n>1

(pn)r

(pn)! z
pn a aussi pour rayon de convergence +∞

Autre méthode pour le premier résultat : Soit z ∈ C. On a :

∣∣∣∣(pn)r

(pn)!
zn
∣∣∣∣ =

(pn)r

(pn)!

(
|z|1/p

)pn
Or par croissance comparée la suite

(
Nr
(
|z|1/p

)N
N!

)
N>0

converge vers 0

donc la suite extraite

(
(pn)r

(pn)!
|z|n
)
n>1

converge vers 0 et donc la suite

(
(pn)r

(pn)!
zn
)
n>1

est bornée

On arrive à la même conclusion avec le lemme d'Abel.

A. Equivalence entre (Hr,p) et (Hr,1) lorsque r > 0

2. La fonction ϕx est continue sur [1,+∞[ et dérivable sur ]1,+∞[ .

Soit t > 1. On a ϕ′x(t) = (1− r)t−r(t− 1)r + rt1−r(t− 1)r−1 = t−r(t− 1)r−1 [(1− r)(t− 1) + rt]

donc ϕ′x(t) = t−r(t− 1)r−1(t− 1 + r)

donc t− 1 + r = 0⇔ t = 1− r or 1− r < 1 6 t

Ainsi ϕ′x(t) > 0

donc ϕx est strictement croissante sur [1,+∞[

De plus ϕx(1) = −x et quand t −→ +∞, ϕx(t) ∼ t −→ +∞
ainsi ϕx réalise une bijection entre [1,+∞[ et [−x,+∞[

donc ϕx s'annule en un unique élément de [1,+∞[ que l'on note tx

et pour t > 1 on a : ϕx(t) > 0⇐⇒ t > tx et ϕx(t) < 0⇐⇒ 1 6 t < tx

Soit n ∈ N. On a un(x) > 0 et et un+1(x)− un(x) =
xn

n!

[
(n+ 1)rx

n+ 1
− nr

]
donc un+1(x)− un(x) = −x

n(n+ 1)r−1

n!
ϕx(n+ 1) où n+ 1 > 1
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Si n 6 n+ 1 6 btxc 6 tx, on a donc ϕx(n+ 1) 6 0 et un+1(x) > un(x)

Si n > btxc alors n+ 1 > tx, on a donc ϕx(n+ 1) > 0 et un+1(x) 6 un(x)

ainsi la suite �nie (un(x))06n6btxc est croissante et que la suite in�nie (un(x))n>btxc est décroissante

3. Soit α ∈ R. Pour x > 1− α, on a ϕx(x+ α) = (x+ α)1−r(x+ α− 1)r − x.

Quand x −→ +∞, on a (x+ α)1−r(x+ α− 1)r = x
(
1 + α

x

)1−r (
1 + α−1

x

)r
donc (x+ α)1−r(x+ α)r = x

(
1 + (1− r)αx + o(1/x)

) (
1 + rα−1x + o(1/x)

)
ainsi (x+ α)1−r(x+ α)r = x

(
1 + (1− r)αx + rα−1x + o(1/x)

)
= x+ (α− rα+ rα− r) + o(1)

donc ϕx(x+ α) = α− r + o(1) et lim
x→+∞

ϕx(x+ α) = α− r

Soit ε > 0. On a donc lim
x→+∞

ϕx(x+ r + ε) = ε

ce qui nous fournit A1 > 1 tel que ∀x > A1, ϕx(x+ r + ε) > ε/2

donc selon les variation de ϕx, on a ∀x > A1, x+ r + ε > tx

et on a lim
x→+∞

ϕx(x+ r − ε) = −ε

ce qui nous fournit A2 > 1 tel que ∀x > A2, x+ r +−ε 6 tx de façon analogue.

En prenant A = max(A1,A2), on a ∀x > A, −ε 6 x+ r − tx 6 ε

On vient de montrer que

∀ε > 0, ∃A > 1, ∀x > 1, x > A =⇒ |x+ r − tx| 6 ε

Ainsi tx − x− r tend vers 0 lorsque x→ +∞
4. Soit k ∈ Z. Quand x→ +∞, on a bxc → +∞ donc bxc+ k > 0

donc bxc+ k ∈ N∗ pour x au voisinage de +∞

de plus ubxc+k(x) =
(bxc+ k)r

(bxc+ k)!
xbxc+k > 0 et

ubxc+k+1(x)

ubxc+k(x)
=

(
bxc+ k + 1

bxc+ k

)r
× x

bxc+ k + 1

or
bxc+ k + 1

bxc+ k
= 1 +

1

bxc+ k
→ 1

et 0 < x+ k 6 bxc+ k + 1 6 x+ k + 1 pour x au voisinage de +∞
donc

x

x+ k + 1
6

x

bxc+ k + 1
6

x

x+ k

d'où
x

bxc+ k + 1
→ 1 selon les gendarmes et ainsi

ubxc+k+1(x)

ubxc+k(x)
→ 1

donc ubxc+k+1(x) ∼ ubxc+k(x) lorsque x→ +∞
On vient de montrer que ∀p ∈ Z, ubxc+p+1(x) ∼

x→+∞
ubxc+p(x) puis par récurrences immédiates :

∀m ∈ N, ∀p ∈ Z, ubxc+p+m(x) ∼
x→+∞

ubxc+p(x) et ubxc+p−m(x) ∼
x→+∞

ubxc+p(x)

Finalement : ∀k ∈ Z, ubxc+k(x) ∼
x→+∞

ubxc(x) en prenant p = k et m = |k|

Soit n ∈ N. On a

bxc∑
i=bxc−n

ui(x) =

n∑
j=0

ubxc−n+j(x).

ubxc−n+j(x) ∼ ubxc(x) ainsi ubxc−n+j(x) = ubxc(x) + o
(
ubxc(x)

)
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En sommant n fois (n ne dépend pas de x), on a

n∑
j=0

ubxc−n+j(x) =

n∑
j=0

ubxc(x) + o
(
ubxc(x)

)
donc

bxc∑
i=bxc−n

ui(x)− nubxc(x) = ubxc(x) + o
(
ubxc(x)

)
d'où

bxc∑
i=bxc−n

ui(x)− nubxc(x) ∼ ubxc(x)

or ∀p ∈ N, up(x) > 0

Par théorème sur le signe des équivalents, on a pour x au voisinage de +∞,

bxc∑
i=bxc−n

ui(x)− nubxc(x) > 0

On en déduit que pour tout n ∈ N et pour tout x au voisinage de +∞,

bxc∑
i=bxc−n

ui(x) > nubxc(x)

5. Méthode 1 : Soit ε > 0 ; il existe une entier naturel n tel que
1

n
6 ε.

Pour ce n, la question précédente donne, pour x assez grand : on a x > n+ 1 et

0 6 ubxc 6
1

n

bxcui(x)∑
i=bxc−n

=
1

n

bxc∑
i=bxc−n

ir

i!
xi 6

xr

n

bxc∑
i=bxc−n

ir

i!
xi 6

xrex

n
6 εxrex

Ainsi ubxc = o (xrex) quand x→ +∞.

Méthode 2 : Quand x→ +∞, je note N = bxc+ 1

de sorte que 1 6 x 6 N 6 1 + x et N ∼ x et N→∞ comme en 4.

On a uN(x) =
Nr

N!
xN ∼ xreN√

2πNNN
xN d'après Stirling et car N ∼ x or

0 6
xreN√
2πNNN

xN = xrex
eN−x√
2πN

( x
N

)N
6 xrex

e√
2πN

or
e√

2πN
→ 0 donc ubxc+1(x) = o(xrex)

En utilisant la question précédente, on obtient, on conclut que

pour tout entier relatif k, ubxc+1(x) ∼ ubxc(x) ∼ ubxc+k(x) = o(xrex) quand x→ +∞

On a tx − x− r −−−−→
x→+∞

0 d'après 3 ce qui nous fournit A > 0 tel que ∀x > A, −1/2 6 tx − x− r 6 1/2

Soit x > A. On a x+ r − 1/2 6 tx 6 x+ r + 1/2.

d'où bxc+ brc − 1/2 6 tx 6 bxc+ brc+ 2 + 1/2

ainsi bxc+ brc − 1 6 btxc 6 bxc+ brc+ 2

donc brc − 1 6 btxc − bxc 6 brc+ 2

donc Mx = ubtxc(x) = ubxc+i(x) avec i entier compris entre brc − 1 et brc+ 2

d'où 0 6 Mx 6
brc+2∑
i=brc−1

ubxc+i(x) car les ubxc+i(x) > 0
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or

brc+2∑
i=brc−1

ubxc+i(x) = 4 o(xrex) = o(xrex)

On peut conclure que Mx = o(xrex)

6. Soit x > 0. On a Sr,1(zx) =

+∞∑
n=1

nr

n!
xnzn =

+∞∑
n=1

un(x)zn.

Soit N ∈ N∗. On a

N∑
n=1

nr

n!
xnzn =

N∑
n=1

un(x) (Dn+1 −Dn) =
N∑
n=1

un(x)Dn+1 −
N∑
n=1

un(x)Dn

donc après changement d'indice et car u0(x) = 0, on a :

N∑
n=1

nr

n!
xnzn =

N+1∑
p=2

up−1(x)Dp −
N∑
n=1

un(x)Dn = uN(x)DN+1 +
N∑
n=1

Dn(un−1(x)− un(x))

Or |uN(x)DN+1| =
NrxN

N!

∣∣∣∣∣
N∑
k=0

zk

∣∣∣∣∣ 6 NrxN

N!

N∑
k=0

∣∣∣zk∣∣∣ 6 NrxN

N!
× (N + 1)

Ainsi en faisant comme en 1 et avec les gendarmes, on a uN(x)DN+1 −−−−−→
N→+∞

0

Comme la série
∑
n>1

nr

n!
xnzn converge, alors la série

∑
n>1

un(x)Dn+1 converge de même somme :

Sr,1(zx) =
+∞∑
n=1

nr

n!
xnzn =

+∞∑
n=1

Dn(un−1(x)− un(x))

On a donc Sr,1(zx) = −
btxc∑
n=1

Dn(un(x)− un−1(x)) +
+∞∑

n=btxc+1

Dn(un−1(x)− un(x))

En utilisant les variations de la suite (un(x))n,

on a donc n > btxc+ 1⇒ un−1(x)− un(x) > 0 et n 6 btxc ⇒ un(x)− un−1(x) > 0 puis

|Sr,1(zx)| 6
btxc∑
n=1

|Dn| (un(x)− un−1(x)) +

+∞∑
n=btxc+1

|Dn| (un−1(x)− un(x))

Comme la suite (un(x))n converge vers 0,

alors la série
∑

n>btxc+1

(un−1(x)− un(x)) converge de somme ubtxc = Mx d'après le lien suite série

De plus pour n ∈ N, on a Dn =
1− zn

1− z
car z 6= 1 d'où |Dn| 6

|1|+ |z|n

|1− z|
6

2

|1− z|

donc |Sr,1(zx)| 6
btxc∑
n=1

2

|1− z|
(un(x)− un−1(x)) +

+∞∑
n=btxc+1

2

|1− z|
(un−1(x)− un(x)) =

2

|1− z|
Mx +

2

|1− z|
Mx

Par conséquent |Sr,1(zx)| 6 4Mx

|1− z|

Ainsi Sr,1(zx) = O(Mx) lorsque x→ +∞, ce qui permet de conclure que Sr,1(zx) = o(xrex)

7. Soit x ∈ R.
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On a

p−1∑
k=0

Sr,1(ζ
kx) =

p−1∑
k=0

+∞∑
n=1

nr

n!
ζknxn =

+∞∑
n=1

(
p−1∑
k=0

(ζn)k
)
nr

n!
xn

Or pour n ∈ N, si p|n, on a ζn = 1 et donc

p−1∑
k=0

(ζn)k = p

si n 6≡ 0 [p], alors ζn 6= 1 et donc

p−1∑
k=0

(ζn)k =
1− ζpn

1− ζn
= 0 car ζp = 1

La série étant absolument convergente, on peut réordonner la somme (sommation par paquets) et la ré-indexer
p−1∑
k=0

Sr,1(ζ
kx) =

+∞∑
n=1
n6≡0 [p]

0 +
+∞∑
m=1

p
(pm)r

(pm)!
xpm

On a bien montré que

p−1∑
k=0

Sr,1(ζ
kx) = pSr,p(x)

On suppose que (Hr,1) est vrai on a donc

Sr,1(ζ
0x) = Sr,1(x) ∼

x→+∞
xrex =

xrex

1

de plus pour k ∈ [[1, k − 1]], on a ζk 6= 1 et |ζk| = 1 donc Sr,1(ζ
kx) =

x→+∞
o (xrex) selon 6

Par somme, on a donc

p−1∑
k=0

Sr,1(ζ
kx) ∼

x→+∞
xrex

d'où Sr,p(x) ∼
x→+∞

xrex

p
ce qui nous donne (Hr,p)

Réciproquement si on suppose (Hr,p), alors en utilisant 6, on obtient (Hr,1)

On en déduit que les énoncés (Hr,p) et (Hr,1) sont équivalents

B. Une démonstration probabiliste

8. Soit α > 0. Soit x > 0. On a Xx ∼ P(x) donc d'après le cours E(Xx) = V(Xx) = x < +∞ de plus αx2/3 > 0,

Alors selon Pafnouti Tchebichev, on a P
(
|Xx − E(Xx)| > αx2/3

)
6

V(Xx)

α2x4/3

donc P(|Xx − x| > αx2/3) 6
1

α2x1/3

d'où P(|Xx − x| > αx2/3)→ 0 quand x→ +∞ selon les gendarmes

9. Soit x > 1. Soit ω ∈ Ω. On a

Si Zx(ω) > 1− x−1/3, alors Ax(ω) = 0

et si Zx(ω) < 1− x−1/3, alors comme Zx(ω) =
Xx(ω)

x
> 0

on a Ax(ω) = Zx(ω)r 6
(
1− x−1/3

)r
Ainsi ∀ω ∈ Ω, 0 6 Ax(ω) 6

(
1− x−1/3

)r
et 0 6 Bx(ω) 6

(
1 + x−1/3

)r
(analogue)

Les variables aléatoires Ax et Bx sont donc d'espérances �nies car bornées

de plus on a 0 6 Ax 6
(
1− x−1/3

)r
1(Zx<1−x−1/3) en reprenant la disjonction de cas
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d'où 0 6 E(Ax) 6
(
1− x−1/3

)r E(1(Zx<1−x−1/3)

)
or
(
1− x−1/3

)r −−−−→
x→+∞

1 et E
(
1(Zx<1−x−1/3)

)
= P(Zx < 1− x−1/3) (loi de Bernoulli)

or (Zx < 1− x−1/3) = (Xx < x− x2/3) ⊂
(
|Xx − x| > x2/3

)
donc 0 6 E

(
1(Zx<1−x−1/3)

)
6 P

(
|Xx − x| > x2/3

)
en utilisant la question précédente, on a P

(
|Xx − x| > x2/3

)
−−−−→
x→+∞

0

ainsi en appliquant les gendarmes et par produit E(Ax) −−−−→
x→+∞

0

On remarque que
(
1− x−1/3

)r
1(|Xx−x|6x2/3) 6 Bx = 1(|Zx−1|6x−1/3)Z

r
x 6

(
1 + x−1/3

)r
1(|Xx−x|6x2/3) donc(

1− x−1/3
)r

P(|Xx − x| 6 x2/3) 6 Bx 6
(

1 + x−1/3
)r

P(|Xx − x| 6 x2/3)

or P(|Xx − x| 6 x2/3) = 1− P(|Xx − x| > x2/3) et

lorsque x −→ +∞, on a P(|Xx − x| > x2/3) −→ 0 donc P(|Xx − x| 6 x2/3) −→ 1

Ainsi
(
1− x−1/3

)r P(|Xx − x| 6 x2/3) −→ 1 et
(
1 + x−1/3

)r P(|Xx − x| 6 x2/3) −→ 1

On trouve que E(Bx) −−−−→
x→+∞

1 selon les gendarmes

10. Soit x > 0. Soit ω ∈ Ω.

Si Xx(ω) 6 N− 1 alors YN,x(ω) = 0

et si Xx(ω) > N, alors YN,x(ω) =
Xx(ω)!

(Xx(ω)−N)!
1(Xx>x+x2/3)

(ω) > 0

donc YN,x > 0, on calcule alors dans [0,+∞] avec la formule de transfert :

E (YN,x) =

+∞∑
n=N

n>x+x2/3

n!

(n−N)!
P(Xx = n) =

+∞∑
n=N

n>x+x2/3

xne−x

(n−N)!
=

+∞∑
k=0

k+N>x+x2/3

xk+Ne−x

k!

donc par réunion dénombrable disjointe :

E (YN,x) = xN
+∞∑
k=0

k>x+x2/3−N

P(Xx = k) = xNP

 +∞⋃
k=0

k>x+x2/3−N

(Xx = k)


d'où xNP(Xx > x+ x2/3 −N) = E(YN,x) ∈ R et YN,x est bien d'espérance �nie

Pour x au voisinage de +∞, on a N 6
x2/3

2
car

x2/3

2
−−−−→
x→+∞

+∞

On a donc
(

Xx > x+ x2/3 −N
)
⊂
(

Xx − x >
1

2
x2/3

)
⊂
(
|Xx − x| >

1

2
x2/3

)
or d'après 8 P

(
|Xx − x| > 1

2x
2/3
)
−−−−→
x→+∞

0

d'où selon les gendarmes P
(
Xx > x+ x2/3 −N

)
−−−−→
x→+∞

0

ce qui permet de conclure que E(YN,x) = o(xN) quand x→ +∞
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11. Pour k ∈ [[1,N]], on considère le polynôme de R[T] : Pk =
k−1∏
i=1

(T− i). et on a deg Pk = k − 1.

Ainsi la famille (P1, . . . ,PN) est une famille échelonnée en degrés de RN−1[T]

elle est donc libre composée de N polynômes et dimRN−1[T] = N

donc (P1, . . . ,PN) est une base de RN−1[T]

ce qui nous fournit a1, . . . , aN ∈ R tels que TN−1 =

N∑
k=1

akPk

donc TN =
N∑
k=1

ak

k−1∏
i=0

(T− i)

Soit x > 0. On a donc 1(Xx>x+x2/3)
XN
x =

N∑
k=1

ak1(Xx>x+x2/3)

k−1∏
i=0

(Xx − i)

ainsi 1(Xx>x+x2/3)
XN
x =

N∑
k=1

akYk,x

On a 1(Xx>x+x2/3)
ZN
x = 1(Xx>x+x2/3)

XN
x

xN
=

N∑
k=1

ak
xN

Yk,x

Par linéarité, 1(Xx>x+x2/3)
ZN
x est d'espérance �nie et E(1(Zx>1+x−1/3)Z

N
x ) =

N∑
k=1

ak
E(Yk,x)

xN

or ∀k ∈ [[1,N]], E(Yk,x) = o(xk) = o(xN) donc la limite de E(1(Zx>1+x−1/3)Z
N
x ) est 0 lorsque x→ +∞

12. Soit ω ∈ Ω. On a 1(Zx>1+x−1/3)(ω)Zrx(ω) 6= 0 =⇒ Zx(ω) > 1

donc dans tous les cas on a 0 6 1(Zx>1+x−1/3)(ω)Zrx(ω) 6 1(Zx>1+x−1/3)(ω)Z
brc+1
x (ω)

En appliquant ce qui précède à N = brc+ 1 ∈ N∗ on a par croissance de l'espérance :

0 6 E(1(Zx>1+x−1/3)Z
r
x) 6 E(1(Zx>1+x−1/3)Z

N
x )

puis avec les gendarmes : E(1(Zx>1+x−1/3)Z
r
x)→ 0 quand x→ +∞

On a Zr = 1(Zx>1+x−1/3)Z
r
x + Ax + Bx

car Ω = (Zx > 1 + x−1/3)
⋃

(Zx < 1− x−1/3)
⋃

(|Zx − 1| < x−1/3) (réunion disjointe)

ainsi par linéarité : E(Zrx) = E(1(Zx>1+x−1/3)Z
r
x) + E(Ax) + E(Bx)

On en déduit que E(Zrx)→ 1 quand x→ +∞ à l'aide de 9

On a selon la formule de transfert E(Zrx) =

+∞∑
n=0

nr

xr
P(Xx = n) =

+∞∑
n=0

nrxne−x

xrn!
=

Sr,1(x)

exxr

Ainsi
Sr,1(x)

exxr
−−−−→
x→+∞

1 ce qui donne la validité de l'énoncé Hr,1

13. Soit x > 0.

Par un changement d'indice sur les sommes partielles, on a Sr,p(x) = xp
+∞∑
n=0

(p(n+ 1))r

(p(n+ 1))!
xnp

Pour n ∈ N, je pose an =
(p(n+ 1))r

(p(n+ 1))!
et b0 = 0 et pour n > 1, bn =

(pn)r−p

(pn)!
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de sorte que Sr−p,p(x) =

+∞∑
n=0

bnx
np et Sr,p(x) = xp

+∞∑
n=0

anx
np

La série entière
∑
n

bnz
n a pour rayon de convergence +∞ (i) et pour n > 1, on a bn > 0 (iii)

et
an
bn

=
(p(n+ 1))r(pn)!

(pn)r−p(p(n+ 1))!
=

(
1− 1

n

)r−p (p(n+ 1))p

(pn+ p)× (pn+ p− 1)× · · · × (pn+ 1)

donc quand n→ +∞, on a

(
1− 1

n

)r−p
→ 1 et

(p(n+ 1))p

(pn+ p)× (pn+ p− 1)× · · · × (pn+ 1)
∼ (pn)p

(pn)p
= 1

donc
an
bn
→ 1 et ainsi an ∼ bn (ii)

donc d'après le lemme de comparaison asymptotique :

+∞∑
n=0

anx
n ∼
x→+∞

+∞∑
n=0

bnx
n

donc par composition :

+∞∑
n=0

anx
np

+∞∑
n=0

bnx
np

−−−−→
x→+∞

1. Ainsi Sr,p(x) ∼
x→+∞

xpSr−p,p(x)

Comme les multiplications et les divisions sont compatibles avec l'équivalence asymptotique,

on en déduit que (Hr,p) implique (Hr−p,p)

On a montré que (Hr,p) est vraie pour tout r > 0 et tout p ∈ N∗

On suppose maintenant que r 6 0 je note alors r′ = r + (1− br/pc) p de sorte que r′ > 0

Ainsi (Hr′,p) est vraie (établie après 12)

Par récurrence immédiate, on montre alors que (Hr′−kp,p) est vraie pour tout k ∈ N
En particulier vraie pour k = 1− br/pc ∈ N or r′ − (1− br/pc) p = r

On conclut à la validité de (Hr,p) pour tout r ∈ R

C. Application à l'équation d'Airy

14. Question préliminaire. Soit un entier n > 1.

On a vn − vn−1 = ln(n) + x(ln(n)− ln(n− 1))− ln(x+ n) = −x ln

(
1− 1

n

)
− ln

(
1 +

x

n

)
donc quand n −→ +∞, on a vn − vn−1 = −x

(
− 1

n
+ O

(
1

n2

))
−
(
x

n
+ O

(
x2

n2

))
= O

(
1

n2

)
or la série

∑
n

1

n2
converge

donc par comparaison à une série à termes positifs la série
∑

(vn − vn−1) converge absolument donc converge

Par le lien suite série la suite (vn)n converge ce qui nous fournit ` tel que lim
n→+∞

vn = `

Or pour n > 2, on a vn = ln

(
n∏
k=1

k

)
+ ln (nx)− ln

(
n∏
k=0

(x+ k)

)
= ln

 nxn!
n∏
k=0

(x+ k)
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donc quand n −→ +∞,
nxn!

n∏
k=0

(x+ k)

−→ e` car exp est continue sur R

comme e` 6= 0, on a
nxn!

n∏
k=0

(x+ k)

∼ e`

Comme e` > 0, on en déduit l'existence d'un réel Γ(x) = e` > 0 véri�ant la formule d'Euler :

n∏
k=0

(x+ k) ∼
n→+∞

nxn!

Γ(x)

15. L'équation (Ai) est une équation di�érentielle linéaire d'ordre 2 à coe�cients continus et celui de y′′ ne s'annule
pas sur l'intervalle R.

il existe une unique solution f sur R au problème de Cauchy : f solution de (Ai) véri�ant f(0) = 1 et f ′(0) = 0

16. Analyse On considère une suite (an)n∈N telle que pour tout réel t, f(t) =
∞∑
n=0

ant
n.

Soit t ∈ R Par dérivations d'une série entière sur son intervalle ouvert de convergence (rayon in�ni), on a

f ′(t) =
∞∑
n=1

nant
n−1 et f ′′(t) =

∞∑
n=2

n(n− 1)ant
n−2

On a tf(t) =
∞∑
n=0

ant
n+1 =

∞∑
p=3

ap−3t
p−2 et f ′′(t) = 2a2 +

∞∑
n=3

n(n− 1)ant
n−2

d'où 0 = f ′′(t)− tf(t) = 2a2 +
∞∑
n=3

[n(n− 1)an − an−3] tn−2

Comme c'est valable pour tout réel t, par unicité du développement en série entière on a 2a2 = 0 et pour

tout n > 3, an =
an−3

n(n− 1)
.

On a également a0 = f(0) = 1 et a1 = f ′(0) = 0

Par récurrence immédiate, on a ∀n ∈ N, n 6≡ 0 [3] =⇒ an = 0

Si 3|n, on peut trouver k ∈ N tel que n = 3k et on a la relation de récurrence, a3(k+1) =
a3k

3k(3k − 1)

donc a3k =
1

k∏
i=1

3i(3i− 1)

par récurrence immédiate avec la convention a0 = 1 (produit vide)

Synthèse : On considère la suite (an)n∈N dé�nie par an = 0 si 3 6 |n et a3k =
1

k∏
i=1

3i(3i− 1)

On pose f somme de la série entière
∑
n

ant
n en travaillant avec des sommes partielles, on montre que

cette série à même rayon que la série entière
∑
k>0

a3kt
3k

Soit t > 0. on pose uk = a3kt
3k et on a uk > 0 de plus

uk+1

uk
=

1

3k(3k − 1)
−−−−→
k→+∞

0 et 0 < 1
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donc d'après D'Alembert la série
∑
k

uk converge. Ainsi le rayon est in�ni et f est de classe C∞ sur R.

En remontant les calculs, f est bien solution au problème précédent

Conclusion : On a ∀t ∈ R, f(t) =
+∞∑
k=0

x3k

k∏
i=1

3i(3i− 1)

17. Soit n > 1. On a a3n =
1

n∏
i=1

3i(3i− 1)

Or

n∏
i=1

3i(3i− 1) = 3nn!
n∏
i=1

(3i− 1) = 3nn!
n−1∏
k=0

(3k + 2) = 32nn!
n−1∏
k=0

(k + 2/3)

Quand n→ +∞,

n−1∏
k=0

(k + 2/3) ∼ (n− 1)3/2(n− 1)!

Γ(2/3)

donc a3n ∼
Γ(2/3)n

9nn!(n− 1)3/2n!
∼

Γ

(
2

3

)
n1/3

9n(n!)2
lorsque n→ +∞

La formule de Stirling donne :

a3n ∼ n−1/6
Γ

(
2

3

)
√
π

(
2

3

)2n 1

(2n)!
lorsque n→ +∞

18. On utilise le lemme de comparaison asymptotique des séries entières (avec la variable t3 ! ! !) et l'équivalent qui
précède

Après intervention de S−1/6,2 et des calculs pénibles, certains trouvent C =
31/6Γ(2/3)

2
√
π

Fin du problème : ouf !
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