CORRIGE : MATH 2 ; MP ; Mines-ponts_2011

A. Préliminaire

1)Onpose:j=exp(iZ);j*=1;j*+j>+1=j2+j+1=0.
1 00
1
2) A = 0 0
0 0 1
-10-10
Soit ya le polynéme caractéristique de A.
-2 1 0 0
-2 1 0 -2 1 0
0 41 0 4 a0
xa(d) = == 0 -2 1 |-4 0 -2 1 |[=A"+2°+1
0 0 -4 1
-1 0 -1 0 0 -2
-1 0 -1 -2

xa(d) = (A2 =A% =j%) = A =DA% -j%) = A =-DA+ DA =) @A +]?).
Le polyndme ya(A) est scindé a racines simples, alors A est diagonalisable.

a) Cherchons le sous espace propre E;j(A) associé a la valeur propre j :

X X y = JX 1
Al ? =il Y e Y ey =
z z t=jz j?
t t —X-z=jt 1
1 1
. . .
A est une matrice réelle et j = j2 alors Ej2(A) = C _12 =C J_
J J
1 1

b) Cherchons le sous espace propre E_j(A) associé a la valeur propre —j :

X X y = —jX 1
Al =4l Y e Y e = )
Z z t=-jz j?
t t X -7 =t -1
1 1

A est une matrice réelle et —j = —j? alors E_j2(A) = C



11 1 1
oA
IR I E
1 1 -1 -1
D = diag(j,j?,—j,—j?) qui vérifient la relation : U"AU = D.

D’ou la matrice inversible : U = et la matrice diagonale

f(t)
g9(t) T /
3) Posons : X(t) = (o et 'équation différentielle : X' = AX (1).
k(t)
u(t)
: . / . v(®)
(1) & X' =UDU X < Z' = DZ (avec Z = UX)). Posons : Z(t) = ©
W
0(t)
u' =ju u(t) = aexp(jt)
I — j2 1) = i%t
1) = V, J_V = V() = fexp( _) ; a, B,v,6 constantes complexes arbitraires.
W= —jw w(t) = yexp(-Jt)
0' = —j%0 o(t) = sexp(—j3t)

aexp(jt) + pexp(j’t) + y exp(—jt) + Sexp(—j?t)
j(aexp(jt) + piexp(°t) — y exp(=jt) — &jexp(-j°t))
j(ajexp(t) + Bexp(°t) + yiexp(-jt) + Jexp(-j°t))

aexp(jt) + Bexp(j’t) — y exp(-jt) — exp(-j*t)
avec a, B,7,6 constantes complexes arbitraires.

La solution générale de (1) est : X(t) =

l

y
! "
4) Posons : Y = y” Y = ym . etl'équation: (2) y® +y"+y=0.
y
y/// y(4)
y' y
y est solution de (2) si et seulementsiY' = ym = yw = AY.
y y
y® -y-y"

y est solution de (2) si et seulement si Y est solution de (1).
Alors la solution générale de (2) est y(t) = aexp(jt) + Bexp(jt) + y exp(—jt) + Sexp(—j?t)
avec a, B,7,6 constantes complexes arbitraires.

([t — exp(jH)], [t — exp(j?D)], [t — exp(=jt)], [t — exp(=j?t)]) est une base de I'ensemble des
solutions complexes de (2).



Par passage aux parties réelles et imaginaires de ces solutions , on déduit que les
solutions réelles de (2) sont celles de la forme:

y(t) = e 2'(a cos(%) + Bsin(%)) +ezl(y cos(%) + 5sin(%)).

avec a, B,v,6 constantes réelles arbitraires.

B. Un lemme de du Bois-Reymond
5) Soith : R - R la fonction définie par : h(t) = (1 —t?)® si|t| < 1 et h(t) = 0 si non.
h est classe C? sur chacun des intervalles : ] —oo,-1[ ;] —1,1[ ; 11, +oo].

0 si t>1
h(t) =< —6t(1-1t)2 si —-1<t<1 ; tﬂml h'(t) =lim h'(t) = 0.
0 si t<-1 te-1 i
0 si t>1
h'() = < —6(1—12)2+242(1-12) si —-1<t<1 ; Jim h"(t) =lim h"(t) = 0.
0 si t<-1 te1 =

alors h est de classe C? sur R avec : h’(1) = h"(1) = h'(-1) = h"(-1) = 0.

0 si t>1
h"(t) = 24t(1—t?) +48t(1 —t?) —48t> si -1<t<1l ;
0 si t<-1

lim h"(t) =lim h"(t) = 0 et lim h"(t) = 48 et lim h"(t) = —48.
- t- -1 -

t- -1
t<-1 &1 t>-1 <1

h"'(1) et h"'(-1) n’existent pas, donc h n’est pas de classe C2 sur R.

6) Soient xo,x1 des nombres réels tels que : Xo < Xj.

Soit u(t) = “5>t+ <% ; uest C? surR et u(-1) = xo et u(1) = xa et u(lxo,xz[) =] —1,1[.

g = houestde classe C? sur R ( comme composée de deux fonctions de classe C? sur R )
g(xo,x1[) =h( -1,1)) <R*" etg(R\]xo,x1[) =h(R\]-1,1[) = {0}.

7) Soit F e C°([0,1],R) telle que : [ F(x)u(x)dx = 0 pour tout u € E3.

On rappelle que : E§, = {f : [0,1] - R de classe C? telles que : f(0) = f(1) = 0}.

Par I'absurde supposons que F n’est pas identiquement nulle sur [0, 1], puisque F est
continue sur [0, 1], il existe Xo,X1 € [0,1] tels que : xo < X3 et F ne s’annule pas sur [Xo,X1].
donc F garde un signe constant sur [Xo, X1].

D’aprés la question précédente, il existe une fonction g de classe C? sur R telle que :
g(xo,x1[) =h( -1,1)) < R*" etg(R\]xo,x1[) =h(R\]-1,1[) = {0}.

Soit u la restriction de g a [-1,1], on a: u € E3, et donc : f(l) F()u(x)dx = 0 = I)X(: F(x)g(x)dx.
L'application : [x — F(x)g(x)] est continue non identiquement nulle et garde un signe
constant sur [Xo,X1] alors ji: F(x)g(x)dx = 0 ce qui est absurde.

C. Une condition nécessaire d’Euler-Lagrange
Dans cette partie, on prend E = E3,, et J la fonction définie sur E par la formule :




J(f) = j;[P(f(x)) +Q(f'(x))]dx ; ou P,Q € R[X] sont des polyndmes fixés.

Soit fo € E. On suppose que : Vf € E ; J(fo) < J(f). Soitu € E§,.

8) On pose q(t) = J(fo +tu) = I [P(fo(X) + tu(x)) + Q(fol(x) + tu'(x))]dx

SiP Z aiX'etQ Z BiX 1 alors [P(fo(X) + tu(x)) + Q(fy(X) + tu'(x))] :Zr: yi(x)t!

i=0 i=0 i=0
avec yo,..., yr sont des appllcatlons continues sur [0,1].

Alors : Vt e R ; q(t) Z aiX'avec:Vi=0,...r ; j yi(X)dx.

i=0
r

[P(fo(x) +tu(x)) +Q(fe(x) +tu'(x)] =2 ai(fo(x) + tu(x))! +2 Bi(fo(x) +tu'(x))!

i=0 _ i=0
r |

[P(Fo(x) + t0(X) + QU0 +10'(0)] =3 o 3 CIEUR) o) 3 fi 3 CIEU (M)
i=0 k=0 i=0 k=0
Le coefficient de t dans cette somme est :

ux) > aiCHEO™ +u'(x) zr: BiCH'(X)! = u(x) Xr: iaif(x)1 + u'(x) i ipif'(x)!
i=1 i=1 i=1 i=1
1 = U(X)P'(fo(x)) +u'(x)Q' (fy(x)).
Dot a1 = [ (UX)P'(fo(x)) +u'()Q'(Fo (x)))dx.

9) On suppose que pour tout f € E ; J(fo) < J(f).

Ona:VvVteR;VueEj,;fo+tueE. Alors: vVteR; q(0) <q().

D'ou:q'(0) =0 = a;.

ap = Jé(u(x)P’(fo(x)) +U'(0)Q' (fo(x)))dx = 0.

a1 = [L(UX(P'(fo(x) — LQ'(F5())) + (UX)-LQ'(F(x)) +u'()Q'(F()))dx = 0

as = [UO(P (00) ~ Q' (300))dx+ [UIQFg(x) |, = [@OOP (o)) ~ Q' (1))

alors : Vu € Ej, ; j;u(x)(P’(fo(x)) — %Q’(fo/(x)))dx

L’application [x — P'(fo(X)) — %[Q’(fo'(x))” est continue sur [0, 1], alors d’aprés la

question 7) cette application est nulle. d’ou f, vérifie 'équation différentielle :
P'(fo(0) = &[Q'(e00) ] ().

Exemples :

Premier exemple

10) On choisit ici E = E3, et J = J; définie par : Ji(f) = [ ;(f (%)) 2dx.
Onestalorsdanslacas:P=0etQ = X2

L'équation différentielle (A) s'écrit alors : 0 = %[Zfo'(x)} = 2f, (X).

il existe r,s € R ; telles que : fo(X) = rx+5s;fo(0) =s=0etfe(l) =r=1. fo(X) = x.

11) J1(f) = [,(f'(x))%dx. Soitf € E3; ; fg(x) = 1

J1(f) = a(fo+ (F=T0)) = [ (R0 + (F = o) () 2k = 1+ 2 (F ~ fo) (O + [ (F ~ o) (x)) e
Ié(f—fo)/(X)dX = [(F-fo)(0)]g = 0 et Ja(f) = 1 = Ji(fo).

D’aprés ce qui précede, si J; admet un minimum sur Ej, alors ce minimum est unique
donné par : fo(X) = Xx. sa valeur est donc donné par : Ji(fo) = jé(fo/(x))zdx =1



Deuxieme exemple

12) On choisit E = E3, et J = J, définie par : J,(f) = j;[f’(x)2 +f'(x)3]dx.

OnestalorsdanslecasouP =0etQ = X2+ X3,

L’équation différentielle (A) s’écrit alors : 0 = dd—X[Zfo'(x) + 3fo’(x)2} = 2f, (X) + 6, ()f, (X).
3f(x)? + 2f (x) est constante sur [0,1] ; 2 = (fo(x) + +)? est constante sur [0,1].

fo/(x) ne peut prendre que deux valeurs sur [0,1]. Mais fo/ est continue sur le segment [0, 1]

alors f, est constante sur [0,1] et fo est affine de la forme fo(X) = rx + s et puisque
fo(0) = fp(1) = 0 alors fp est nulle.

13) f(x) = x2(1—-x) ; vVt e R ; tf € Ej,.
f'(x) = 2x(1 —x) —x? = 2x — 3x2.

Jo(tf) = 2 ;[f '(X)2 + ' (x)3]dx = 2 | ;[4x2 +Ox4 — 12x3 + 8tx3 — 36tx* + 54tx5 — 27tx6]dx.
Io(th) = t2(4 + £ -3+t -2 49— 2)) — £ (140 + 189 — 315 + (210 — 756 + 945 — 405))
Ja(tf) = -5 (14 - 6t).

Jz(3f) <0= Jz(fo) < J2(2f)
D’ou J, n"admet pas de minimum sur E§.

D. Un exemple avec dérivée seconde

Dans cette partie E = {f € C*(R,,R) telles que : f2 et f"* soient intégrables sur R, }
14) Soit f € E, alors ff" est continue sur R, et |ff"| < L(|f |2 +|f" |2).

on déduit alors que ff" est intégrable sur R,.

Par I'absurde supposons que : lim f(x)f'(x) = +oo.

X—>+00
Posons : h(x) = f(x)? ; h'(x) = 2f(xf'(x), alors il existe a > 0tq: h(a) >0et Vx> a;h'(x) > 0.
h est strictement croissante sur [a,+oo[; VX > a; j:h(t)dt > (xx-ah(a) - +o

X—>+00

ceci est absurde car h est intégrable sur R..
D'ou f(x)f'(x) ne tend pas vers +oo quand x tend vers +o.

15) Pour tout a > 0, | Zf(t)f "(tydt = f@)f'(@) — f(0)f'(0) - | :f’(t)zdt.
Puisque f(x)f'(x) ne tend pas vers +oo quand x tend vers +o, il existe une suite (an)nen
strictement croissante de R, telle que lim a, = +oo et la suite (f(an)f'(an))nen €St bornée.

N—>+c0

vneN:; jZ”f’(t)Zdt = | ‘;‘ f(Of " (t)dt + FO)f'(0) — f(an)f'(an).
De plus ff" est intégrable sur R, alors la suite (jg”f/(t)zdon . est bornée, d'ou f' e L2

On déduit alors que la limite lim jzf’(t)zdt existe, et de I'égalité :

X—>+00

[ ; fOF "(Hdt = FOf'(x) — F(0)F'(0) — | Z f/(t)2dt
On déduit que : lim f(x)f'(x) existe dans R. Posons : | =lim f(x)f'(x).

X—>+00 X—>+00

Par I'absurde supposons que | # 0 ; alors il exste a > 0 tel que : h(x) = f(x)? définit une
application strictement monotone sur [a,+o[ et Vx € [a,+o[ ; |h'(X)| > |I| et h'(X)I > 0.
j: h(t)dt = h(a)(x —a) + j:(h(t) —h(a))dt. selon le théoréme des accroissements finis :

[ (h = he@)dt | > [XjIjct - aydt = I &2,

j:h(t)dt > —|h(a)|(x —a) + || ®xa° 4. ceci contredit le faite que f € L2.

2
X—>+00

On déduit finalement que : lim f(x)f'(x) = 0.

X—>+00



N.B :
Dans cette partie, la fonction J est définie par : J(f) = jgoo[f(x)2 —f'(x)? +f"(x)?]dx

On admettra que si la fonction J présente un minimum en un élément f de E, alors f est
solution sur R, de I'équation différentielle : (2) y® +y" +y = 0.

16) On a vu dans 4) que la solution générale de (2) est :

y(t) = e‘%t(acos(%) + Bsin(%)) +e7(ycos(5- Wey Ssin(+5- W3y,

avec a, B,7,6 constantes réelles arbltralres

Posons : yi(t) = e“t(acos( )+ﬁ5|n(

y1 est de classe C* sur R+ ; |y1(t)| =0 (e‘t) et [t — e'] est continue intégrable sur R,.

Dol y; € L2. o

vt e R, ;yi(t) = —Le 7' (acos(+- W3y + Bsin(-5- W3y e tt(—a Ll sm( W3 +ﬁ— cos(-5- W3 )
yi(t) est aussi de la forme : y; (t) = e #'(a’ cos(+5- Wiy, p sin(<5- 3 )

alors aussi y/ (t) est de la forme : y{(t) = e ‘t(a” cos(—5- L3 ) +ﬁ”sm(”_ )) doncy] e L2
On déduit alors que y; € E.

Posons : y»(t) = e>'(y cos(~5- Y3 ) +sin(—>- W3 gy,

Vte R, ;y,(t) = e z‘(ycos(%) +5sm(%)) + %e%t(—ysin(%) +5cos(%)).
Yo(Oy5(t) = Sel(ycos(25) + 5sin(HE)? + Fel(yscos(ty3) + (S)sin(ty3)).

Pour tout entier naturel non a:

Y2 (A )y ) = (5 4 y5L)e

(4n+1)7f @nr 82 J_ <4r:/+f)ﬂ
Y2( 3 )yZ( 3 ) = ( 5 )e
Siyz < E, alors d'aprés 15) les deux expressions précédentes tendent vers 0 quand n tend

%Afini 4nz 4nz = (4n+)x @)\ y2s? | A
vers linfini. y2 (S )y2(Z50) + e @y (= =)o () = (F5-)e @ -0

alorsy, € E si et seulementsiy =6 = 0.
L? étant un R-espace vectoriel, on déduit alors que les solutions de (2) qui appartiennent a
E sont les fonctions :

yi(t) = e“t(a cos( ) + ,Bsm( )) avec a,  constantes réelles arbitraires.
Onnote: Vt € R, ; ei(t) = e——tcos(%) et ex(t) = e Ftsin(1E).

N.B :
On admettra que pour tous réels a, B : J(ae1 + fe) = L& + =— + “M_
On posera également, pour toutt € R, w(t) = e“tsm(— -3

17) Le polynéme caractéristique de I'équation (3) y" +y' +y = 0 est

T = w2+ pu+l=(u-Pu-ietj=p7=-1+i2

Alors la solution générale de (3) est :

yi(t) = e‘%‘(a cos(%) + ﬁsin(%)) avec a, § constantes réelles arbitraires.

Si J présente un minimum en un élement f de E alors d’aprés la question précedente f est
de type y; et donc f est solution de (3).

Il existe ao, Bo € R tels que : f = ager + Poea.

On pose : ¢(a,p) = J(ae1 + per) = + 37132 + _aﬁzﬁ :

¢ est de classe C! sur R? et présente un minimum au point (ao, Bo), alors :



%(ao,ﬁo) = %(ao,ﬁo) =0cad: { 3aﬂ00++i00‘{/_3§2200 = ao+ Poy3 = 0.
Alors : f(t) = 2Boe 3'(—-L- cos(1£) + Lsin(1L2))
f(t) = Zﬁoe*?‘(sm(”— )cos(Z) —sin(Z) cos(~5- s ) = 2Bo e*‘tsm(— - ).

Il existe alors A € R tel que : f = Ay.

18) Posons : I(A) = jg[f(x)z )2 + £ (x)2]dx — jg[f(x) +£/(x) + ()] 2dx
IA) = | 2(—2f '(X)2 = 2f(0)F ' (x) = 2f00F " (%) — 2f ' () " (x))dx

I(A) = =2 [ 100 2dx = 2 [ T00F " 00k - [F00718 - [f (0718

I(A) = =2 ] 100 2dx = 2[00F 0018 + 2 007k - [F00718 - [f (0718

I(A) = =2[100T G018  [F00718 ~ [ (071§ = (F(0) +1'(0))2 = (F(A) + ' (A))?

Sife Aalors f,f',f” sont dans L? alors lim I(A) existe et donc lim (f(A) +f ’(A))z existe

A-+0 A-+0

aussi.
Mais I'application [t — (f(t) +f’(t))2} est intégrable sur R, alors AIir+n (fn) +f’(A))2 = 0.
IAw) = 22 [ Tw(0? =y (02 + v "(07]
Pour tout réel A > 0, on pose :
3(A) = 22 [[w (02 = 002+ ") 2dx = 22 [Ty (0 +v 00 + v " (00
Mais y est solution de I'équation différentielle : (3) y" +y'+y = 0.
1.(A) = A2 Is[l//(x)2 —y 0% +y "(0)%]dx = 22(w(0) + y'(0))* — 22 (w(A) + ' (A))>.

J(y) = 22(w(0) + v'(0))% - A2 Jim (A +y '(A)? = A2(y(0) +y'(0))2.
3

p(t) =ez sm(t— ~Lyety'(t) =-de7 sm(t— ~ L)+ Do cos(t— -z
v() +y'(t) = 7 sm(t— -3+t 5 ‘/_ L ey cos(t— -F)=€7 sm(t%)

VAeR ; J(}tl//) = 0.

D’aprés ce qui précede : Pour tout f élémentde E, on a:

jg[f(x)2 —f'(x)2 +f"(x)?]dx = jg[f(x) +f'(x) + " (x)]2dx + (f(0) + f'(0))% — (f(A) + f'(A))?
et donc : J(f) = j;w[f(x) +f'(x) +f"(x)]%dx + (f(0) + f'(0))? > 0.

D’ou J admet un minimum au point Ay pour chaque 4 € R.

19) D’aprés la question précédente :

vieE ; J{f) = jgm[f(x) +f'(x) + f"(x)]%dx + (f(0) + f'(0))%2 > 0.

L'application [ x — [f(x) +f'(x) +f"(x)]? ] est continue positive sur R, alors J(f) = 0 si et
seulement si f est solution de I'équation différentielle : (3) y” +y +y=0et f(O) +f(0) = 0.
si et seulement si il existe o, e R; Vx e R; f(x) = ez (acos(x )+ﬁ5|n(x ))

f(x) +f'(x) = %e‘ﬂacos(x@) + ,Bsin(x@)) +e72 (—a% sm(xT) + BT cos(xT))

f(0)+'(0) = 0= < + g2
On retrouve alors la méme forme de fonction trouvée dans la question 17), c’est a dire

J(f) = 0 si et seulement si f estde laforme: f= Ay avec A un réel.
On retrouve alors le résultat de la question 18).



E. Application : une inégalité de Hardy et Littlewood
On reprend les notations de la question précédente, et pour tout g € L?, on note

lgll = /[ 9x)%dx

20) Soit f e L? , u > 0,et A > 0. on pose : U = ux
A A
IO f(ux)?dx = %IO foozdx - L|f)°

A+
Alors f,(x) = f(ux) définit un élement de L2.
Side plus f € E, alors d’'une part f, est de classe C? sur R, et Vx >0 ; f (X) = p2f"(ux)
alors puisque f" € L?, I'étape précedente permet de déduire que f, € E.
D’apres la question precedente : Vu > 0; J(f z) > 0.

Vu>0; 2|t ? —u|| 4 IfI12 = 0. (inégalité aussi vraie pour u < 0)

S L R L R L

D'otl le desrciminant de ce trindme est négatif, c'est a dire : A = ||f'|| Y462 £l ?<0
Finalement: vfe E ; ||f' ||2 < 2|If|||f"]|-

21)Si fe E telque: ||f’ ||2 = 2||If||||f"]| alors A = 0 etdonc 3y € R tel que :
el (A el e LR

Siu < 0alors ||f|| =0etdonc f estl'application nulle.

Sipu > 0alors J(f z) = 0, donc d’apres ce qui précede il existe 1 € R tel que : f 7 = Ay
Conclusion :

Soit f € E.

1% =201 || & 32 € R;3u>0; VxR, f(X) = Ay(L) = e % sin(AE - £),

3



