Un corrigé MP Maths 2 Mines 2009

1) Soit u : ¢*(]0,1]) - €*(]0,1]), avec u(f)(x) = xf'(x) on a (@250.1) 5 €St UNE famille

de vecteurs propres de u associée a des valeurs propres deux a deux distinctes donc

elle est libre par suite (¢2),., I'est aussi.

1 1 Ay
ai+b aj+by e aj+by
1 1 Ay
b b b 4 :
2) A,D, = | @7 o @n | I'opération C, « C,+ > AxCrdonne
: : : 1<k<n-1
1 1 Ay
an+b1 ay,+b2 e an+bn
1 1 1 1
a1+b1 L11+b2 e R(al) a1+b1 L11+b2 e 0
1 1 R( 1 1
az) 0
b b b b
AnDn — ax+bi ax+by —| axthy axt+by — Dn—lR(an)-
1 1 1 1
an+by an+by " R(a”) an+by an+tby  °° R(a”)

3) Si les a; ou les b ne sont pas distincts le déterminant aura deux lignes ou deux
colonnes égales donc sera nul, le résultat demandé est vrai.

Si les (ax)1<<» SONt deux a deux distincts ainsi que les (by)1<<» 0N a R(X) est de la forme

n—1 n—1
n I1 (_bn - ak) I1 (ak + bn)
R(X) =Y - etA, = lim (v+bu)R(x) = Ll =M ,
k=1 o IT (b, + by) IT (b, — by)
k=1 k=1
n—1 n—1
R(a,) = £ donc D, = — =Dy = = — D,
IT (an, + by) " IT (a, + b)) I (ax +by)
k=1 k=1 k=1

(az —ai)(b — by1) D — (a2 —ai)(ba—by) _

OnaD, = ——doncD; =
LT T (ar+b)(az +bo)(ar +b2) IT (a;+bj)
1<i<2
15j<2

Supposons le résultat pour n-1 alors :

n—-1
IT (an —ax)(bn — by) I (aj—ai)(bj—bi) IT (aj—ai)(b;—b;)
D, - Lkl I<i<j<n—1 _ sign
n n n—1 . . . .
IT (an + b)) I1 (ax + by) 15:'1;—1 (@i +5)) 151:; (@i +bp)
k=1 k=1 1<j<n—1 15<n
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4) Par caractérisation de la borne inférieure on a d(x,A) = 0 ssi
Ve > 0,3y € A, d(x,y) < ecad Ve > 0, B(x,&) NA # & ce qui est équivalent a x € A.
5)OnaA, c A, donc d(x,A,) > d(x,A..1) 1a suite d(x,A,) est donc décroissante et

minorée par 0 donc elle est convergente et lim d(x,A,) =inf d(x,A,).

00
n—>+ >0

OnaVvn e N, A, c Adoncd(x,A,) > d(x,A) par suite lim d(x,A,) > d(x,A).

no+0

Soity € A donc dny € Ntelque y € A, donc d(x,y) > d(x,A,,) >inf d(x,A,) ainsi

n>0

Vy € A, d(x,y) > lim d(x,A,) en passant a I'inf sur y on obtient d(x,A) > lim d(x,A,)

n-+o00o n-+400

Finalement d(x,A) =lim d(x,A,).

n—>+oo

6) Soit (v.).>0 une suite d’éléments de B N V donc c’est une suite bornée d’éléments
de V qui est de dimension fini donc par Bolzano-Weierstrass (y.) -0 admet une valeur
d’adhérence y € V or B est fermée donc y € BN V finalement BN V est compact .

OnaBNnVc Vvdoncd(x,BNV)>dx,V). Soity € V, siy € Balors d(x,y) > d(x,BNYV)

siy ¢ Balors d(x,y) > d(x,0) >d(x,BNV)car0Oe BNV.

Ainsi Vy € V, d(x,y) > d(x,BN V) donc d(x,V) > d(x,BN V) enfind(x,V) = d(x,BNV).

7) L'application y — Ilx — yll est continue sur le compact B N V donc elle atteint sa borne
inférieure d’ou I'existence de y € Vtel que d(x,BN V) = llx —yll cad d(x, V) = llx — yll.

8) Notez que la projection orthogonale sur V existe car V de dimension finie.

Soit y la projection orthogonale de x sur Vetz € Vona:

x—z=x-y)+(—-2), x—y e Vtety-z e Vdonc par Pythagore on a

lx—z]* = [lx=ylI> +Ily—z* = [lx - yl|> on a donc :

Vz € V, d(x,z) > ||lx—y| avec égalité ssi z = y, par suite y est 'unique élément de V
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vérifiant d(x, V) = |[x - y]|.

9) Soit V = vect(xi)1<i<n €t u : V > K", x » ((x1lx),.., (x4lx)).

On a u est linéaire, montrons qu’elle est injective:

siu(x) = 0 alors Vi € [1,n], (xilx) = 0doncx € V* orx € Vdonc x = 0.

Comme u est injective alors:
(x1,..,xn) lide & (u(x1),..,u(x,)) liée
< det (u(x1),..,u(x,)) =0 (elabase canonique de K")
< G(xy,..,x,) =0
10) Soit y la projection orthogonale de x sur Vdonc x —y € V* par suite Vi € [1,n],

(xilx —y) = 0.donc (x;lx) = (x;ly) et (xlx) = lx —y + ylI> = lx — ylI*> + llyll> donc

(x1lx1) ... (xalxn) (x1ly)
G(x1,..,Xn,X) = : : : par linéarité par rapport a la
(xalx1) oo (xalxn) (xaly)
Olx1) ... Olxy) Iyl + 1k — ylI?
derniere colonne on obtient :
(x1lx1) ... (x1lxy) 0
G(xi,..,xn,x) = G(X1,..,X,,y) + : : : et comme (xi,..,x,,y) est
(xalx1) ..o (xalxy) 0
Olx1) ... Olx)  lx—yll?

liée alors G(x1,..,x,,y) = 0donc G(xi,..,x,,x) = llx — yI>’G(x1,..,x,), or (x1,..,x,) est liore

donc G(xi,..,x,) est non nul d'ou % = Ilx — ylI2 = d(x,V)2.

1) Na(D? = [ f2(0dr < [ Nu(f)dt = No.(f)* d'0li Na(f) < Nao(f).

Soit f € A donc il existe une suite (f,) =0 d’éléments de A tel que N..(f, —f) tend vers 0
et comme N> (f, —f) < Nuo(f» —f) alors N»(f,, — f) tend aussi vers 0 donc f € A’

12) Soit (g.) >0 la suite d’éléments de V,, définipar g,(tf) =1 - (1 —1)"ona

ldo — gn ||§ = j(l)(l —1)*dt = 5= tend vers 0 donc ¢ € 7

13) Notons E = C([0,1]). Soitfe Eetg =f—f(0)¢gpona g e Vyetf=g+f(0)do
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or ¢o € Vo donc il existe une suite (g.).s0 d’éléments de V, qui tend vers ¢, donc

g +f(0)g, est une suite d’éléments de V, qui tend vers fd’ou Vo® = E.

On a B($o,5) NVo = @donc ¢o ¢ Vo~ donc Vo™~ # E.

14) Ona0 € V c V, soient x,y deux éléments de V et 1 € R donc il existe (x,) .o et
(yn)ns0 Suites d’éléments de V telles que (x,) .o tend vers x et (y,) .0 tend vers y
comme V est un espace vectoriel alors Ax, +y, € V or la suite Ax, + y, tend vers Ax +y
donc Ax+y € V, ainsi V est également un espace vectoriel.

15) et 16) Soit E = C([0,1]) et P =vect(¢.n)m=0, d’aprés Stone-Weierstrass E = P* donc
d’aprés 11) on a aussi E = P*. Soit ¢ € {2,0}.

si V est dense dans E pour N, alors Vm € N, ¢,, € E = V.

Comme V? est un espace vectoriel contenant les ¢,, alors P < V? donc

P! cVicad E c V! ainsi V! = E.

17) On a (W,) >0 est une suite croissante de parties de C([0,1]) et W =U W,

n>0

donc d’aprés 5) on a d(¢,, W) =lim d(¢,, W,) donc d’aprés 4) on a ¢, € W* ssi

n—>+o0

lim d(¢,, W,) = 0 d'ou par 16) on a : W est dense pour N, ssi Vu € N, lim d(¢,, W,) = 0.

n->+o00o n-+00

18) On munit C([0, 1]) du produit scalaire : (flg) = f:)f(t)g(t)dt. D’aprés 1) on a (¢«) o<k<n

G(b0.$1.--.fn.Pu)

est une base de W, donc d’aprés 10) on a d(¢,, W,)? =

G(¢0’¢17--7¢H)
Ona¢ilp; =~ pour 0 < i < nposons a; =b; = 5 + A €t ans1 = bps1 = T +
donc d’aprés 3) on a :
I (a—a)? I1 (aj—ai)?
0<i<j<n+1 0<i<j<n PN

G s O,y = G(ho,1,-.,0n) = d’ou

0<i<n+1 0<i<n

0<j<n+1 0<j<n
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ﬁ (ani1 — a;)? ﬂ (n—2Ai)?
d(¢p,Wn)2 _ i=0 — i=0

n+l n 2
H (ans1 +aj) H (ai +an1) 2an+1|:l_[ (a; + a,,+1):|
=0 i=0

I (u—-21)

— Osin finalement d(¢,, W,) = 1 ) LG L
1+2,U ﬁ(l-*—l,ﬁ—u) K ,/2,Ll+1 i=0 l,‘-i-‘u-i-l
i=0
A—p A —p Atp A —pl 1+2u
19) On a 1+flk+y < 1+flk+y < 1+flk+y dO nc 1+/l KL =1- 1+flk+y < 1+Ax+1

il en résulte que la suite 1A tend vers 1 ssi A, tend vers +oo,

20) D’aprés 17) et 18) on a W est dense dans C([0, 1]) pour N, ssi pour tout u € N,

[Ag—pl

la suite p,(u) =IT P

k=0

tend vers 0 quand » tend vers +oo.

Siu € {\,, k € N} alors p,(u) est stationnaire en zéro donc tend vers 0, donc

W’ = C([0,1]) o Vu e N\{,, k € N}, la suite p,(u) tend vers 0.

Soit u € N{),, k € N}, posons u, = 'A’Z—:' €]0,1].0On a H ux tend vers 0 équivalent a
" k=0

la suite D" In(ux) tend vers —o cad la série Y, In(uy) diverge (car Inuy < 0).
k=0 k>0

-Si u, ne tend pas vers 1 alors les séries >_ 1 —u, et > Inu, divergent grossiérement.

n>0 n>0

- Siu, tend vers 1 alors —In(u,) ~ 1-u,> 0donc les séries > 1 —u, et Inu, sont

n—+o0
n>0 n>0

n
de méme nature on conclut donc que IT u tend vers 0 ssi D 1 —u, diverge.
k=0 n>0

2

D’autre partona —— T

l-u, < 1

donc 3’ 1 - u, diverge ssi 3 - diverge

n>0 n>0

1/1+,u_

Les A, sont deux a deux distincts, 3ng € N, Vn > ng, 1, = 0.

Si 1, tend vers +x alors

et > - sontde

n>0 n=nq

1+ln+p

n—>+o0

méme nature . Si 1, ne tend pas vers +x les deux séries divergent donc sont encore de
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méme nature, finalement W* = C([0, 1]) ssi > % diverge.
n=no
Notez que si N\{(As).o}= @, alors {+.k > 1} {le,lk non nul } donc 3 +- diverge.

n=ng

21) Résulte de 11) et 20).
22) il suffit de montrer que Vf € C'([0,1]) N Vo, No(f) < Nao(f').

Soitx € [0.1], Ifw)l = If) ~AO) = | f'()de| < ["]f' @] dr < [ | (o) |e

donc d’aprés Cauchy schwarz N.,(f) < (f(l) lzdt> ¥ (j:) (f’(t))zdt> T Nao(f)).

Remarque: Notez qu’avec les mémes calculs si on suppose seulement A, > 1 pour tout

n

ke {l,..,n}onaurapour u > 1, Nu(¢, - ards,) < Na(udu1 - arridi,1).
k=1 k=1

23) Comme les A, sont deux a deux distincts alors il existe k; > 1 tel que

Vk > ki, A # 1, donc Vk 2 ki, 0 < 4 —1 < A doll 15 > - > 0or 35 - est
k>ky

divergente donc ﬁ I'est aussi d’ol d’aprés 20) on a vect(qﬁgk_l)iil = C([0,1]), donc
k>ky

pour u > 1 ete > 0 il exite n € N et des réels (bi) 1<k tel que No(ud,-1 = brgi-1) < €
k=1

donc d’aprés la remarque faite en 22) on a No.(¢, - ﬁ—’;mk) <¢g, ainsi¢, € W”
k=1

de plus ¢o = ¢, € W< W* dou Vu € N, ¢, € W* et on conclut par 15).

24) On a inf A; > 0 donc il existe r € N*, tel que Vk > 1, A, > L donc Vk > 1, A, > 1
k>1

et ﬁ diverge donc d’aprés 23) on a vect(d)m),io = C([0,1]) et en remarquant que
k>1

n n

Vf € C([0,1]), Noo(f) = Nuo(fo ¢,) On déduit que Noo($u —D_ axdr) = Neo(bur —2 a2,

k=0 k=0

par suite la densité de vect(¢,1,) =0 entraine celle de vect(dy,) 0.
Fin
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