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A : Questions préliminaires

1. •Lapplication ϕ : R2 −→ C, (x, t) 7−→ eitx.f(x) est continue sur R2 .

• |ϕ(x, t)| ≤ f(x) , pour tout t ∈ R , x ∈ R et l’application x 7−→ f(x) est positive , continue intégrable sur R

Donc φf est existe et continue D’aprés le théorème de continuité sous le signe intégral

De plus :

• L’application t 7−→ ϕ(x, t) est de classe C∞ sur R , pour tout x ∈ R et ∂kϕ
∂tk

(x, t) = (ix)k.eitx.f(x) , pour tout

k ∈ N.

• L’application x 7−→ ∂kϕ
∂tk

(x, t) est continue sur R , pour tout x ∈ R etk ∈ N.

• |∂
kϕ

∂tk
(x, t)| ≤ |xk|f(x) , pour tout t ∈ R , x ∈ R etk ∈ N

• L’application x 7−→ |xk|f(x) est positive , continue et intégrable sur R

Donc d’aprés le théorème de dérivation sous le signe intégral , φf est de classe C∞ sur R et φ
(k)
f (t) =∫

R(ix)k.eitx.f(x)dx pour tout t ∈ R et k ∈ N

2. L’inégualité de Taylor Lagrange entre x ∈ R et 0 à l’ordre n − 1 (n ≥ 1), appliquée à la fonction x 7−→ eix

qui est de classe C∞ donne : |eix −
n−1∑
m=0

(ix)m

m! | ≤
|x|n
n! sup
|t|≤|x|

|ineit = |x|n
n!

Donc ∀x ∈ R , ∀n ≥ 1 :|eix −
n∑

m=0

(ix)m

m! | ≤
|x|n
n!

3. L’application ha,b est continue sur les intervalles ]−∞, 0[ et ]0,+∞[ ( d’aprés les théorèmmes généraux)

et lim
t−→0

ha,b(t) = lim
t−→0

e−ibt

i . ei(b−a)t−1
t = b− a = ha,b(0) , donc ha,b est continue sur R

4. On a : |ha,b(t)| = | ei(b−a)t−1
t | , donc en appliquant le résultat de la question 2) pour n = 1 , on obtien le

résultat.

5. On a : ek =
+∞∑
n=0

kn

n! , pour tout k ∈ N , donc ∀n ∈ N, ek ≥ kn

n! , et en particulier pour n = k , on obtien le

résultat.
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B : La fonction φf caractérise f

6. Si θ = 0 alors R(0, T ) = 0

Si θ 6= 0 alors par le changement u = θt , il vient R(θ, T ) =
∫ θT
−θT

sinu
u du ;

Comme l’application :u 7−→ sinu
u si u 6= 0 et 1 si u = 0 est continue , paire ona :R(θ, T ) = 2.S(θT )

7. Soient T > 0 , (x, y) ∈ R2 ; On a : R(x, T )−R(y, T ) = 2.(S(xT )− S(yT )) et S impaire , donc :

? lim R(x, T )−R(y, T )
T−→+∞

= 0 si x.y > 0

? lim R(x, T )−R(y, T )
T−→+∞

= π si x > 0 et y = 0

? lim R(x, T )−R(y, T )
T−→+∞

= 2π si x > 0 et y < 0

? lim R(x, T )−R(y, T )
T−→+∞

= −π si x < 0 et y = 0

? lim R(x, T )−R(y, T )
T−→+∞

= −2π si x < 0 et y > 0

8. Notons H : R× [−T, T ] −→ C, (x, t) 7−→ ha,b(t).eixtf(x) ; On a:

∗ H continue sur R× [−T, T ] ( D’aprés les théorèmes généraux )

∗ t 7−→ H(x, t) est integrable sur [−T, T ] , ∀x ∈ R et x 7−→
∫ T
−T H(x, t)dt est continue d’aprés le théorème

de continuité sous le signe integral

∗ x 7−→ H(x, t) est integrable sur R , ∀t ∈ [−T, T ] et t 7−→
∫∞
−∞H(x, t)dx = ha,b(t)φf (t) est continue sur

[−T, T ] , donc integrable sur [−T, T ]

D’aprés le théorème de Fubini , H est integrable sur R×[−T, T ] et
∫ T
−T

∫∞
−∞H(x, t)dxdt =

∫ T
−T ha,b(t)φf (t)dt =∫∞

−∞
∫ T
−T H(x, t)dtdx =

∫∞
−∞

∫ T
−T ha,b(t).eixtf(x)dtdx

Or
∫ T
−T ha,b(t).eixtdt =

∫ T
−T

eit(x−a)−eit(x−b)

it dt = R(x− a, T )−R(x− b, T ) , donc∫ T
−T ha,b(t)φf (t)dt =

∫ +∞
−∞ f(x).[R(x− a, T )−R(x− b, T )]dx

Posons : gn(x) = f(x).[R(x−a, n)−R(x− b, n)] = f(x).[S(n(x−a))−S(n(x− b))] pour tout x ∈ R et n ∈ N

∗ (gn)n≥0 converge simplement vers la fonction g : x 7−→


2π.f(x), six ∈]a, b[

π
2 .f(a), six = a
π
2 .f(b), six = b

0 , si non

, ( d’aprés la question 7.)

∗ La fonction S est bornée sur R ( Continue , impaire et admet une limite en +∞ ), donc |gn(x)| ≤ M.f(x)

pour tout x ∈ R

∗ x 7−→ f(x) est positive continue et integrable sur R

D’aprés le théorème de la convergence dominée , lim
n−→+∞

∫ +∞
−∞ gn(x)dx =

∫ +∞
−∞ g(x)dx = 2π

∫ b
a f(x)dx ,

donc : lim
n−→+∞

∫ +∞
−∞

∫ n
−n ha,b(t).eixtdtdx = 2π

∫ b
a f(x)dx et par suite :

lim
T−→+∞

∫ T
−T ha,b(t)φf (t)dt = lim

T−→+∞

∫ +∞
−∞

∫ T
−T ha,b(t).eixtdtdx = 2π

∫ b
a f(x)dx

9. S’il existe (f, g) ∈ E2 tel que φf = φg et f 6= g , alors il existe (a, b) ∈ R2
tel que :a < b et (f − g)/[a,b] garde

un signe constant. Or
∫ b
a f(x)dx =

∫ b
a g(x)dx (d’aprés 8.) , donc

∫ b
a (f − g)(x)dx = 0 ce qui contredit le fait

que f − g continue de signe constant sur [a,b] , d’ou le résultat.
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C: La suite ak(f) ne caractérise pas toujours f

10. • La fonction f0 est continue sur les intervalles ]−∞, 0] et ]0,+∞[ (les théorèmes généraux) ,

de plus lim
x−→0+

f0(x) = lim
x−→0+

1√
2π

e−
(ln x)2

2
−ln x = 0 = f0(0) , donc f0 est continue positive sur R .

• ∀X > 0,
∫ X
−∞ f0(x)dx =

∫ X
0

1√
2π

e−
(ln x)2

2
dx
x , en faisant le changement u = lnx , on obtient :

∫ X
−∞ f0(x)dx =∫ ln X

−∞
1√
2π

e−
u2

2 du et à la limite quand X −→ +∞ , il vient :∫ +∞
−∞ f0(x)dx =

∫ +∞
−∞

1√
2π

e−
u2

2 du = 1 (D’aprés les données ) ; D’où f0 ∈ E

11. Soit k ∈ N et X > 0 , on a :
∫ X
−∞ xkf0(x)dx =

∫ ln X
−∞

1√
2π

eku−u2

2 du ( u = ln x) et à la limite quand X −→ +∞

il vient :
∫ +∞
−∞ xkf0(x)dx = e

k2

2 , donc x 7−→ |x|kf0(x) est intégrable sur R et f0 admet des moments de toutes

ordre et ak(f0) = e
k2

2

12. • La fonction fa est positive ( car a sin(2π lnx) ∈ [−1, 1])

• fa est continue sur R et fa ≤ 2.f0 , donc fa est integrable sur R.

• Soit k ∈ N et X > 0 ,
∫ X
−∞ xkfa(x)dx =

∫ ln X
−∞

1√
2π

eku−u2

2 (1 + a
2i(e

2iπu − e−2iπu))du =∫ ln X
−∞

1√
2π

eku−u2

2 du+ a
2i

∫ ln X
−∞

1√
2π

e(k+2iπ)u−u2

2 du+ a
2i

∫ ln X
−∞

1√
2π

e(k−2iπ)u−u2

2 du , à la limite quand X −→ +∞

il vient :
∫ +∞
−∞ xkfa(x)dx = e

k2

2 + a
2ie

( k
2
+iπ)2 − a

2ie
( k
2
−iπ)2 = ak(f0) + (−1)ke( k

4
−π2) − (−1)ke( k

4
−π2) = ak(f0)

• pour k = 0 ona
∫ +∞
−∞ fa(x)dx = a0(f0) = 1

Donc fa ∈ E et ak(f0) = ak(fa) pour tout k ∈ N

D : Une condition sur la suite ak(f)

13. Soit k ∈ N , (b2k+1(f))2 = (
∫ +∞
−∞ |x|k|x|k+1f(x)dx)2 = (

∫ +∞
−∞ (|x|k

√
f(x))(|x|k+1

√
f(x))dx)2 ≤

(
∫ +∞
−∞ |x|2kf(x)dx).(

∫ +∞
−∞ |x|2k+2f(x)dx) ( Inégalité de cauchy schwarz)

Donc :∀k ∈ N , (b2k+1(f))2 ≤ a2k(f).a2k+2(f)

14. Soit k ∈ N , on a :

• (b2k(f))
1
2k

2k = (a2k(f))
1
2k

2k ≤ M ≤ 2M et a2k(f) ≤ (2kM)2k

• (b2k+1(f))
1

2k+1 ≤ (a2k(f))
1

2(2k+1) .(a2k+2(f))
1

2(2k+1) ≤ ((a2k(f))
1
2k )

k
2k+1 .((a2k+2(f))

1
2k+2 )

k+1
2k+1 ≤

(2kM)
k

2k+1 .((2k + 2)M)
k+1
2k+1 ≤ 2M.k

k
2k+1 .(k + 1)

k+1
2k+1

Or t 7−→ t
k

2k+1 est croissante sur ]0,+∞[ , donc k
k

2k+1 .(k + 1)
k+1
2k+1 ≤ (k + 1)

k(k+1)

(2k+1)2 ≤ k + 1 ≤ 2k + 1

d’où (b2k+1(f))
1

2k+1

2k+1 ≤ 2M.2k+1
2k+1 = 2M

Finalement : ∀k ∈ N , (bk(f))
1
k

k ≤ 2M
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15. Soient x, h ∈ R et n entier ≥ 1

φf (x + h)−
n−1∑
m=0

(h)m

m! φ
(m)
f (x) = (

∫ +∞
−∞ f(t).ei(x+h)tdt−

n−1∑
m=0

(h)m

m!

∫ +∞
−∞ (it)meixtf(t)dt)

=
∫ +∞
−∞ f(t).eixt.(eiht −

n−1∑
m=0

(iht)m

m! )dt. En appliquant 2. , il vient :

|φf (x + h)−
n−1∑
m=0

(h)m

m! φ
(m)
f (x)| ≤

∫ +∞
−∞ f(t).|eiht −

n−1∑
m=0

(iht)m

m! |dt ≤
∫ +∞
−∞ f(t). |ht|n

n! dt = |h|n
n! .bn(f)

16. Il suffit de montrer que : lim
n−→+∞

|h|n
n! .bn(f) = 0 , pour un certain A > 0 tel que :|h| < A.

On sait que (bn(f))
1
n

n ≤ 2M , donc bn(f) ≤ (2nM)n et |h|n
n! .bn(f) ≤ (2nM |h|)n

n! = nn

n! .|2Mh|n

En appliquant 5. , il vient : |h|
n

n! .bn(f) ≤ |2Mhe|n , donc : lim
n−→+∞

|h|n
n! .bn(f) = 0 , dés que |h| < A = 1

2Me

ainsi :φf (x + h)−
+∞∑
m=0

(h)m

m! φ
(m)
f (x) , pour tout x ∈ R et h ∈]−A,A[

17. Soit ` > 0 un entier . On a :

φ
(k)
f (0) = ik

∫ +∞
−∞ xk.f(x)dx = ikak(f) = ikak(g) = ik

∫ +∞
−∞ xk.g(x)dx = φ

(k)
g (0) , pour tout k ∈ N

Or φf (h) =
+∞∑
m=0

hm

m! φ
(m)
f (0) et φg(h) =

+∞∑
m=0

hm

m! φ
(m)
g (0) , pour tout h ∈]−A,A[ , donc φ

(m)
f (h) = φ

(m)
g (h), pour

tout h ∈]−A,A[ et m ∈ N

Récurrence sur ` ∈ N∗

Pour ` = 1 , on a : ]−A
2 , A

2 [⊂]−A,A[ , donc φ
(m)
f (h) = φ

(m)
g (h), pour tout h ∈]−A,A[ et m ∈ N

Soit ` > 0 un entier , supposons : φ
(m)
f (h) = φ

(m)
g (h), pour tout h ∈]−`A

2 , `A
2 [ et m ∈ N

Soit h ∈]−(`+1)A
2 , (`+1)A

2 [ , alors h− A
2 ∈]−`A

2 , `A
2 [

par la question 16. on a: φf (h) = φf (h− A
2 + A

2 ) =
+∞∑
m=0

(A
2

)m

m! φ
(m)
f (h− A

2 )

et par hypothèse de récurrence , φ
(m)
f (h− A

2 ) = φ
(m)
g (h− A

2 ) pour tout m ∈ N ,

donc φ
(m)
f (h) = φ

(m)
g (h) ,pour tout m ∈ N

Ainsi la récurrence établie , et φf = φg sur ]−`A
2 , `A

2 [ pour tout ` > 0 entier

18. On a: (]−`A
2 , `A

2 [)`≥1 est une suite exhaustive d’intervalle de R , et φf = φg sur ]−`A
2 , `A

2 [ pour tout ` > 0

entier , donc φf = φg sur R et par suite f = g d’aprés 9.

Conclusion:

Si f, g ∈ E admettent des moments de tous ordres , vérifiant la condition (U) , alors f = g
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E : Application

19. Si f ∈ E est solution du système en question alors : f admet des moments de tous ordres et a0(f) = 1 ,

a2k+1(f) = 0 , a2k(f) = (2k)!

2kk!
, pour tout k ∈ N

De plus (a2k(f))
1
2k

2k = 1
2k ( (2k)!

2kk!
)

1
2k ∼ 1

2k .
√

k.2
1
2k −→ 0 (D’aprés la formule de stirling)

donc la suite (a2k(f))k≥1 vérifie la proprièté (U)

Daprés la question 16. , ∃A > 0 tel que φf (x) =
+∞∑
m=0

(x)m

m! φ
(m)
f (0) , pour tout x ∈]−A,A[

Or φ
(m)
f (0) = im.am(f) donc φf (x) =

+∞∑
m=0

(−1)m.
(x
2
)2m

(2m)! = e−
x2

2 = 1√
2π

∫ +∞
−∞ eixt− t2

2 dt = φg(x) , pour tout

x ∈]−A,A[ où g(t) = 1√
2π

e−
t2

2 , ∀t ∈ R .

Comme g ∈ E et φ
(m)
f (0) = im.am(f) = φ

(m)
g (0) = im.am(g) alors ak(f) = ak(g) , ∀k ∈ N

Ainsi fet g vérifient les conditions de la partie D. , donc f = g

Réciproquement :

la fonction g : t 7−→ 1√
2π

e−
t2

2 est solution du système en question .

En coclusion : g : t 7−→ 1√
2π

e−
t2

2 est l’unique solution du système .

Fin
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