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I. Calculs préliminaires

1,2) Comme x et T sont positifs, Tx l’est également. On peut ensuite écrire, pour θ ≥ 0 :

θ ∈ Γx ⇐⇒ ∀i ∈ {1, . . . , n}, θxi ≤ (Tx)i

Pour un i tel que xi = 0, θxi est nul et est toujours inférieur à (Tx)i. Nous en déduisons donc :

θ ∈ Γx ⇐⇒ ∀i ∈ {1, . . . , n} t.q. xi 6= 0, θ ≤ (Tx)i
xi︸ ︷︷ ︸
≥0

Comme l’un au moins des xi est non nul, cela donne Γx =

[
0,min

{
(Tx)i
xi

, 1 ≤ i ≤ n et xi 6= 0

}]
ce qui

prouve que Γx est non vide, fermé et borné, et que son plus grand élément est :

θ(x) = min

{
(Tx)i
xi

, 1 ≤ i ≤ n et xi 6= 0

}

3) Pour α > 0 et x ∈ B, nous avons xi 6= 0 si et seulement si (αx)i 6= 0, et pour un tel i,
(Tx)i
xi

=
(T (αx))i

(αx)i
.

La relation précédente donne donc θ(x) = θ(αx).

4) Soit x ∈ B et choisissons i0 tel que xi0 > 0. Nous avons alors (Px)i =

n∑
j=1

pi,jxj︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ pi,i0xi0 > 0 pour tout i

et donc Px > 0 : nous avons démontré que P (B) ⊂ B+.

5) Soit θ ∈ Γx. Comme P est positive, θx ≤ Tx donne P (θx) ≤ PTx, i.e. θPx ≤ T (Px) puisque P et T
commutent (P est un polynôme en T ). On en déduit que Γx ⊂ ΓPx, puis que θ(x) ≤ θ(Px).

Notons y = Px. Nous savons (question 4) que y est strictement positif. Si l’on avait (Ty)i = 0, la i-ème ligne
de T serait nulle (car T est positive). Les matrices T j , pour j ≥ 1, auraient alors également leur i-ème ligne

nulle et P = In +

n−1∑
j=1

(
n− 1
j

)
T j ne serait pas strictement positive. On en déduit que Ty est strictement

positif, puis que θ(Px) > 0 d’après la question 2).

6) Si Tx = λx, alors λ = θ(x) > 0 et Px = (1 + λ)n−1x. On en déduit que θ(Px) = θ(x) d’après la question 3).

7) Notons λ = θ(x) et supposons que x ne soit pas un vecteur propre pour T associé à λ. Le vecteur y = Tx−λx
est alors élément de B. D’après la question 4), Py est élément de B+, ce qui donne λ(Px) < PTx = T (Px).

Ainsi, pour tout i, nous avons (en remarquant que Px > 0), λ <
(T (Px))i

(Px)i
et en particulier :

θ(x) = λ < min
1≤i≤n

(T (Px))i
(Px)i

= θ(Px)



Nous avons donc démontré par contraposée la propriété demandée.

8) Pour tout i, l’application x 7→ (Tx)i/xi est continue sur B+ (c’est le quotient de deux formes linéaires). On

en déduit que l’application ϕ : x 7→ min
1≤i≤n

(Tx)i
xi

est continue sur B+ : comme P (C) ⊂ P (B) ⊂ B+, la

restriction de ϕ à P (C) est donc continue, i.e. que θ est continue sur P (C).

9) C = Σ∩B = Σ∩ {x ∈ Rn, x ≥ 0} est un fermé borné de Rn (intersection d’un fermé borné et d’un fermé) :
il est donc compact. L’application x 7→ Px étant continue, P (C) est une partie compacte. L’application θ
restreinte à ce compact non vide étant continue, elle est bornée et atteint ses bornes : il existe en particulier
x0 dans P (C) tel que θ(x0) = sup

x∈P (C)

θ(x).

10) Si x ∈ C, Px ∈ P (C) et θ(x) ≤ θ(Px) ≤ sup
y∈P (C)

θ(y). Ceci prouve l’inégalité demandée.

11) Si x ∈ B, y = x/||x||1 est élément de C et θ(x) = θ(y) d’après 3). Ceci prouve que sup
x∈B

θ(x) ≤ sup
x∈C

θ(x).

L’inégalité inverse est évidente, puisque C ⊂ B.

12) Comme P (C) ⊂ B+ ⊂ B, nous avons directement sup
x∈C

θ(x) ≤ sup
x∈P (C)

θ(x) ≤ sup
x∈B

θ(x) = sup
x∈C

θ(x), soit :

sup
x∈C

θ(x) = sup
x∈P (C)

θ(x) = θ(x0).

13) Comme x0 est élément de P (C), il est élément de B+ et est donc strictement positif.

Il existe y0 ∈ B tel que x0 = Py0 ; la question 5) donne alors θ0 = θ(Py0) > 0.

Enfin, θ(x0) ≤ θ(Px0) ≤ sup
x∈B

θ(x) = θ(x0), donc θ(x0) = θ(Px0) et, d’après la question 7), x0 est un vecteur

propre pour T associé à la valeur propre θ0.

II. Une méthode d’approximation

14) Pour tout i compris entre 1 et n, nous avons θxi =

n∑
j=1

ti,jxj , et donc |θ||xi| ≤
n∑
j=1

ti,j |xj |, ce qui donne

|θ|x+ ≤ Tx+.

15) Comme x+ ∈ B, |θ| ≤ θ(x+) ≤ sup
y∈B

θ(y) = θ0.

16) |θ| ||x+||1 = ||θx||1 = ||Tx||1 =

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ti,jxj

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑

1≤i,j≤n

ti,j |xj | =
n∑
j=1

( n∑
i=1

ti,j︸ ︷︷ ︸
=1

)
|xj | = ||x||1 = ||x+||1.

17) Le vecteur x = (1, 1, . . . , 1) est un vecteur propre pour tT , associé à la valeur propre 1. On en déduit que 1
est également valeur propre de T (T et tT ont même polynôme caractéristique). La question 15) donne donc
1 ≤ θ0.
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D’autre part, la question 13) prouve que θ0 est une valeur propre de T : on a donc θ0 ≤ 1 d’après la question
16).

18) Tout d’abord, les matrices T j et Rj sont clairement positive. Ensuite, pour M ∈Mn,n(R) la condition :

∀ j ∈ {1, . . . , n},
∑

1≤i≤n

mi,j = 1

signifie que le vecteur e = (1, . . . , 1) est un vecteur propre pour tM associé à la valeur propre 1. Comme
tTe = e, on obtient ensuite facilement, par récurrence sur j, que tT je = e, puis que tRje = e. Ceci achève
de prouver que les matrice T j et Rj sont stochastiques.

19) Si M est une matrice stochastique, le calcul fait à la question 16) montre que ||Mx||1 ≤ ||x||1 pour tout
vecteur x. On en déduit que ||M ||1 ≤ 1, et en particulier ||T k||1 ≤ 1 et ||Rk||1 ≤ 1 pour tout k ≥ 1.

20) Pour k ≥ 1, TRk −Rk =
1

k
(T k − In), donc ||TRk −Rk||1 ≤

1

k

(
||T k||1 + ||In||1

)
≤ 2

k
(car ||In||1 = 1).

21) Pour x ∈ Cn, nous avons ||Rkx||1 ≤ ||Rk||1 ||x||1 ≤ ||x||1 pour tout k ≥ 0. La suite (Rkx)k≥0 est donc une
suite bornée de l’espace vectoriel normé (Cn, || ||1). Comme cet espace est de dimension finie, le théorème
de Bolzano-Wëıerstrass assure l’existence d’une valeur d’adhérence.

22) Il existe donc une application σ : N → N∗ strictement croissante telle que Rσ(k)x −−−−→
k→+∞

y. On en déduit

que TRσ(k)x−Rσ(k)x tend vers Ty − y quand k tend vers l’infini.

D’autre part, ||TRσ(k)x − Rσ(k)x||1 ≤ ||TRσ(k) − Rσ(k)||1 ||x||1 ≤
2

σ(k)
||x||1 −−−−→

k→+∞
0, donc Ty = y, puis

T jy = y pour tout j ≥ 0, et enfin Rky =
1

k

k−1∑
j=0

T jy = y pour tout k ≥ 1.

23) Soient m, l ≥ 1. Comme Rl et Rm commutent (ce sont deux polynômes en T ), nous avons directement :

Rl(Rmx− z)−Rm(Rlx− y) = RlRmx−Rlz −RlRmx+Rmy = y − z

24) Supposons comme à la question précédente que y et z sont deux valeurs d’adhérence de la suite (Rkx). Il
existe alors σ, σ′ : N → N∗ strictement croissantes telles que Rσ(k)x −−−−→

k→+∞
y et Rσ′(k)x −−−−→

k→+∞
z. Nous

avons alors, pour tout k ∈ N :

||y − z||1 =
∣∣∣∣Rσ(k)(Rσ′(k)x− z)−Rσ′(k)(Rσ(k)x− y)

∣∣∣∣
1

≤ ||Rσ(k)||1︸ ︷︷ ︸
≤1

||Rσ′(k)x− z||1 + ||Rσ′(k)||1︸ ︷︷ ︸
≤1

||(Rσ(k)x− y)||1

≤ ||Rσ′(k)x− z||1 + ||Rσ(k)x− y||1 −−−−→
k→+∞

0

Ceci prouve que y = z : la suite (Rkx) possède donc une et une seule valeur d’adhérence.

25) On en déduit que pour tout x, la suite (Rkx) est convergente (une suite d’un compact qui ne possède qu’une
valeur d’adhérence est convergente). Notons donc f l’application :

f : Cn −→ Cn
x 7−→ lim

+∞
Rkx
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f est clairement linéaire, puisque si x, y ∈ Cn et λ, µ ∈ C, on a Rk(λx+ µy) = λRk(x) + µRk(y) pour tout
k, ce qui donne f(λx+µy) = λf(x) +µf(y) quand k tend vers l’infini. En en déduit qu’il existe une matrice
R telle que ∀x ∈ Cn, Rx = f(x) = lim

k→+∞
Rkx.

En choisissant pour x le i-ème vecteur de la base canonique de Cn, nous en déduisons que la i-ème colonne
de Rk converge vers la i-ème colonne de R. Ceci prouve que la suite (Rk) converge vers R “terme à terme”,
i.e. pour || ||∞. Les normes étant équivalentes en dimension finie, on en déduit que Rk tend également vers
R au sens de la norme || ||1 quand k tend vers l’infini.

Remarque : on peut évidemment se passer de l’équivalence des normes en remarquant que || ||1 ≤ n|| ||∞.

26) T commute avec chaque Rk, donc, par continuité du produit matriciel, T commute avec R = lim+∞Rk.

27) En faisant tendre k vers l’infini dans l’inégalité de la question 20), nous obtenons ||TR − R||1 = 0, soit
R = TR = RT . On en déduit que RT j = R pour tout j ∈ N, puis :

∀ k ∈ N∗, RRk =
1

k

k−1∑
j=0

RT j = R

ce qui donne enfin R2 = R en faisant tendre k vers l’infini.

28) R est une projection : elle est donc caractérisée par ses espaces propres Ker (R) et Ker (R− In) = Im (R).

Comme (T − In)R = 0, on a Im (R) ⊂ Ker (T − In). D’autre part, si x ∈ Ker (T − In), Rk(x) = x pour tout
k ≥ 1 et donc R(x) = x : ceci prouve que x ∈ Im (R), ce qui donne Im (R) = Ker (T − In).

Enfin, R(T − In) = 0 donne Im (T − In) ⊂ Ker (R). Par la formule du rang, nous avons :

dim (Ker (R)) = n− dim (Im (R)) = n− dim (Ker (T − In)) = dim (Im (T − In))

et donc Ker (R) = Im (T − In).

Ceci prouve que R est la projection sur l’espace propre Ker (T − In) parallèlement à l’espace Im (T − In)
(ces deux sous-espaces étant en particulier supplémentaires).

29) Comme Ker (T − In) est de dimension 1, il est engendré par le vecteur x0. D’autre part, T étant stochastique,
les vecteurs colonnes de la matrice T − In sont contenus dans l’hyperplan d’équation x1 + · · · + xn = 0.
Comme Im (T − In) est un hyperplan, on en déduit que c’est exactement l’ensemble des vecteurs x vérifiant
x1 + · · ·+ xn = 0. Un élément x de B s’écrit alors d’une unique façon sous la forme :

x = λx0 + y

avec y1 + · · ·+ yn = 0. On en déduit que

n∑
i=1

xi = λ

n∑
i=1

(x0)i +

n∑
i=1

yi = λ

n∑
i=1

(x0)i. Comme les deux vecteurs

x0 et x sont élément de B, cela donne λ =
||x||1
||x0||1

. Nous avons ainsi calculé le projeté de x sur Im (R)

parallèlement à Ker (R) :

∀x ∈ B, R(x) = ||x||1
x0

||x0||1
.

Ceci achève de démontrer le théorème de Perron-Froebenius : si y est élément de Σ∩B, ||y||1 = 1 et l’égalité
précédente s’écrit :

1

k

k−1∑
j=0

T j(y) −−−−−→
k→+∞

x0

||x0||1

ce qui permet d’approximer le vecteur propre strictement positif unitaire associé à la valeur propre 1.
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