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EXERCICE 1

Soitf:m:(xl,...,xn)eR”%Zewi € R.

j=1
1. La fonction f est de classe C*° sur R™ . Pour trouver les extrema locaux, on cherche d’abord les points critiques,
c’est-a-dire les points m ou le gradient de f s’annule.
Le gradient de f est
of of
Vfim)=|=—(m),...,=——(m) | = (e",...,e"™
) = (Gt ) ) = )
L’équation V f(m) = 0 n’admet pas de solution dans R™. Par conséquent, f n’admet aucun extremum local.
2. Ona f(21,0,...,0)=e" +n—1 —>+ 400 . Donc la fonction f n’est donc pas majorée sur R™.
r1—>+00
n
3. On sait que % > 0 pour tout j € [1,n], . Donc f(m) = Z e® > (. Cela signifie que f est minorée par 0.
j=1
n
Soit g : (X1,...,2Tpn) — ij et H =g ({0}).
j=1
4. On utilise la méthode des multiplicateurs de Lagrange.
Si f admet un extremum mg sous la contrainte g(m) = 0 et et Vg(myg) # 0 alors V f(mg) est colinéaire & Vg(my)
( C’est une condition nécessaire mais pas suffisante ).
On a pour m = (21,...,2,) :
Viim) = (e™,...,e"") et Vg(m) = (1,...,1)
a condition Vg(m) # 0 est toujours réalisée .
Le systeme des multiplicateurs de Lagrange est :
et = )
Vf(m) = AVg(m) :
= ’ >r1=..=x,=0et A=1
g(m) =0 e =\
Le seul point candidat pour un extremum de la restriction de f a H est mg = (0,...,0).
1. Tous mes corrigés sont disponibles ici https://tinyurl.com/4up84xze 15-05-2025


https://tinyurl.com/4up84xze

5. Soit ¢(t) = €' — (14 1).
Onay/(t)=e' —let p/(t) =0 < el =1 < t=0.
Site]—00,0], ¢'(t) <0, donc ¢ est décroissante.
Sit e [0,4+00[, ¢'(¢t) > 0, donc ¢ est croissante.

La fonction ¢ admet donc un minimum global en ¢ = 0.

Par conséquent, pour tout t € R, ¢(t) > ¢(0) = 0, ce qui signifie | > 1+t , Vt € R|

6. Soit m = (x1,...,2,) € H. OnaZ:rj =0.

j=1
D’apres la question précédente,
Vi e [l,n], e >1+x;.
donc
n n n n
IS SIEESES NS JUE
j=1 =1 =1 =1

Par suite f(m) > n pour tout m € H.
Le point mqg = (0, ...,0) appartient & H et f(mg) = n.

Comme f(m) > f(mg) pour tout m € H , alors f admet un minimum global, sur H, en mg = (0,...,0).



EXERCICE 2

Soit n > 3.
Questions préliminaires
1. Soit K un corps. Pour tous polynémes P,D € K[X] avec D # 0, il existe un unique couple de polynémes
(Q,R) € K[X]? tel que P = QD + R et deg(R) <deg(D).
2. A=X"—-1let B=X"-X.

OnaA=X"-1=(X"-X)+X—1.Onprend Q(X) =1let R(X) =X —1. Alors A = QB+ R et
deg(R) =1 < deg(B) =n.

3. D’apres lalgorithme d’Euclide.

PGCD(A, B) = PGCD(B, R) = PGCD(X" — X, X — 1).

Comme X" — X = X(X" ' —1) et X — 1 divise X"~ ! —1, donc PGCD(X" — X, X —1) =X —1.
Ainsi| PGCD(4, B) = X — 1|

4. Posons w = el et ¢ =e'n-1. Dans C[X] on a

n—1 n—2
AX) = J[(X —w") et BX) =X [](X - ¢¥)
k=0 k=0

Par suite z, = (¥ = NS pour k € [0,n—2] et 2z, =0 .

KokSkokok ok

5. f est lapplication qui & tout polynome P de F, associe le reste de la division euclidienne de AP par B.

o Définition .
Soit P € C,,—1[X] = E . Puisque deg(B) = n, le reste de la division AP par B est unique et de degré au
plus n — 1.

Donc f(P) € E. f est bien une application de F dans E.
e Linéarité .
Soient Py, P, € FE et o € C. Par définition de f :
AP, = Q1B+ f(P1) et AP, = Q2B+ f(P2), avec deg(f(Py1)) < n et deg(f(FP2)) < n.
Alors

A(CMP1+P2) = a(AP1)+AP2
(@B + f(P1)) + (Q2B + f(F2))
(aQ1 + Q2)B + (af (1) + f(12)).

Soit R'(X) = af(P1) + f(P2). On a

deg(R') < max(deg(f(P,)), deg(f(P2))) < n.



Par unicité du reste dans la division euclidienne,
flaP1 + P) = R = af(Py) + f(P).

Donc f est linéaire , de E — E. f est un endomorphisme de E.
Soit k € [0,n — 2].
On a
AXF = (X" —1)XxF = xntk _ xk
écrivons
X — xF = XF(X™) - XF = X¥B+X) - X" =XFB+ (XM - XF).

Posons Ry (X) = Xk — X*,
On a deg(Ry) =k +1 € [1,n — 1] donc deg(Ry) < deg(B).

Ainsi, par unicité du reste dans la division euclidienne ‘ f(X*) = Xk — Xk pour k € [0,n — 2]. ‘

De la méme facon, ona B= X" — X et

AX™ = (X" —1)xn!
= B+X-1x"!
— X’n—lB + (Xn _ X’n—l)
= X"'B+(B+X-X"")
= X" '+1)B+Xx - Xx"!

Posons R,_1(X) =X — X" 1. On a deg(R,,_1) = n — 1 < deg(B). Ainsi, ‘ fXm =X - x|,

Du calcul précédent on déduit que Mats(f) = (aij) (i jyefo,n—1]> > avec

-1 sii=j
a;; = 1 sii=j+1letjef0,n—2]
1 sit=2etj=n—1

Ce qui donne

-1 0 0 0
1 —1 0 1
0 L 0
Matgs(f) =
0
0 -1 0
0 0 0 1 -1

n—1

On a Tr(M) = Zam et aj; = —1 pour j € [0,n — 1]. Donc | Tr(M) = —n |
=0



10.

11.

12.

13.

14.

Etude du noyau et de I’image de f

Soient Cy,...,C,_1 les vecteurs colonnes de M.

Posons (eg, ..., ,—1) la base canonique de C", indexée de 0 & n — 1.

On a
o = —ej+ejp1 st je[0,n—2]
! €1 —€n_1 si j=n—1

Les colonnes Cy,...,Cp_o forment un systéme échelonné (voir la forme de la matrice) , donc ils sont libres .
Cela implique que rg(M) > n — 1.
Remarquons que

n—2

ZCJ = Z —ejt+ejr1)=—ert+e1 =—Chg
j=1

donc les colonnes Cy, ..., C,_1 sont liés , par suite rang(M) <n —1, dou |rg(M)=n—1|.

L’image de f est engendrée par {f(XO), ceey f(X”fl)}. Comme rg(f) = n—1, il suffit de trouver n — 1 vecteurs
linéairement indépendants parmi eux. La famille { f(X"),..., f(X"~2)} correspond aux colonnes {Cy, ...,Cp—2}
qui sont linéairement indépendantes.

Donc, une base de Im(f) est (f(X°),..., f(X™2)). Ainsi | Im(f) = Vect(X —1,X? - X,..., X"~ — X""2) |

n—1
Dans la question Q10 on a vu que Y, C; =0, donc

j=1
n—1 ) n—1 .
DX =7 2x) =0
j=1 j=1
n—1
par suite ZXj eKer(f) . Or dim(Ker(f)) =n —rg(f) = 1, donc | Ker(f) = Vect ZXj
i=1 :

Posons S = {(X —1)P | P € C,,—2[X]} .

n—2
Soit @ € S donc il existe P € C,,_2[X] tel que Q@ = (X —1)P . Posons P = Z a; X" ,donc
i=0
n—2 n—2
=Y a(X - 1DXT =Y a(x - X
i=0 i=0

On en déduit que la famille (X —1, X2 —X,..., X! — X"7?) est génératrice de S . Cette famille est une base
de Im(f) , elle est libre , donc c¢’est une base de S, d’ou Im(f) = S.

On a dim(Ker(f))+dim(Im(f)) =dim(E).
Pour montrer qu’ils sont supplémentaires, il suffit de montrer que Ker(f)NIm(f) = {0}.

Soit @ €Ker(f)NIm(f).

n—1
Q €Ker(f) donc Q = aZXJ avec a € C.
Q €Im(f) donc Q = (X — 1)P avec P € Cp—o[X].
Ona@(l)=a(n—1)=0donc a =0 et Q=0.
Ce qui donne Ker(f)NIm(f) = {0}. Par conséquent, ‘Ker(f)@hn(f) = E‘ .




15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

Eléments propres de f .

Soit j € [1,n].

On a
n
Pj(zj) = H(z] — zp). Comme les racines 21, ..., 2, de B sont distinctes, donc P;(z;) # 0.
k=1
[

Les racines de P sont {z; | k € [1,n] et k # j}. Par définition de f, AP; = Q;B + R; pour un certain quotient
Qj et deg(R;) <n—1.Soit L€ [l,n] et {#j.Ona

A(ze) Pj(20) = Qj(20) B(2e) + Rj(20).

Comme z; est une racine de P; et de B, alors R;(z¢) = 0.

Ainsi, toute racine z; de P; (ol £ # j) est aussi une racine de R;.

R; est de degré n — 1 et a les mémes racines que P; , qui est aussi de degré n — 1, donc il exite A; dans C tel

que . Comme f(P;) = R; = A\;P; et P; # 0 (car deg(P;) = n— 1), alors P; est un vecteur propre de

f associé a la valeur propre \;.

Ona AP; = Q;B + R; et R; = \;P;, donc
(A—Xj)P;=Q;B
Evaluons-la en X = z;
(A(z)) = Aj)P;(25) = Qj(2;)B(2) = 0 (car B(z;) =0 ).

D’apres la question 15, Pj(z;) # 0. Par conséquent, A(z;) —A\; =0, et | A(z;) = A;|.
On a

Puisque z; est une racine de B(X) = X" — X, donc 27 = zj et \j = 2; — 1.

Ainsi| A\j =z —1=ewT — 1, Vje[l,n—1]et A, = —

On a f un endomorphisme en dimension n, qui a n valeurs propres distinctes , \; = z; —1 j € [1,n]. Donc f

est diagonalisable.

La trace d’un endomorphisme diagonalisable est la somme de ses valeurs propres. Donc

)\j:Z(Zj—l)Z sz —n.

n n n
=1 j=1 j=1

Les z; sont les racines de B(X) = X" — X. D’apres les relations entre les coefficients et les racines , le coefficient,

dans B, de X! est nul et vaut Z zj donc sz =0, ce qui donne Tr(f) = —n.

j=1 j=1
Les racines du polynoéme caractéristique de f sont \; = z; — 1, j € [1,n].
On a . . .
=[[&x+3) =[x -z +1)=][(Xx+1) - 2).
j=1 j=1 j=1
n
Or B(X) = [[ (X — z;) donc
j=1

X (X) = BOX +1) = (X +1)" = (X +1)



23.

par suite

i n
:%(k)xk—)(—l

n

Ainsi | x5(X) =Y (Z) Xk 4 (n-1)X|.

k=2

On a Ker(f)®Im(f) = E , Ker(f) et Im(f) sont stables par f .
Si By = (e1) une base de Ker(f) et By = (2, ...,&5) une base de Im(f),alors B = (g1, €2, ...,&,) est une base de
E .Ona

0 0 - 0
Matp(f) = ( Mats, (fixers) ‘ 0 ) |0
0 ‘ Matg, (fim(s)) Matp, (fiim(s))
0
par suite
X | 0 0
0

(X)) =| = XXy (X)
: XIn—l - Ma’tBl (f|Im(f)) e

d’apres Q22

n

XXf|hn(f)(X) = Z (Z)Xk + (n — l)X

k=2
donc

Xfjimepy (X) = det (XIo—1 — Matp, (fiim(s))) Z ( )Xk 4+ (n-1)
k=2

Pour X =0, on a
det (—Matgl (f\lm(f))) =n-—1

Ainsi det(f|1m(f)) :det(MCLtlgl (f\Im(f))) = (71)”71(71 — 1) .




1.

2.

EXERCICE 3

Questions préliminaires

1 =
Ona Vte]-1,1[, = ot
n=0

Par la régle de d’Alembert on a R, (Z(n +1)t")=1.
Soit t € ]—1,1[ , on a

ad 1
n _ _ -
T;t T1—t

et
oo / oo 1
"] =) "=
P
donc
D" = ¢ tn—l th =
D
Ainsi i(n + 1)t" = 1 pour tout t € |—-1,1[].
o (1—1)?

Produit de Cauchy .

n
L’expression correcte est (a) ¢, = g apyby (ou g arbn_k)-
p+qg=n k=0

Sommes de Riemann.
n

-1 b
b—a b—a

i t conti bl, al li E k = dx.
Si f est continue sur [a, b], alors plm— kzof (a+ - ) /a f(z)dzx

kokkok ok

On note : E, = {m = (a,b) € N>, Va? + b> < z} et G(z) = Card(E,).
On a By = {(a,b) € N? | Va? + b? < 2} donc
(a,b) € By < (a,b) € N? et a® +b* < 4 < (a,b) € [0,2]% et a® +b* < 4.
par suite
E, =[0,2]2\{(1,2),(2,1),(2,2)} = {(0,0), (0,1),(0,2), (1,0), (1,1),(2,0)}
et G(2) =6.

Graphiquement, F5 est I’ensemble des points & coordonnées entieres positives ou nulles dans le disque de centre

(0,0) et de rayon 2.




6. On pose ¢t = sin(u). Alors

dou|J =

N

G(n) = Card(E,) = Card {(a,b) € N* | a® + b* < n?}
Remarquons que E, C [0,n]? et

E, = U Ay avec Ay = {(a,k) | a € [0,n] et a® + k* < n?}

ke[o,n]
On a )
G(n) = Z Card(Ag)
k=0
Puisque
Ak:{(a,kﬂaeNetOgaS\/m}
alors
Card(Ay) = {\/MJ -0+1= {\/WJ +1 (on compte 0 aussi )
par suite

Vn2—a? F------2

L |
2%+ y2 =n

Ce---0---0--6

|y

0

8. Soit f(t) = V1 — t2. Cette fonction est continue sur [0,1]. La suite

n—1 2
1 Z k
k=0

est une somme de Riemann pour f sur [0, 1].

1
Donc elle converge vers / ft)dt.
0

1 - ’
7r ) i T
D’aprés Q6 1—-t2dt=J="-,d lim R, = lim =Y \/1-(=) =—|.
apres Q ona/0 \/7 g o done) hm e P (n) 4

k=0




n—1
9. Pour n € N*, on pose S,, = Z vn? — k2.
k=0

On a
n—1 2 n—1 2
k k
B (- B)(E-0)-
k=0 n k=0 "
T o
Or R, nﬂjm Z,donc Sh W n 1
10. Soit n € N.On utilise la formule de Q7
n—1
G(n) = Q nz—kQJ —|—1)
k=0
On sait que z — 1 < |z| <z, donc
\/nz—k:2< L\/ng—kQJ +1<vVn2—-Ek2+1
En sommant de k=0an—1:
n—1 n—1
Z n?—k%2<G(n) < ( n2—kz2+1)
k=0 k=0
donc
Sp <G(n) <8, +n
. -~ QI
On sait que S, I 1 donc
Sh G(n) Shn
5 < Tox < sr T 7
nty nty  nty Ny
le théoréme d’encadrement donne
O
nQ% n——+00

Ainsi N ™
insi | G(n) o™
Soit z € Ry. On a |z] <z < |z] + 1. Donc

11.
EL&:J C FE, C ELIJ+1

ce qui implique
G(lz]) <G(x) <G(lz] +1)

D’apres Q10 on a
2T 2T o
Gle)), o~ (T~ T (ar o]~ )
et
Glle)+1) ~ (2] + 1T ~ &% (car [z]+1
xr—+00 4 xr——+00 4
On en déduit | G(z) ~ 22t
Tr——+00 4
12. Soit la suite (ay,)nen définie par
1 sin=k>, keN
an =
0 sinon

10



Pour tout n € N on a |a,| < 1 donc

R., (Z anz”) > Rey (Z :17") =1

Siz =1, la série E ay, diverge grossiérement , car (a,)nen ne converge pas vers 0 ( elle admet une sous suite

R., (Z anx”) <1

qui tend vers 1), donc

Ainsi | R, (Z anx") =1].

Soit t € |-1,1[, on a g(t) =

h(t)?
1—t°
Par produit de Cauchy des séries entiéres on a :

+oo +oo +oo
h(t)? = (Z aktk> : (Z altl> = bt"
k=0 =0 n=0

avec .
bn:Zakan_k,neN
k=0
PourneNetk<nona
agan_p=1ay,=anpr=1<k=p>etn—k=q¢*,p,geN

ce qui signifie

aktn—r =1 3(p,q) €{(r,s) EN*[r’* + s> =n} telquer =k et s=n—k

Ainsi, | b, = Card ({(r, 5) €N? |72 452 = n})
Le produit de Cauchy donne

avec "
Cp = Zbk , neEN
k=0
Donc
cn =Y Card ({(r,s) eN?* [ r? +s* = j}) = Card | | J {(r.s) e N? | ? + 5* = j}
7=0 j=0
et remarquons que

{(r,s) eN? |12 +s* =4} ={(r,s) e N* | r? + s* < n}
0

n

J

Ainsi
¢n, = Card ({(r, s) EN? | V/r2 52 < \/ﬁ}) = G(v/n)
d’ou | g(t) = +§ G(Vn)t"|.
n=0

11



14.

15.

Un équivalent de g

G
D’apres Q11, G(z) ~ x2£ , ce qui donne G(y/n) ~ nT o~ (n+ 1)% et lim (v

T—400 z—+oo 4 r—+oo n—+oo 1+ 1
Donc pour e > 0, il existe ng tel que pour n > ng :

G(vn)
(n+ 1)

/| <
Ainsi

Ve > 0,3ng € N*, tel que Vn > ng, ’G(\/ﬁ) — %(n—i— 1)‘ <e(n+1)

Soit t € [0,1] , on utilise le résultat précédent pour £/2 . On a

~ I3 (6 - T+ 1)

n=0

(n+1)t"
n=0

g(t) — < Z ]G To+|er

4

On sépare la somme en deux somme , de 0 & ng — 1 et de ng a 400, :

Z‘G ffnJrl)

n=ng n=ngo
d’apres Q2
o0 o0 1
D+t <y (n+ 1" = -
n=ngo n=0 (1 - t)
donc
€
G - — 1 —— (1
22‘ "+) Ssa—pz W
n=no
La deuxiéme somme vérifie )
no—
(1—1)2 ‘G Ty = o0
Z n+ ) t—1—
donc
nofl T e
3a>0te1que1—oz<t<1:>(1—t)2Z‘G(\/ﬁ)—z(n—i—l)t 5(2)
n=0
les relation (1) et (2) donnent
Ve>0,3a>0telque l —a<t<1l= g(t)—fZ(n—&-l) <<
’ o T -t
qui s’écrit
) - % (1—11‘,)2
Ve>0,da>0telque l —a<t<1l= T <e
(1-1)2

donc

TN A )
=17\ Tz 4

Ainsi|g(t) ~ E(l—t)_2.

12




