E3A POLYTHECH
CORRIGE DE MATHEMATIQUES
Session 2024 - Filiere MPI

m.laamoum2@gmail.com E]

Exercice 1

1. La fonction arctan est définie sur R, impaire de classe € et

1

Ve € R, arctan’(x) = T2
x

2. La fonction arctan’ étant strictement positive sur R, le tableau de variations est donnée par :

arctan(zx) —

L’équation de la tangente en 0 est y = arctan(0) 4 arctan’(0)z, c’est-a-dire y = x. Le graphe de arctan posséde

deux asymptotes horizontales, la droite d’équation y = —5 en —oco et la droite d’équation y = 7 en +oo.

L’allure de la courbe représentative dans un repere orthonormal est donnée par la figure suivante :
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3. La fonction arctan étant ¥’ sur R, elle est continue et

o

Vz € R, —g < arctan(z) <

donc arctan est bornée et Ny(arctan) < 7. Puisque lim arctan(z) = 7, alors suparctan(z) = & ainsi
T—+00 zeR

N,(arctan) = g

Si v est dérivable sur I C R, alors arctan ov est dérivable sur I par composition de fonctions dérivables et, pour tout

4.
tel,ona:
d ‘(1)
pr [arctan(v(t))] T ot
1
5. La fonction f : ¢+ arctan(t) + arctan (E) est définie et €° sur R* par composition. Pour tout t € R*, on a
1 1 1
/ t = _ =
F'0 =1z 21+ %
donc f est constante sur chaque intervalle du domaine de définition de f, et donc constante sur |—oo, 0] et sur
10, +o0].
Puisque f(1) = 2arctan(1l) = g et f(—1) = 2arctan(—1) = —g alors on a :
1 -2 si t<0
vVt € R*, arctan(t) 4 arctan <7> = 2 ¥
3 T osi t>0
6. Soit f € E.

t
6.1. Soit z € R. La fonction h,, : t > arctan(zt). 1f_~(_ 22 est définie et continue sur [0, +o00[ par opérations élémentaires

sur les fonctions continues, n a : |h, ()| < Mg1—|—7t2 donc

1
La fonction ¢ - — est intégrable sur [1,4+00[, par le théoréme de comparaison la fonction h,, est aussi intégrable

sur [1, +o0] .
D’autre part, h, est continue sur le segment [0, 1] donc intégrable sur ce segment, ainsi

Vz €R, h,:tr> arctan(xt) 1];(22 € L'([0, +o0]).

4
6.2. e Pour tout t € R, la fonction x -+ arctan(zt). 1f-i(- 22 est continue sur R , et

f(t) Mn
Vr € R, |arctan(zt
()LH2—20+ﬁ)
M
posonsgo:tl—>2(17_’12),onanpeLl([R+) .
D’apres le théoreme de continuité des intégrales dépendant d’un parametre ’application

O(f): x> /+<>° arctan(zt) 1f_|<_t22 dt
0




est continue sur R.

e On a pour tout z € R

e ft)

arctan(xt) P

1
f()
1+ ¢2

[()(@)] =

i

S~

+oo

arctan(xt)

7T/+°° dt
b 1+ ¢2
s

[arctan(t) | (2> =

i

IN
S~

IA
NEESE

Mr?
4

o dt Mn?
comme /0 = [arctan(t) | 125>~ = g alors |®(f)(z)] < Tﬂ . Ainsi | ®(f) € E

1+t

6.3. Pour tout xz € R, la fonction arctan est impaire donc

O(f)(—x) = / Ooarctan(f:mf) 1f_i(_t22 dt
0

- _/+00 arctan(xt) 1) dt
0

1+ ¢2
—@(f)(z)

ainsi ‘ ®(f) est impaire ‘ et on peut restreindre 1’étude de ® a Uintervalle [0, 4o00] .

7. D’apres la question 6.2 on a ®(E) C E.
Soit (f,g) € E? et (a, ) € R?. Puisque E est un espace vectoriel, \f + g € E et donc ®(\f + g) est bien définie,

d’apres la question 6.1 et on a, pour tout x € R :

O(af +Bg)(x) = / Ooarctan(xt) wmﬁ
0
oo f(t) oo g(t)
= « arctan(xt dt arctan(xt dt
/0 ¢ ( )1+t2 +ﬁ/0 k ( )1+t2
= a®(f)(z) + B2(g)(z)

Ce qui donne ®(Af + g) = AD(f) + @(g) et donc .

8. Par application du théoreme de dérivation des fonctions définies par une intégrale a parametre .
Soit
g: 10, +00[x[0, 400 — R
f(t)
14 ¢2

(z,t)  arctan(axt)

La fonction g est continue sur [0, +o00[X [0, +00] .

Pour tout « € [0, +o0], la fonction ¢ = g(x,t) est intégrable sur R, d’apres la question 6.1 .

0
Pour tout ¢ € R, la fonction z + g(z,t) est de classe ¢! sur [0, +oo] et sa dérivée z a—g(x, t) avec :
x

t ft)

dg
V(x,t) € [0, 4+00[x[0, +-o0], ‘g(fm)’ T 1222 (1+12)

Soit @ > 0, on a

t
(1+£2) (1 + a2t2)

V(o t) € fo,+oolx[0, +ool, [0 0)] < No(s) = (0

oxr



La fonction ¢ est continue sur [0, +o00[ et

o)~ No)omz = O (5)

t—+00 “altd t—too t3

Puisque t — e est intégrable au voisinage de +o0o, donc ¢ est intégrable sur [0, +oo] .

Le théoréme dérivation des fonctions définies par une intégrale & parametre assure que ®(f) est de classe € sur
[a, +o0].

Ceci étant valable pour tout a > 0, alors ®(f) est de classe € sur |0, +oo[ et
ae), W
Yz €]0 ) = —
.’IJE] 7+OO[ dr (LU) /0 ].+f£2t2 <1+t2)

9. La suite (h,,) _ converge uniformément vers h sur R .

9.1. Chaque h,, étant continue sur R et la suite (h”)ne  converge uniformément sur R vers i, donc h est continue
sur R .

9.2. La convergence de suite (h”)nED\J vers h sur R est équivalent a :

Ny (h—h,,) njm()
Pour € =1 il existe ny € N tel que
Vn>ng,Ny(h—h,) <e

en particulier on a IV, (h — hn0> <1,donch—h, €E.

Comme E est un espace vectoriel , h —h, € Eet h, € E,alorsh=h—h, +h, €FE.
Ainsi | (hy,), _, converge vers h dans (E, Ny)

10. Soit f, la fonction constante égale & 1 et g = D(f).

10.1. Pour tout = > 0, on pose

RE — R
h, arctan(zt)
t - 7
1+1¢2
alors . (t) N
° arctan(zt i
sa) = o)) = [ EEETa— [ b
0 0
On pose
R. — R
h: { PN m 1
21+¢2
e Pour tout ¢ € |0, +00[ , on a
. T 1
L e (t) = 5775 = h(t)

e Pour tout z > 0 et tout ¢ € |0, +oo[, on a |h,(t)] < h(t) et h est intégrable sur |0, +ool.

D’apres la version aux parametres continus du théoréme de convergence dominée , on a :

+o0 +o0 7T2
lim / b (t)dt = / h(t)dt =
z—+oo Jo o 4

Ainsi | lim g(z) = %

r—+00




10.2. D’apres le résultat de la question 8 applique a ®(f;), on a

Vo €0, +ocl , g(x) = %(T/) /0 i (1+x2t2t) e

10.3. Soit x > 0, on a
1 T arctan(zt) oo arctan (L)
)= [ el g, WA N) gy
g(ng(:p) /0 Lt +/0 e

1
le changement de variable u = n dans la seconde intégrale donne :

(1) CE | . (1)du
g o 1+%arcan ) B2

+00 u

+oo 1 1
= / 5 arctan (—) du
o 1+u Tu

1
arctan(xt) + arctan (—J) dt
x

donc

g()
1+t

™ .
— , ce qui donne
2 b

w+o(3)-5 [ T
KRETING) T2 e

1 2
Ainsi |Vz >0, g(z)+g (;) =T

d’aprés la question 5 on a arctan(zt) + arctan ( ) =

4

10.4. Une autre expression de ¢'.
10.4.1. Soit & € )0, 1[U]1, +o0[. Posons F(T) L
.4.1. Soit x , , +oo[. Posons = .
1+22T)(14T)
La fraction rationnelle F'se décompose en éléments simples de la forme :

a B
F (T) = —
=(T) 1+$2T+1+T

avec

T=-1

Adnsi 1 1 z? 1

insi = _
14+22D)(1+T) 22—1\1+422T 1+7T

10.4.2. Pour tout = € ]0,1[ U1, +o0], il suit de 10.2 et du calcul précédent que :

+00 t
’ = dt
g() /0 (1+222) (1+2)
+o00
:/ tF (%) dt
0
1 /+°° z%t N\ oy
o221 L+a222 1412
Soit A >0 on a
/A a2t t Ny - 1/A 222t 2t
b\ 14222 142 2y 142 1442
1, |1 +222]]"
= - |ln|—/———
2 L+ ],

L L (LR X



et on fait tendre A — 400

+oo 2
x°t t
— dt =1
/0 (1 + 222 1+ t2> a(x)

In(x)
2 —1

10.4.3. D’apres la question 8 on a g = ® (f,) € €*(R) donc

Ainsi |Vx €10,1[U]1, +o0[, ¢'(z) =

1 In(1 1
g’ (1) = lim ¢’ (z) = lim _ @@ = lim In(l +w) =—.
z—1 =1 (x — 1)($ + 1) u—0 u(2 4 u) 2
par suite
1
;1(33) si x#1
Vel +ool, ¢)=4 P21
B si z=1

10.5. e Siz€]0,1[,In(z) <0 et 22 —1 < 0 donc ¢'(x) > 0.
Siz €]1,+o0[,In(z) > 0 et 22 —1 > 0 donc ¢’(z) > 0.
e Onag(0) = 0et d’apres la question 10.1 wll)rjl@(}g(m) = %2 . Puisque }clirtl) g’ (x) = 400, la courbe représentative
de g admet une tangente verticale au point d’abscisse 0 établie a la qet g est impaire , on en déduit le tableau

de variations et la courbe représentative de ¢ :

x —00 —1 0 1 +00
g(x) + +
Y 71_2
v \ 2 __— 4
g'(z) . 00— B
2 — 8
-
—y=g(x) v
7\'2
e
‘ X
—8 —6 —4 —2 2 4 6 8
=




Exercice 2

1. L’intégrale d’une fonction & valeurs complexes est définit par :

27

f(t)dt:/ ﬂRe(f)(t)dt—i—i/ " Im(f)()dt
0 0

0

puisquef = Re(f) — iIm(f) alors :

2T 2m 2m 2m
/ Fi)dt = / Re(f)(t)dt — i / T (f)(t)dt = / Ft)dt
0 0 0 0
2. Soit P € C[X]. Si P s’annule en tout point de U , alors P admet une infinité de racines distinctes, donc il est nul.

3. e Size U, alors il existe 8 € R tel que z = e et

F=e = _ =

e Réciproquement, si Z =1, alors 1 = zz = |2|? donc |2| = 1 et z € U.

o _ 1
Ainsi,ona|zelU< z=—
z

4, Soit0 eRet P=1+1X. On a

P(e?) = 1+ie?
= 1—ie ™
= 1—1i(cos(#) —isin(h))

= 1—sin(f)) — i cos(h)

Ainsi | P(e??) = (1 —sin(f)) — i cos(f) | .

5. Soit A € .4,(C) .

n
e Méthode 1 : Le polynéme caractéristique x 4 de A est scindé dans C[X] , il s’écrit donc x 4(X) = H(X —An),
k=1
ol les A\j, sont les valeurs propres de A comptées avec leurs multiplicités.

On sait que
Xa(X) = X" —ttr(A) X"+ 4 (—1)" det(A)

n
1

les relations entre les coefficients et les racines donne alors |tr(A4) = Z Al -

1=

e Méthode 2 : Le polynéme caractéristique x4 de A est scindé dans C[X] donc A est trigonalisable dans C[X].
Il existe donc P € GL,,(C) telle que

Al b tin
1 0 N :
P AP =T =
tnfl,n
0 0 A

Puisque la trace est invariante par conjugaison, alors | tr(A) = tr(7T') = Z Al




6.
6.1. Soit (k,¢) € [0,n]? On a

1 27 ) 1 27 )
7 (X’ﬂXf) = —/ e k0eit0 g9 — —/ eI (t=K)8 o — Ok
0 0

™ ™

donc ott 4, désigne le symbole de Kronecker, ainsi | V(k,¢) € [0,n]%, ¢ (X*, X*) = e |

6.2. SoitaeCet P,Q,ReE,.

plaP+Q,R) = aP(e) + Q (e®)R (e/?) do

¥ =
—
y

aP(e?) R () +Q (e??)R (e¥) do

¢(P,R)+¢(Q,R)

I
-
o\w S
3

I
Q

Donc ‘ w(aP+ Q,R) =ap(P,R) + ¢(Q,R) ‘ :

o(P,aQ + R) P(e?)aQ (') R (e7%) d

1
2

27

[
|

a P(e?)Q (e®) + P(e®) R (e?)do

3=

¢(P,Q) +¢(P,R)

I
QU

Donc ‘ o(P,aQ + R) = ap(P,Q) + ¢(P, R) ‘

(P, Q)

3=

/27r P(ei?)Q (e%) do
0

-

/27r P(ei?)Q (e?)do
0

- %/ " P Q[ )d8 = Q. P)
0

Donc | (P, Q) = ¢(Q,P) |
6.3. Soit Pe E,. On a

2
o(P,P) = 2i/ |P(ei)]* db

T Jo

et pour tout 6 € [0,27], ‘P(ew)’Q > 0, donc ’ VPeE, ¢P,P)eR, ‘ .

6.4. Soit P € E,,. Si Pest nul, on a évidemment (P, P) = 0.
27
Réciproquement, si ¢(P, P) = 0, alors / ’P(e19)|2 df = 0 . Puisque la fonction , 0 ’P(e"’f))‘2 est continue et
‘ 0

positive sur [0, 27], alors P(e?) = 0 pour tout 6§ € [0,27]. Par suite P s’annule sur U , d’apreés la question 3, P
est le polynéme nul.
Ainsi[VP € E,, @(P,P) =0 P =0gy|
Les propriétés des questions 6.3 et 6.4 permettent de dire que o est une forme hermitienne définie positive sur

E._; elle définit ce qu’on peut appeler un produit scalaire complexe sur cet espace .

n’

n’




n
6.5. On note Q, = Zaka avec a, = 1 et M = sup|Q,(2)|*.
k=0 zeU

6.5.1. D’apres les questions 6.1 et 6.2 , on a :

SD(Q07QO) = 90( akaaZaEXl>
k

or ¢ (X*, X*) =6, , donc

n

n n—1

_ 2 2

@(Qon)ZZ akak:ZMk\ :1+Z\ak|
k=0 k=0

k=0

n—1
Ainsi | 9(Q0, Qo) =1+ _ lay|”
k=0

n—1
6.5.2. D’une part, ona =1+ Z lag|* > 1, d’autre part
k=0

1 2m ) 1 27
@(QO,QO):%/ Qo (e”9)|2d0g %/ Mdo = M

0 0
Ainsi, 1 < ¢ (Qp, Q) < Met :

6.5.3. Soit Q, = X™, pour tout 6 € [0,27], on a |Q, (eie)‘2 = |e““9’2 =1donc M =1.

Réciproquement, supposons M = 1, puisque ¢ (Qy, @y) < M et ¢ (Qy, Q) > 1 donc ¢ (Qy, Qy) = 1.
Ce qui donne

n—1
0 (Qo, Qo) =14 lay|* =1
k=0
et
n—1
Z|ak‘2 =0
k=0

donc, pour tout k € [0,n — 1], a;, = 0. Autrement dit, Q, = X".
Ainsi | M =14 Q= X" |.

Exercice 3

Dans cet exercice posons pour tout k € [1,n], Y}, la variable aléatoire discréte qui donne le numéro de la case dans laquelle
tombe la k-iéme boule lancée.

Les (Y},) suivent la loi uniforme % ([1, N]) et elles sont mutuellement indépendantes .

kel1,n]

1. Soit (u,,) une suite vérifiant : w, ., = au, +boua € R\{1} et b € R.

neN*



est arithmético-géométrique de raison géométrique a € R\{1} et arithmétique b.

b
e On cherche une solution constante : soit o € R tel que @ = aa + b donc a = T—a

1.1. La suite (Un)new

a
e Soit la suite (vn)n , définie par v,, = u,, — a , elle verifie v, ,; = av,, Vn € N* , elle est donc géométrique de

eN
raison a , par suite

* — ,n—1
vneN, v,=a"1

b b
dot |VneN*, wu, =a""! (ul—l_a>+ —a

1.2. De l'expression précédente on distingue les cas suivants :

e siu; = ——, alors la suite (u,,) est constante;
1—a

e sia€|—1,1], la suite (a”’l)new converge vers 0 donc (u,,)

e sia€R\|-1,1], la suite (u,,)

converge vers 5
en g T

e diverge.
2. Au minimum, 7, =1 si toutes les boules tombent dans la méme case. Deux cas se présentent :
e Sin > N, toutes les cases peuvent étre occupées donc T,,(Q2) = [1, V].

e Sin < N, au minimum une case est occupée et au maximum n cases le sont, dans ce cas, T,,(Q2) = [1,n].
Ainsi | T,,(€2) = [1, min(n, N)] |.

3. e LoideT;:sin=1,donc T;(Q) = {1} ainsi T} =1, c’est la variable aléatoire certaine .
e LoideT] : si n =2, on lance deux boules , qui vont occuper une ou deux cases.
L’événement (T, = 1) est réalisé quand les deux boules tombent sur une méme case. Une fois connu la case de

1 1
la premiere boule la probabilité que la deuxiéme boule tombe dans cette case est N donc P (T, =1) = N par

1
conséquent [P(T2:2):1—[P(T2:1):1—N.

1
Ainsi la loi de T, est donnée par : | T,(Q) = {1,2} ,P (T, =1) = N et P(T, =2)= ——
Autre méthode : On a

N
(T2:1>:U(Y1:kay2:k)

Par o-additivité et indépendance des Y}, on a :

d’ou le résultat et

On remarque que ce résultat englobe le cas N =1 .

4. e Exprimons événement (7,, = 1) a l'aide des variables aléatoires Y}, , I’événement (7,, = 1) se réalise si toutes

o=l

=1

les boules tombent dans la méme case donc ,

(=

(T, =1) =

n
k

Il
—

n
les événements ﬂ (Y, = k) sont disjoints donc
i=1

P(Tn:m:iu:(

k=1

n

=)

i=1

10



par I'indépendance des Y, on a

_ 1
T Nn-1

o L’événement (7, = 2) se réalise si toutes les boules tombent dans deux cases différentes.

Ainsi |[P(T,, =1)

Pour construire (7,, = 2) on prend une partie a deux éléments {i,j} C [1, N] et une partie A C [1,n] telle que
A # (et A+ [1,n] de sorte que lors des lancers d’indice k& € A la boule tombe dans la case i , bien sur la boule
tombe dans la case j sinon .

On a donc

r-»- U | U [(m<yk—i>)m(m<yk—j>)]
{i,5}C[1,N] Aix[[lé)n]] keA keA

+
A#[1n]

les événements considérés sont disjoints et les Y}, sont indépendantes , ce qui donne

b=y = Y | % [(nmﬁn) (nm:ﬁ)]
{i,5}c[1,N] | Ac[1,n] keA keA
AL+D
A#[1,n]
Z Z [(1>Card(A)+Card(A)‘|
{i,5yc[1,N] | Ac[1,n] N
A£)
A#[1,n]

(}V)ncard{ {i,j} C [[1,N]]} Card{A C [1n],A#0,A+[1,n] }

Card{ {i,j} C ﬂl,Nﬂ} - (Z)

Card{AC [Ln], A+ 0, A+ [1,n] }:2"—2

On sait que

et

9n 9
dott| P (T, =2) = (;‘) e

Amsi|P(T, =1) = —— ot P(T, =2)= (”)2 2

A

e Sin > N, I'événement (7,, =n) est impossible car il ne peut y avoir plus de N cases occupées , donc
P (T, =n)=0.

e Sin < N, 'événement (T,, = n) se réalise si, et seulement si les n boules tombent dans des cases distinctes.
Pour construire (7,, = n) on prend une partie & n éléments A C [1, N] , c’est 'ensemble des numéros des n cases

ou les n boules tombent , mais il faut tenir compte de I'ordre d’apparition de ces numéros , pour cela consdérons

(Y, = ak)) )

S(A) lensemble de tous les n—uplets d’éléments de A . On a donc :

men- U (U |
ACTLNT \(ay,..a,)€S(A)
Card A=n

bl
(DL

11



le méme raisonnement que précédement donne

oo 2 (L ()

ACTLNT \(ay,.eiameS(A)
Card A=n

1
= WCard {A C [1,n],CardA=n }.CardS(A)

on sait que
N
Card{A C[1,n],CardA=n } = (n)
et
Card S(A4) = n!
donc
N 1 N!
= = |\ =
{ 0 si n>N
Ainsi |P(T,, =n) = N!
P 1 <
NoN i O PEN

. La famille (T, = i)lggmm( Nom) est un systéme complet d’événements .

Soit k € [1,n] , la formule de probabilité totale donne

min(N,n)

P (T =k) = Z Pir,—i (L1 = k)P (T, = 1)
i=1

D’une part on a, pour tout ¢ € [1,min(N,n)] , si (T,, =4) est réalisé alors soit (T, = 1) soit (T},

1 =1+1) est
réalisé , donc pour k #ietk#i+1lonaPq ;) (T, = k) =0, par suite

n

P (T =k)= Per,—r) (T = k) P(T, = k) + Py, =1 (T =k)P (T, =k —1)

et d’autre part :

e Si (T, = k) est réalisé, k cases sont occupées donc la probabilité que la ( n + 1 )-iéme boule tombe dans I'une
des cases déja occupées est N done P ) (T = k) = ~

e Si (T, =k—1) est réalisé, k — 1 cases sont occupées donc la probabilité que la (n 4 1)-iéme boule tombe dans

N—(k—1 N—-k+1
une cases non occupée est #, donc Pip _jq) (Ty1 = k) = T—'—
k N—-k+1
Ainsi | VE € [1n], P (Ty = k) = TP (T, =) + P (T, =k~ 1) .

6.1. OnaP(T,, =0)=0et P(T,, = k) =0 pour tout k > n , donc pour tout € R

G,(z)= i P(T, = k) 2"
k=1

12



6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

Pour tout « € R, en utilisant 'identité établie en 6 , on obtient
n+1
Gn+1 (.’17) = Z P <Tn+1 = k‘) Ik
k=1
n+1
k N—-k+1

= —P(T,=k)+ ——P({T,,=k—1 k

> (§F @ =h+ g R @ = k)

1 n+1 n+1 1 n+1
_ _ k _ k _ k
- N;HP(T“ =k)x +k;u>(Tn —k—1)z _Nk:fk_l)"D(Tn—’“—l)x
= Iy — k - — k+1 RN k+1
- N;k{P(Tn =k +;[P(Tn =Kz _N;k”’(Tn k)

2

= LGu(@) +2G,(2) — TG ()

Ainsi [Vz € R, G, 4(z) = — (z —2?) G} (z) + 2G,,(z) | .

Les séries génératrices impliquées étant polynomiales, elles sont > sur R donc, pour tout x € R, on a :
’ 1 /7 1 17 ’

donc, en évaluant en 1, il vient :

(1) =~ £G4 (1) + G, (1) + G4 (1)

1
on sait que G, (1) = 1, G,(1) = E[T,] et G,,,(1) = E[T,,,] donc : | E[T,,,] = (1 - N) ET,]+1].

La suite (E [Tn])new* est arithmético-géométrique de raison géométrique a = (1 — %) et de raison arithmétique

b =1 donc = N, d’apres la question 1, on a :
1

o) = (Y52) T Em- e w

Puisque E[T}] = 1, alors

E[T,] = (N]f)nl (1—N)+N = N(l (N]V_1>n>

N—1\"
Ainsi | Vn € N*, [E[Tn}:N<1—(N> )

Puisque <l,ona:| lim E[T,]=N]|.
n—+oo
Si on note X la variable aléatoire qui vaut 1 si la case numéro ¢ est pleine voir "non vide” apres n lancers et 0

sinon, le nombre de cases non vides est

On a X; () = {0,1} donc X, est une variable aléatoire de Bernoulli. Déterminons son parametre.

L’événement (X, = 0) se réalise si, et seulement si, toutes les boules tombent dans des cases aux numéros autres

que % donc ,
(Xi=0)=(Y#)=[]Y=9)
k=1 k=1
L’indépendance des Y, donne
n n 1 N _ 1 n
P(X,;,=0)= P((Y,=1))= (1——)2(7)
( ) kl:[l (vi=1) 11 N N
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Ainsi | Vi€ [1,N], X, ~% (1_ (%) >

N_1\"
Par suite | Vi € [1, N], E[X;]=1— (T)

Par linéarité de ’espérance, on a

E[T,]=E [i X,l :imxi} =§: (1_ (Njgl)n>

3

donc

Exercice 4

. Les matrices

000 111
0,=1 0 0 0 et Jy=] 1 1 1
000 111

sont équitables.

. Soit (i, 4) € [1,n]?. Si A € 4, (R) est équitable, pour tout k € [1,n], on a a, ;
Et si —A est équitable, alors

05 = (_ai,k) (_ak,j) = Q4 g5 = G4
ainsi, a; ; = 0. Ceci étant valable pour tout (i,j) € [1,n]?, donc A =0,,.
Puisque 0,, est une matrice équitable, on peut conclure :
‘ VAe #,(K), Aet —A sont équitables si et seulement si A = 0. ‘

. Soit A € .#,(K) équitable. Notons A = (a, j)1<i<n et AT = (b; ;)1<i<n avec b;

1<j<n 1<j<n
Soit (i, j, k) € [1,n]3, on a :

bij = aj; = @ pan; = bi jbi g = by by ;

donc la matrice AT est équitable.

Ainsi ‘ A équitable < ATéquitable ‘ .

. Soit A € ., (K) équitable. Pour tout (i, ;) € [1,n]?, on a :

Qi = G505 = A5G 5 = Ay

Ainsi | A équitable = V(i,7) € [1,n]% a;; = a; ;

. Soit A équitable non nulle et k € [1,n].

= 0 O -

; = a;,; pour tout (i,5) € [1,n] .

En prenant ¢ = j = k dans la relation de définition d’une matrice équitable, on a :

_ _ 2
Uk = Opplr k= A i

14



donc ay, ;. € {0,1}.

Si il existe k € [1,n] tel que a;, , = 0, alors, d’apres la question 4, A est a diagonale nulle.
Ce qui donne, pour tout (i,7) € [1,n]? :

0

a a

g — %ii®ig =

donc A est la matrice nulle, contradiction.

Ainsi | Vi € [L,n], a,;;=1]

3

6. Soit B équitable non nulle. D’apres la question 5, comme A est équitable non nulle, les coefficients diagonaux de A
et de B sont égaux a 1 .
Mais les coefficients diagonaux de A + B sont égaux a 2 , donc A + B ne peut pas étre équitable.

Ainsi : la somme de deux matrices équitables non nulles n’est pas équitable.
7. Siil existe (4, j) € [1,7] tel que a; ; = 0, alors
Q; i = Qg ;G5 = 0,

)

ce qui contredit le résultat établi en 5.
Ainsi | V(i,7) € [1,n]?, a;; #0|

8. Soit (i,5) € [1,n]>
On a:

@i 5 = Q3,107 5

et

ay a1 =a;; =1

1

d’apreés la question la question 7 a; ; # 0 donc a; ; = —, ainsi | V(4,j) € [1,n]2, a, .=
k) ? a

J)1

9. Quelques résultats remarquables .

9.1. Soiy j € [1,n] , d’apres la question 8 la j iéme colonne de A s’écrit

aiq
) a;
Gy ; aéﬁ Gy 1
Ay ; P 1 a 1
2, ) 2,1
C] - J == ajvl = = Cl
: : aj1 @51
a
and‘ ’I’L,l a/n71
@j1

A est non nulle donc forcement C; # 0, par suite

rg(A) =1Ig (017027 7Cn) =1g (Cl) =1

Remarque : on peut exprimer donc les matrices équitables de tailles 2 2 et 3 sous la forme :
1 a ab
1 a
s /e 1 b avec ab # 0
1/a 1
1/ab 1/b 1
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9.2. Posons A2 = (Ci7j>%§i<n . Pour tout (i,7) € [1,n], on a :
j<n

n n
Cij = E :ai,kak,j = E :ai,j =na;;
k=1 k=1
donc | A2 =nA|.

9.3. La relation précédente montre que le polyndéme X? —nX = X (X —n) est annulateur et A il est scindé a racines

simples, donc A est diagonalisable.

9.4. Comme X(X —n) annule A, alors Sp(A) C {0,n}. Soit p € [0,n] la multiplicité de la valeur propre 0 , donc
la multiplicité de la valeur propre n est n —p .

On sait que

tr(A) = Z A= Zak,k
k=1

AESP(A)

or ay ; = 1 pour tout k € [1,n] donc

tr(A)=px0+(n—p)xn=n

ainsip=n—1et ‘A est semblable & Diag(n, 0, ...,0) ‘

9.5. Soit A une matrice équitable . Notons J la matrice de ., (K) dont tous les coefficients sont égaux a 1 .
On a J? = nJ donc X(X —n) annule J. Il s’ensuit que J est diagonalisable, Sp(.J) C {0,n} .
Comme tr(A) = n alors , comme dans la question 9.4, la multiplicité de 0 est n — 1 et la multiplicité de n est 1 .
Donc J semblable a Diag(n,0,...,0). Par transitivité A est semblable & J.

10. Si A est symétrique, alors pour tout (i, ;) € [1,n]? on a :

donc a; ; € {—1,1}.
Réciproquement, supposons que A est symétrique et tous ces coefficients sont dans {—1,1}.
Soit (i,5) € [1,n]?. Puisque a, ja,,

Ainsi | A € S, (R) < V(i,4) € [1,n]?,a; ; € {—1,1}|

=a;,; =1, alors a, ; et a;; sont de méme signe, et donc égaux.

11. Soit A équitable symétrique non nulle. Donc ses coefficients sont dans {—1,1}.
e D’apres la question 9.1 on a rg(A) = 1 et
. 1
V(jel,n],C; = 701 =a;,10;
7,1
chaque colonne est égale a la premieére ou a son opposé.
La matrice A est entierement déterminée par la premiere colonne C;. Puisque le coefficient a, ; est égal a 1, on a

27~1 choix pour les autres coefficients de C; et donc au plus 2" choix pour A.
e Réciproquement : supposons que Cy = ' (a; 1,09 ,...,a, ) est fixée dans {—1,1}", avec a; ; = 1.
Qa.;
Pour tout (i, j) € [1,n], on pose a; ; = =l {—1,1}, alors, pour tout (4,4, k) € [1,n]?
) a.
J)1
;1 Ok 1 a; 1

a: 1.4y » = = = Q.
i,kYk,j
Or1 @51 G5

donc la matrice A ainsi construite est équitable non nulle & coefficients dans {—1,1}; elle est donc symétrique.

Conclusion : Il existe 2"~! matrices équitables symétriques non nulles.
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12. Soit G un sous-groupe fini de cardinal ¢ de (K*,.).

Une matrice équitable a coefficients dans G est de rang 1 et entiérement déterminée par sa premiere colonne, dont le

premier coefficient est 1, le méme raisonnement que celui effectué a la question 11 montre qu’il existe ¢"~! matrices

équitables a coefficients dans G.

13. Ona U, ={z€C|z2=1}={-1,1}, il y a 227! = 2 matrices de taille 2 & coefficients dans U, :

() ()

De méme Uy = {z € C|2* =1} = {1,4,j} , de la remarque 9.a les matrices équitables de taille 3 a coefficients

dans U; sont :

111 11 3 11 j 1 5 J 1 5

111 11 3 11 jo1 1 j 11

111 j i1 j 3 1 j 11 j 11
151 1 1 1 5 j 1 5 j
Ly i1 i1 i1
i1 Ly 1 JjoJ1 i1
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