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Exercice 1

1. Soitf:xHLxTHJ .Ona

(f;lJ:@ o kngH<k+1

< 2k—1<z<2k+1

La représentation graphique de f sur [—2,2] est :

®
..\

2. X ~9(p) donc X(£2) = N* et
Y(Q) = {{%J ke [N*}

Vc—i—lJ_ p sik=2p
2 p+1 sik=2p+1

Si k € N* alors

Ainsi

3. Soit k€ N*, on a:

v = (52
- (e X )
= 2k-1<X<2k+1)
= (X=2k—1)U(X =2k)

Ainsi [ VE €W, (Y =k) = (X = 2k—1)U(X =2k)|

Thttps://tinyurl.com/2qyzzrbd
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. Pour tout k& € N*, Les deux événements (X = 2k — 1) et (X = 2k) sont disjoints donc
P(Y = k)=P(X =2k—1)+P(X = 2k)
= pg**? +pg?* ! (avec g =1-p)
= p¢** (1 +q)
k-1
= (1-¢*)(¢*)

Ainsi |Y ~ 9 (1—¢?)

Exercice 2

. Par 'absurde, si cos(n) — 0 alors cos® (%) — 0 donc
n—+oo n—+oo

cos(n) = 2 cos? <%> -1 — -1

n—-+oo

c’est une contradiction. Ainsi la suite (cos(n)),,c, ne converge pas vers 0 .

. Pour tout n € N*, on a |a,,| < L donc R > RCU(Z x—) , Or RCU(Z x—) =1 donc .
n n

n>1 n>1

. D’apres la question 1, (cos(n)),,cn ne converge pas vers 0 donc la série E cos(n) diverge grossierement .
n>1

. On sait que la série E a,x™ et sa série dérivée E cos(n)x™ ! ont méme rayon de convergence R.
n>1 n>1

La série E cos(n) diverge grossiérement donc la série entiere dérivée diverge en x = 1; donc R < 1. Ainsi

n>1

. n L. . . . ; N .
. Pour tout z € Ret n € N, onaez™ = (ze')" donc la série E e x™ converge si et seulement si, ‘xe’| < 1, c’est-a-dire
n>0
si et seulement si, |z| < 1. Donc R,,( E emng™) =1.
n>0

Pour tout z € |—1,1, ingn —
our tout z € | [, on a Ze T oot

. Pour tout € ]—1, 1] non nul, on a :

I
8=
l—l
M*
I NgP
Q
e}
z
| S|

8l 8|k

[Re (1 —19:6i) B 1}

cos(1) —x
22 —2xcos(1) +1°

cos(l) —x
2 —2zxcos(l)+1 |

comme f’(0) = cos(1) alors |Vz € |[-1,1[, f'(x)=

7. Pour tout x € |—1,1[ on a

cos(l) t
—2tcos(l) + 1

2t — cos(1
/ i cos(1) d
b 12 —2tcos(1)+1

dt




donc |Vz € ]-1,1[, f(x)= —%ln (2% — 2z cos(1) + 1) |.

. On montre comme en 4 que le rayon de convergence de cette série entiere est égal a 1.

Par ailleurs, pour tout n € N*, on a cos? (%) = 1 cos(n) + % donc, pour tout z € ]—1,1]

+oo M
Z COS2 (EL) = 1 COS(H) " + } lmn
n=1 n 2 n=1 n 2 n=1 n
1 1
= Ef(x) — iln(l —x)
+0o0 2(n
cos® (& 1 1
Ainsi | Vz € ]-1,1], Z %x" =3 In (22 — 2z cos(1) +1) — §1n<1 — )
n=1

Exercice 3

. Ona
B:(?)AQ—A—I")A:ATA

donc B" = (ATA)T =ATA = B, ainsi ‘ B est symétrique réelle‘ )

. La matrice B est symétrique réelle et, pour tout ¥ € R”, on a
YTBY =YTATAY = (AY)TAY = |AY|3 >0
donc la matrice A est symétrique positive. Par caractérisation spectrale des matrices positives, on a|Sp(B) C R, |.

. On a, pour tout £ € N, (Ak)T = (AT)k donc, en transposant l'identité AT = 342 — A — I, on obtient:
A=3(ATY —AT—1,|.

. En remplagant A" par 342 — A — I, dans l'identité précédente, il vient :

A=3(3A2—A—1)°—(342—-A—1)—1,

apres simplification on a | (342 — A — In)2 —A?2=0]. Ainsi | P(X) = (3X2 - X — 1)2 — X2 annule A4 |.

. Si Pest un polynéme annulateur de A, alors P est annulateur de AT. Puisque son coefficient dominant est égal a 9

alors §P est un polynéme annulateur unitaire de AT

. Par une identité remarquable, on a :
P(X)=(3X?—-2X—-1)(3X?—1)

done | P(X) = 9(X — 1) (X + §) (X — ) (X + &)

. Ona94* — 643 —6A4% + 24+ I, = 0 donc

A(—9A3 +6A% +6A—21,) =1,

done| A € GL, (R) et A~ = —94% + 64% + 64 — 21,

. Pest un polynéme annulateur de A scindé a racines simples donc A est diagonalisable .

Les valeurs propres de A sont parmi les racines de P, ainsi Sp(A) C {1, —%, fg, ?



9. On a

ATV = (3A2—A—1,)V
= 3A2V —AV -1V
= 3NV AV -V
= BX-A-1)V

et Vest non nul car c’est un vecteur propre de A donc V est un vecteur propre de A'.

10. On note o = 1, oy, a3, vy les racines du polynéme P.

10.1. On a

aprées simplification , il vient :

4
10.2. Soient ¢y, ¢y, c3,cq des réels tels que Z ¢;L;(X)=0.
i=1
Pour tout j € [1,4] on a

(7=
o
iy
o=

Q

.

N
Il
o

£
>

&,
O

Il
(e

=1 i=1

donc | R = Z R (o) L;(X)

4
=1

10.1. Soit k € N*.

10.1.1. On effectue la division euclidienne de X* par le polynéme P, il existe Q, R € R[X] tels que R € R;[X] tel

que
Xk =PQ+R

En évaluant cette égalité en les «;, il vient :

vie [1,4], R(a)= O‘f

4
d’aprés 10.3, on a | R(X) = ZaﬁLi(X) :
i—1

4
10.1.2. Puisque Pest annulateur de A, en évaluant l'identité X* = PQ+Ren A, on obtient| A* = R(A) = Z aFL;(A)
i1




10.2. e Puisque oy =1 et |o;| < 1 pour i € [2,4] alors on a
4

lim AF = 1 FL(A) =L, (A

k—1>I-Eloo kJ)IPoo;al z( ) 1( )
e Montrons que la limite est une matrice de projection.

Puisque A est diagonalisable, il existe une matrice inversible P telle que
A= Pdiag(1,...,1,A,...,\,) P!

avec |\;| < 1 pour tout ¢ € [1,p].
Alors
Ak = Pdiag (1,...,1,A}, ..., A5) P7' —  PDiag(l,...,1,0,...,0) P!

k—+o0

On a M? = M donc| lim A, est une matrice de projection |
k—+o0

Exercice 4

. Soit [a,b] est un segment et f € € ([a,b]), alors f’ est continue sur [a,b] donc f’ est bornée sur [a,b]. On note | f’ I,
la borne supérieure de |f’|sur [a, b].

L’inégalité des accroissements finis donne

V(wy) € (a6, [f(@) = fW)I <]z —yl
donc f est lipschitzienne sur [a, b)].

. Soit f une fonction k-lipschitzienne sur un intervalle I, avec k > 0.

€
Soit e >0 et a = 7> 0. Alors pour tout (z,y) € I2,
v —yl<n=I|fx) = fW)| <klz—yl=kn=c¢
donc f est uniformément continue sur I.

. Produit de convolution :
Soit « € R. Puisque f est continue et g est continue par morceaux, ¢t — f(x — t)g(t) est continue par morceaux sur R.

D’autre part, pour tout ¢t € R, on a :
|fl@=8)g@®)] <Al l9(t)]

comme g € Z1(R) alors t - f(z —t)g(t) est intégrable sur R.
Ainsi V(f,g) € EX F, f*g est bien définie sur R.

. Soit € R. Le changement de variable u = x — ¢, donne

+o00o 400

(g f)x) = f)g(x —t)dt = (z —u)g(u)du = (f x g)()

—00 —00

Ceci étant valable pour tout = € R, alors| fxg=gx* f|.

1 size[—%,%]
. Onpose f; :z €R—

0 sinon.



5.1. La représentation graphique de la fonction f; est :

fi(z)

I 4
—

—2 -1 —0.5 0.

5.2. La fonction f; est continue par morceaux sur R mais n ’est pas continue, car elle est discontinue en —% et en

6. Etude de f, x g.

6.1. Puisque f, € E et g € F, alors d’apres la question 3 on a

f1 * g est bien définie sur R.

6.2. Supposons que g est k-lipschitzienne. Soit (x,y) € R?, comme f; x g = g * f;alors on a :
+o0 ’

[(fi*x9) (x) = (fi x9) (y)|=‘ filt)gle —1) — fi(t)gly — t)dt S/ oo|f1(15)(9(x—t)—g(y—t))ldt

—0o0

Iexpression de f; permet d’écrire

+oo 1/2
/ ) (gl — 1) — gly — )| dt = / gz — 1) — gly — D)t

—1/2

par suite

1/2
(fr9@ =Gl < [ lolo—t gyl

—1/2
1/2
g/ Fl(z— 1) — (y — £)]dt
—1/2
1/2
< |x—y|/ k dt
—1/2
< klr—y)

Ainsi, (f; x g) est k-lipschitzienne et donc ‘ f1 * g est uniformément continue‘ .

6.3. Pour tout x réel, on a :

(o) @ = [ R=0g0a= [ 1y - og0u

—0o0 —00
avec 11_1 1) la fonction caractéristique de [—%,1].
22
Comme

ite ——, =
v { 29

alors : [Vz €R, (f;*xg)(z)= / g(t)dt|.

r—

[N

1

3 -



6.4. Si g est continue sur R alors elle admet une primitive G de classe € sur R.
D’apres la question précédente et le théoréeme fondamental de I’analyse, on a :
1 1
Ve eR, (fxg)(z) :G<m+§> —G(m—§>
ainsi par composition
fixge € (R)

Par dérivation des fonctions composées, on a : |V € R, (fy;xg) () =g (:r + %) —g (ac — %)

7. Etude de f; » f,.

7.1. On a f; € Eet f; est nulle en dehors du segment [—%, %] sur lequel elle est continue; elle est donc intégrable sur R.

Ainsi, f; € EN Fet, d’apres la question 3 :
f1 * f1 est bien définie sur R.

7.2. D’apres la question 6.3 , on a, pour tout =z € R,

G- [y

Distinguons les cas suivants

. 1 1 11] _
e Siz<—louz>1l[z—35,z+3]N[—35,35] =0donc (f; x f1)(z) =0.
e Si—1<z<0,onaz+i€[—3 5] eta—3<—3 donc

(i 1) (@) =/w

° SiO<x§1,onam+%>%etx—%E[—%,%] donc

(hre) @) = [

0 siz <—1
1+z size[-1,0]
1—z size€]0,1]

0 siz>1

Ainsi |Vzx € R, (fy*f) (z) =

7.3. La représentation graphique de la fonction f; x f; est

fix fi(z)
1
/\ x
-3 —2 —1 1 2 3
=




7.4.

7.1.

7.2.

7.3.

La fonction f; est continue sur chacun des intervalles |—oo, —1[ ]—1,0[ ]0,1[ et |1, +oo].

Par ailleurs
f(=1)=0= wgg— (frxfi) () = IEIPUO + )= IHIPU (frxf1) (@)

FO) =1= Jim (% f) (@) = Jim (1—2) = Tim () (2)
) =0= lim (% f) (@) = lim (1—2) = lim (% ;) (2)
donc pour tout a € {—1,0,1} on a f(a) = liﬁmi (fix f1) () = lim (fy = f1) () donc (fy * f1) est continue en a ,

ainsi f; x f; est continue sur R .

1
1 =z - sixel[-1,1]
hy iz € R §f1(§) donc pour tout hy(z) = < 2 .
0  sinon.
La représentation graphique de la fonction h, est :
hy(z)
1 -+
o——0
0.5
L N €T
3 -2 1 2 3
1]

h,, est nulle en dehors sur segment [—%, %] ou elle est continue et constante égale a é Elle est donc intégrable sur

Ret: .
/Oo h(z)dz :/

Wl

1
Cde=2=1
« «

N

400
Ainsi / h,(z)de=1].

—0o0

Soit z, un point de continuité de g.
Pour tout a > 0, par une méthode analogue a celle de la question 6.3 , on obtient

(o)) =+ [ gt

@

0~ %
x
posons G : x / g(t)dt , alors
—00

G (2o +5) =G (a9~

o

Nl
~—

(ho x g) (2) =

xT
Puisque g est continue en z,, le théoreme fondamental de ’analyse assure que la fonction x / g(t)dt est de
0

x 0 0
classe € en z, et de dérivée en z, égale & g(z,) , comme G(x) = / g(t)dt +/ g(t)dt et / g(t)dt est une
0

—0o0 —00
constante alors G est de classe ¢ en z et de dérivée en z, égale & g (z,) , ainsi :

lim G(rg+5)—G(rg—35)
a—0 6

=g(zg)

ce qui prouve HH(I) (hy, *g) (xg) = g(z0)
a—




7.1. Soit h € Eet g € F. Pour tout x € R, on a :
“+o00 400
(s g)(@)| = ‘ [ hi- t>g<t>dt] < [ e =t

—00

h est bornée sur R , donc V(z,t) € R? |h(z —t)] < ||h]|__ , par suite

+o0 +oo
/ W — Dg(t)dt < |l / lg(®)ldt = |h]_ [g], -

Donc pour tout z € R, on a | [|hx gl < [IA]__ [l |

7.2. Soit g € F fixée

e L’inégalité obtenue a la question précédente montre que h x g € E pour tout h € E , donc 'application

o:F — E
h = hxg

est bien définie .
La linéarité de 'intégrale assure la linéarité de ®, donc ® est un endomorphisme de F .

e [’inégalité obtenue a la question précédente s’écrit
Vhe E, [2(h)lo < gl IRl

donc @ est une application linéaire continue sur (E, |.|,)-

7.3. Puisque 'on a :
Vhe E, |2(h)]s <lgl, Il

o J2(n)]
[[|@][| = sup = <9l
(L !
8. Notons U = [—A, A] , on a U est un compact et f(x) = 0 pour tout z € R\U , f est donc bornée intégrable sur R et

sup | f(t)| = sup [ f(#)].

teR teU

Soit (z,y) € R?, supposons |y — x| < 1.

Les applications ¢t - f(x —t) et t — f(y — t) sont intégrable sur R , donc

[(fxg)(@) = (fxg)y)] < /Oolf(x—t)—f(y—t)llg(t)ldt

IN

||9||OO/ Oolf(fv—t)—f(y—t>|dt ()

par le changement de variable u =y —t on a

/Oolf(:c—t)—f(y—t)ldt=/ T\ f@— g+ w) — ()] du

— —00

L’ensemble D des points de discontinuité de f est de cardinal fini donc

/ OOIf(x—t)—f(y—t)ldt=/If(x—y+u)—f(u>du:/\ @ — g+ ) — fu)| du (%)
R R\ D

—0o0

L’application (v,u) — |f(v+u) — f(u)| vérifie :

[flo+u) = fw)] = 0 YueR\D



et
2sup|f(t)| stiue[-A—1,A+1] et v e [-1,1]
[f(v+u) = fu)] < { tek
OsiueR\[FA—1,A+1Jet v € [-1,1]

Le théoréme de la convergence dominée donne
[ 1w~ fwldu = 0
R\D v—0

Alors pour € > 0, il existe 0 < a < 1 tel que :

£
lg

|w<a:/'uw+w—ﬂwwus
R\D

I

(on suppose |g|__ # 0, car le cas g =0 est trivial ) .

Les relations (*) et (**) donnent alors

V(z,y) €R?, |z —y| <a=|[(frg)(x) = (fxg)(y)| <e

Ce qui prouve ‘ f * g est uniformément continue sur R ‘

10



