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Exercice 1
1. Soit 𝑓 ∶ 𝑥 ↦ ⌊𝑥 + 1

2
⌋ . On a

(⌊𝑥 + 1
2

⌋ = 𝑘) ⇔ 𝑘 ≤ 𝑥 + 1
2

< 𝑘 + 1

⇔ 2𝑘 − 1 ≤ 𝑥 < 2𝑘 + 1

La représentation graphique de 𝑓 sur [−2, 2] est :

−2 −1 1 2

−1

1

𝑥

𝑓(𝑥)

2. 𝑋 ∼ G (𝑝) donc 𝑋(Ω) = ℕ∗ et

𝑌 (Ω) = {⌊𝑘 + 1
2

⌋ | 𝑘 ∈ ℕ∗}

Si 𝑘 ∈ ℕ∗ alors

⌊𝑘 + 1
2

⌋ = {
𝑝 si 𝑘 = 2𝑝
𝑝 + 1 si 𝑘 = 2𝑝 + 1

Ainsi
𝑌 (Ω) = ℕ∗

3. Soit 𝑘 ∈ ℕ∗, on a :

(𝑌 = 𝑘 ) = (⌊𝑘 + 1
2

⌋ = 𝑘)

= (𝑘 ≤ 𝑋 + 1
2

< 𝑘 + 1)

= (2𝑘 − 1 ≤ 𝑋 < 2𝑘 + 1)

= (𝑋 = 2𝑘 − 1) ∪ (𝑋 = 2𝑘)

Ainsi ∀𝑘 ∈ ℕ∗, (𝑌 = 𝑘) = (𝑋 = 2𝑘 − 1) ∪ (𝑋 = 2𝑘)
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4. Pour tout 𝑘 ∈ ℕ∗, Les deux événements (𝑋 = 2𝑘 − 1) et (𝑋 = 2𝑘) sont disjoints donc

ℙ(𝑌 = 𝑘) = ℙ(𝑋 = 2𝑘 − 1) + ℙ(𝑋 = 2𝑘)

= 𝑝𝑞2𝑘−2 + 𝑝𝑞2𝑘−1 (avec 𝑞 = 1 − 𝑝 )

= 𝑝𝑞2𝑘−2(1 + 𝑞)

= (1 − 𝑞2) (𝑞2)𝑘−1

Ainsi 𝑌 ∼ G (1 − 𝑞2)

Exercice 2
1. Par l’absurde, si cos(𝑛) ⟶

𝑛→+∞
0 alors cos2 ( 𝑛

2 ) ⟶
𝑛→+∞

0 donc

cos(𝑛) = 2 cos2 (𝑛
2

) − 1 ⟶
𝑛→+∞

−1

c’est une contradiction. Ainsi la suite (cos(𝑛))𝑛∈ℕ ne converge pas vers 0 .

2. Pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗, on a |𝑎𝑛| ≤ 1
𝑛 donc 𝑅 ≥ 𝑅𝑐𝑣(∑

𝑛≥1

𝑥𝑛

𝑛
) , or 𝑅𝑐𝑣(∑

𝑛≥1

𝑥𝑛

𝑛
) = 1 donc 𝑅 ≥ 1 .

3. D’après la question 1, (cos(𝑛))𝑛∈ℕ ne converge pas vers 0 donc la série ∑
𝑛≥1

cos(𝑛) diverge grossièrement .

4. On sait que la série ∑
𝑛≥1

𝑎𝑛𝑥𝑛 et sa série dérivée ∑
𝑛≥1

cos(𝑛)𝑥𝑛−1 ont même rayon de convergence 𝑅.

La série ∑
𝑛≥1

cos(𝑛) diverge grossièrement donc la série entière dérivée diverge en 𝑥 = 1; donc 𝑅 ≤ 1. Ainsi 𝑅 = 1 .

5. Pour tout 𝑥 ∈ ℝ et 𝑛 ∈ ℕ , on a 𝑒𝑖𝑛𝑥𝑛 = (𝑥𝑒𝑖)𝑛 donc la série ∑
𝑛≥0

𝑒𝑖𝑛𝑥𝑛 converge si et seulement si, ∣𝑥𝑒𝑖∣ < 1, c’est-à-dire

si et seulement si, |𝑥| < 1. Donc 𝑅𝑐𝑣(∑
𝑛≥0

𝑒𝑖𝑛𝑥𝑛) = 1 .

Pour tout 𝑥 ∈ ]−1, 1[, on a
+∞

∑
𝑛=0

𝑒𝑖𝑛𝑥𝑛 = 1
1 − 𝑥𝑒𝑖 .

6. Pour tout 𝑥 ∈ ]−1, 1[ non nul, on a :

𝑓 ′(𝑥) =
+∞

∑
𝑛=1

cos(𝑛)𝑥𝑛−1

= 1
𝑥

[
+∞

∑
𝑛=0

cos(𝑛)𝑥𝑛 − 1]

= 1
𝑥

[Re(
+∞

∑
𝑛=0

𝑒𝑖𝑛𝑥𝑛) − 1]

= 1
𝑥

[Re( 1
1 − 𝑥𝑒𝑖 ) − 1]

= cos(1) − 𝑥
𝑥2 − 2𝑥 cos(1) + 1

.

comme 𝑓 ′(0) = cos(1) alors ∀𝑥 ∈ ]−1, 1[ , 𝑓 ′(𝑥) = cos(1) − 𝑥
𝑥2 − 2𝑥 cos(1) + 1

.

7. Pour tout 𝑥 ∈ ]−1, 1[ on a

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) + ∫
𝑥

0

cos(1) − 𝑡
𝑡2 − 2𝑡 cos(1) + 1

d𝑡

= −1
2

∫
𝑥

0

2𝑡 − cos(1)
𝑡2 − 2𝑡 cos(1) + 1

d𝑡

= −1
2
ln (𝑥2 − 2𝑥 cos(1) + 1) .
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donc ∀𝑥 ∈ ]−1, 1[ , 𝑓(𝑥) = −1
2
ln (𝑥2 − 2𝑥 cos(1) + 1) .

8. On montre comme en 4 que le rayon de convergence de cette série entière est égal à 1.
Par ailleurs, pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗, on a cos2 ( 𝑛

2 ) = 1
2 cos(𝑛) + 1

2 donc, pour tout 𝑥 ∈ ]−1, 1[

+∞

∑
𝑛=1

cos2 ( 𝑛
2 )

𝑛
𝑥𝑛 = 1

2

+∞

∑
𝑛=1

cos(𝑛)
𝑛

𝑥𝑛 + 1
2

+∞

∑
𝑛=1

1
𝑛

𝑥𝑛

= 1
2

𝑓(𝑥) − 1
2
ln(1 − 𝑥)

Ainsi ∀𝑥 ∈ ]−1, 1[ ,
+∞

∑
𝑛=1

cos2 ( 𝑛
2 )

𝑛
𝑥𝑛 = −1

4
ln (𝑥2 − 2𝑥 cos(1) + 1) − 1

2
ln(1 − 𝑥)

Exercice 3
1. On a

𝐵 = (3𝐴2 − 𝐴 − 𝐼𝑛) 𝐴 = 𝐴⊤𝐴

donc 𝐵⊤ = (𝐴⊤𝐴)⊤ = 𝐴⊤𝐴 = 𝐵 , ainsi 𝐵 est symétrique réelle .

2. La matrice 𝐵 est symétrique réelle et, pour tout 𝑌 ∈ ℝ𝑛, on a

𝑌 ⊤𝐵𝑌 = 𝑌 ⊤𝐴⊤𝐴𝑌 = (𝐴𝑌 )⊤𝐴𝑌 = ‖𝐴𝑌 ‖2
2 ≥ 0

donc la matrice 𝐴 est symétrique positive. Par caractérisation spectrale des matrices positives, on a Sp(𝐵) ⊂ ℝ+ .

3. On a, pour tout 𝑘 ∈ ℕ, (𝐴𝑘)⊤ = (𝐴⊤)𝑘 donc, en transposant l’identité 𝐴⊤ = 3𝐴2 − 𝐴 − 𝐼𝑛, on obtient:

𝐴 = 3 (𝐴⊤)2 − 𝐴⊤ − 𝐼𝑛 .

4. En remplaçant 𝐴⊤ par 3𝐴2 − 𝐴 − 𝐼𝑛 dans l’identité précédente, il vient :

𝐴 = 3 (3𝐴2 − 𝐴 − 𝐼𝑛)2 − (3𝐴2 − 𝐴 − 𝐼𝑛) − 𝐼𝑛

après simplification on a (3𝐴2 − 𝐴 − 𝐼𝑛)2 − 𝐴2 = 0 . Ainsi 𝑃(𝑋) = (3𝑋2 − 𝑋 − 1)2 − 𝑋2 annule 𝐴 .

5. Si 𝑃 est un polynôme annulateur de 𝐴, alors 𝑃 est annulateur de 𝐴⊤. Puisque son coefficient dominant est égal à 9
alors 1

9
𝑃 est un polynôme annulateur unitaire de 𝐴⊤

6. Par une identité remarquable, on a :
𝑃(𝑋) = (3𝑋2 − 2𝑋 − 1) (3𝑋2 − 1)

donc 𝑃(𝑋) = 9(𝑋 − 1) (𝑋 + 1
3 ) (𝑋 −

√
3

3 ) (𝑋 +
√

3
3 ) .

7. On a 9𝐴4 − 6𝐴3 − 6𝐴2 + 2𝐴 + 𝐼𝑛 = 0 donc

𝐴 (−9𝐴3 + 6𝐴2 + 6𝐴 − 2𝐼𝑛) = 𝐼𝑛

donc 𝐴 ∈ GL𝑛(ℝ) et 𝐴−1 = −9𝐴3 + 6𝐴2 + 6𝐴 − 2𝐼𝑛

8. 𝑃 est un polynôme annulateur de 𝐴 scindé à racines simples donc 𝐴 est diagonalisable .
Les valeurs propres de 𝐴 sont parmi les racines de 𝑃, ainsi Sp(𝐴) ⊂ {1, − 1

3 , −
√

3
3 ,

√
3

3 } .
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9. On a

𝐴⊤𝑉 = (3𝐴2 − 𝐴 − 𝐼𝑛) 𝑉

= 3𝐴2𝑉 − 𝐴𝑉 − 𝐼𝑛𝑉

= 3𝜆2𝑉 − 𝜆𝑉 − 𝑉

= (3𝜆2 − 𝜆 − 1) 𝑉

et 𝑉 est non nul car c’est un vecteur propre de 𝐴 donc 𝑉 est un vecteur propre de 𝐴⊤.

10. On note 𝛼1 = 1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4 les racines du polynôme 𝑃.

10.1. On a
𝐿1(𝑋) = (𝑋 − 𝛼2) (𝑋 − 𝛼3) (𝑋 − 𝛼4)

(𝛼1 − 𝛼2) (𝛼1 − 𝛼3) (𝛼1 − 𝛼4)
après simplification , il vient :

𝐿1(𝑋) = 9
8

(𝑋 + 1
3

) (𝑋 −
√

3
3

) (𝑋 +
√

3
3

)

10.2. Soient 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐3 des réels tels que
4

∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝐿𝑖(𝑋) = 0.

Pour tout 𝑗 ∈ J1, 4K on a
4

∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝐿𝑖(𝛼𝑗) =
4

∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝛿𝑖,𝑗 = 𝑐𝑗 = 0

Ainsi la famille ( 𝐿1, 𝐿2, 𝐿3, 𝐿4 ) est libre dans ℝ3[𝑋] qui est un espace de dimension 4, donc L est une base de ℝ3[𝑋]
.

10.3. Soit 𝑅 ∈ ℝ3[𝑋], soient 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐3 des réels tels que 𝑅(𝑋) =
4

∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝐿𝑖(𝑋) , alors pour tout 𝑗 ∈ J1, 4K on a

𝑅 (𝛼𝑗) =
4

∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝐿𝑖(𝛼𝑗) =
4

∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝛿𝑖,𝑗 = 𝑐𝑗

donc 𝑅 =
4

∑
𝑖=1

𝑅 (𝛼𝑖) 𝐿𝑖(𝑋) .

10.1. Soit 𝑘 ∈ ℕ∗.

10.1.1. On effectue la division euclidienne de 𝑋𝑘 par le polynôme 𝑃 , il existe 𝑄, 𝑅 ∈ ℝ[𝑋] tels que 𝑅 ∈ ℝ3[𝑋] tel
que

𝑋𝑘 = 𝑃𝑄 + 𝑅

En évaluant cette égalité en les 𝛼𝑖, il vient :

∀𝑖 ∈ J1, 4K, 𝑅 (𝛼𝑖) = 𝛼𝑘
𝑖

d’après 10.3, on a 𝑅(𝑋) =
4

∑
𝑖=1

𝛼𝑘
𝑖 𝐿𝑖(𝑋) .

10.1.2. Puisque 𝑃 est annulateur de 𝐴, en évaluant l’identité 𝑋𝑘 = 𝑃𝑄+𝑅 en 𝐴, on obtient 𝐴𝑘 = 𝑅(𝐴) =
4

∑
𝑖=1

𝛼𝑘
𝑖 𝐿𝑖(𝐴)

.
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10.2. • Puisque 𝛼1 = 1 et |𝛼𝑖| < 1 pour 𝑖 ∈ J2, 4K alors on a

lim
𝑘→+∞

𝐴𝑘 = lim
𝑘→+∞

4
∑
𝑖=1

𝛼𝑘
𝑖 𝐿𝑖(𝐴) = 𝐿1(𝐴)

• Montrons que la limite est une matrice de projection.
Puisque 𝐴 est diagonalisable, il existe une matrice inversible 𝑃 telle que

𝐴 = 𝑃 diag (1, … , 1, 𝜆1, … , 𝜆𝑝) 𝑃 −1

avec |𝜆𝑖| < 1 pour tout 𝑖 ∈ J1, 𝑝K.
Alors

𝐴𝑘 = 𝑃 diag (1, … , 1, 𝜆𝑘
1, … , 𝜆𝑘

𝑝) 𝑃 −1 ⟶
𝑘→+∞

𝑃Diag(1, … , 1, 0, … , 0)𝑃 −1⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑀

On a 𝑀2 = 𝑀 donc lim
𝑘→+∞

𝐴𝑘 est une matrice de projection .

Exercice 4
1. Soit [𝑎, 𝑏] est un segment et 𝑓 ∈ C 1([𝑎, 𝑏]), alors 𝑓 ′ est continue sur [𝑎, 𝑏] donc 𝑓 ′ est bornée sur [𝑎, 𝑏]. On note ‖𝑓 ′‖∞

la borne supérieure de |𝑓 ′| sur [𝑎, 𝑏].
L’inégalité des accroissements finis donne

∀(𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏]2 , |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ ‖𝑓 ′‖∞ |𝑥 − 𝑦|

donc 𝑓 est lipschitzienne sur [𝑎, 𝑏].

2. Soit 𝑓 une fonction 𝑘-lipschitzienne sur un intervalle 𝐼, avec 𝑘 > 0.
Soit 𝜀 > 0 et 𝛼 = 𝜀

𝑘
> 0. Alors pour tout (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼2,

|𝑥 − 𝑦| ≤ 𝜂 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ 𝑘|𝑥 − 𝑦| = 𝑘𝜂 = 𝜀

donc 𝑓 est uniformément continue sur 𝐼.

3. Produit de convolution :
Soit 𝑥 ∈ ℝ. Puisque 𝑓 est continue et 𝑔 est continue par morceaux, 𝑡 ↦ 𝑓(𝑥 − 𝑡)𝑔(𝑡) est continue par morceaux sur ℝ.
D’autre part, pour tout 𝑡 ∈ ℝ, on a :

|𝑓(𝑥 − 𝑡)𝑔(𝑡)| ≤ ‖𝑓‖∞ |𝑔(𝑡)|

comme 𝑔 ∈ L 1(ℝ) alors 𝑡 ↦ 𝑓(𝑥 − 𝑡)𝑔(𝑡) est intégrable sur ℝ.
Ainsi ∀(𝑓, 𝑔) ∈ 𝐸 × 𝐹, 𝑓 ⋆ 𝑔 est bien définie sur ℝ.

4. Soit 𝑥 ∈ ℝ. Le changement de variable 𝑢 = 𝑥 − 𝑡, donne

(𝑔 ⋆ 𝑓)(𝑥) = ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑡)𝑔(𝑥 − 𝑡)d𝑡 = ∫

+∞

−∞
𝑓(𝑥 − 𝑢)𝑔(𝑢)d𝑢 = (𝑓 ⋆ 𝑔)(𝑥)

Ceci étant valable pour tout 𝑥 ∈ ℝ, alors 𝑓 ⋆ 𝑔 = 𝑔 ⋆ 𝑓 .

5. On pose 𝑓1 ∶ 𝑥 ∈ ℝ ↦
⎧{
⎨{⎩

1 si 𝑥 ∈ [− 1
2 , 1

2 ]

0 sinon.
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5.1. La représentation graphique de la fonction 𝑓1 est :

−2 −1 1 2

−1

1

−0.5 0.5
𝑥

𝑓1(𝑥)

5.2. La fonction 𝑓1 est continue par morceaux sur ℝ mais 𝑛 ’est pas continue, car elle est discontinue en − 1
2 et en 1

2 .

6. Étude de 𝑓1 ⋆ 𝑔.

6.1. Puisque 𝑓1 ∈ 𝐸 et 𝑔 ∈ 𝐹, alors d’après la question 3 on a

𝑓1 ⋆ 𝑔 est bien définie sur ℝ.

6.2. Supposons que 𝑔 est 𝑘-lipschitzienne. Soit (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, comme 𝑓1 ⋆ 𝑔 = 𝑔 ⋆ 𝑓1alors on a :

|(𝑓1 ⋆ 𝑔) (𝑥) − (𝑓1 ⋆ 𝑔) (𝑦)| = ∣∫
+∞

−∞
𝑓1(𝑡)𝑔(𝑥 − 𝑡) − 𝑓1(𝑡)𝑔(𝑦 − 𝑡)d𝑡∣ ≤ ∫

+∞

−∞
|𝑓1(𝑡)(𝑔(𝑥 − 𝑡) − 𝑔(𝑦 − 𝑡))| d𝑡

l’expression de 𝑓1 permet d’écrire

∫
+∞

−∞
|𝑓1(𝑡)(𝑔(𝑥 − 𝑡) − 𝑔(𝑦 − 𝑡))| d𝑡 = ∫

1/2

−1/2
|𝑔(𝑥 − 𝑡) − 𝑔(𝑦 − 𝑡)|d𝑡

par suite

|(𝑓1 ⋆ 𝑔) (𝑥) − (𝑓1 ⋆ 𝑔) (𝑦)| ≤ ∫
1/2

−1/2
|𝑔(𝑥 − 𝑡) − 𝑔(𝑦 − 𝑡)|d𝑡

≤ ∫
1/2

−1/2
𝑘|(𝑥 − 𝑡) − (𝑦 − 𝑡)|d𝑡

≤ |𝑥 − 𝑦| ∫
1/2

−1/2
𝑘 d𝑡

≤ 𝑘|𝑥 − 𝑦|

Ainsi, (𝑓1 ⋆ 𝑔) est 𝑘-lipschitzienne et donc 𝑓1 ⋆ 𝑔 est uniformément continue .

6.3. Pour tout 𝑥 réel, on a :

(𝑓1 ⋆ 𝑔) (𝑥) = ∫
+∞

−∞
𝑓1(𝑥 − 𝑡)𝑔(𝑡)d𝑡 = ∫

+∞

−∞
1[− 1

2 , 1
2 ](𝑥 − 𝑡)𝑔(𝑡)d𝑡

avec 1[− 1
2 , 1

2 ] la fonction caractéristique de [− 1
2 , 1

2 ] .
Comme

𝑥 − 𝑡 ∈ [−1
2

, 1
2

] ⇔ 𝑡 ∈ [𝑥 − 1
2

, 𝑥 + 1
2

]

alors : ∀𝑥 ∈ ℝ, (𝑓1 ⋆ 𝑔) (𝑥) = ∫
𝑥+ 1

2

𝑥− 1
2

𝑔(𝑡)d𝑡 .
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6.4. Si 𝑔 est continue sur ℝ alors elle admet une primitive 𝐺 de classe C 1 surℝ.
D’après la question précédente et le théorème fondamental de l’analyse, on a :

∀𝑥 ∈ ℝ, (𝑓1 ⋆ 𝑔) (𝑥) = 𝐺 (𝑥 + 1
2

) − 𝐺 (𝑥 − 1
2

)

ainsi par composition
𝑓1 ⋆ 𝑔 ∈ C 1(ℝ)

Par dérivation des fonctions composées, on a : ∀𝑥 ∈ ℝ, (𝑓1 ⋆ 𝑔)′ (𝑥) = 𝑔 (𝑥 + 1
2 ) − 𝑔 (𝑥 − 1

2 ) .

7. Étude de 𝑓1 ⋆ 𝑓1.

7.1. On a 𝑓1 ∈ 𝐸 et 𝑓1 est nulle en dehors du segment [− 1
2 , 1

2 ] sur lequel elle est continue; elle est donc intégrable sur ℝ.
Ainsi, 𝑓1 ∈ 𝐸 ∩ 𝐹 et, d’après la question 3 :

𝑓1 ⋆ 𝑓1 est bien définie sur ℝ.

7.2. D’après la question 6.3 , on a, pour tout 𝑥 ∈ ℝ,

(𝑓1 ⋆ 𝑓1) (𝑥) = ∫
𝑥+ 1

2

𝑥− 1
2

1[− 1
2 , 1

2 ](𝑡)d𝑡

Distinguons les cas suivants

• Si 𝑥 < −1 ou 𝑥 > 1, [𝑥 − 1
2 , 𝑥 + 1

2 ] ∩ [− 1
2 , 1

2 ] = ∅ donc (𝑓1 ⋆ 𝑓1) (𝑥) = 0.

• Si −1 ≤ 𝑥 ≤ 0, on a 𝑥 + 1
2 ∈ [− 1

2 , 1
2 ] et 𝑥 − 1

2 ≤ − 1
2 donc

(𝑓1 ⋆ 𝑓1) (𝑥) = ∫
𝑥+ 1

2

𝑥− 1
2

1[− 1
2 , 1

2 ](𝑡)d𝑡 = ∫
𝑥+ 1

2

− 1
2

d𝑡 = 𝑥 + 1

• Si 0 < 𝑥 ≤ 1, on a 𝑥 + 1
2 > 1

2 et 𝑥 − 1
2 ∈ [− 1

2 , 1
2 ] donc

(𝑓1 ⋆ 𝑓1) (𝑥) = ∫
𝑥+ 1

2

𝑥− 1
2

1[− 1
2 , 1

2 ](𝑡)d𝑡 = ∫
1
2

𝑥− 1
2

d𝑡 = 1 − 𝑥

Ainsi ∀𝑥 ∈ ℝ, (𝑓1 ⋆ 𝑓1) (𝑥) =

⎧
{
{
⎨
{
{
⎩

0 si 𝑥 < −1
1 + 𝑥 si 𝑥 ∈ [−1, 0]
1 − 𝑥 si 𝑥 ∈]0, 1]

0 si 𝑥 > 1

7.3. La représentation graphique de la fonction 𝑓1 ⋆ 𝑓1 est

−3 −2 −1 1 2 3
−1

1

𝑥

𝑓1 ⋆ 𝑓1(𝑥)
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7.4. La fonction 𝑓1 est continue sur chacun des intervalles ]−∞, −1[ ]−1, 0[ ]0, 1[ et ]1, +∞[.
Par ailleurs

⎧{{
⎨{{⎩

𝑓(−1) = 0 = lim
𝑥→−1−

(𝑓1 ⋆ 𝑓1) (𝑥) = lim
𝑥→−1+

(1 + 𝑥) = lim
𝑥→−1+

(𝑓1 ⋆ 𝑓1) (𝑥)

𝑓(0) = 1 = lim
𝑥→0−

(𝑓1 ⋆ 𝑓1) (𝑥) = lim
𝑥→0+

(1 − 𝑥) = lim
𝑥→0+

(𝑓1 ⋆ 𝑓1) (𝑥)

𝑓(1) = 0 = lim
𝑥→1−

(𝑓1 ⋆ 𝑓1) (𝑥) = lim
𝑥→1+

(1 − 𝑥) = lim
𝑥→1+

(𝑓1 ⋆ 𝑓1) (𝑥)

donc pour tout 𝑎 ∈ {−1, 0, 1} on a 𝑓(𝑎) = lim
𝑥→𝑎−

(𝑓1 ⋆ 𝑓1) (𝑥) = lim
𝑥→𝑎+

(𝑓1 ⋆ 𝑓1) (𝑥) donc (𝑓1 ⋆ 𝑓1) est continue en 𝑎 ,
ainsi 𝑓1 ⋆ 𝑓1 est continue sur ℝ .

7.1. ℎ2 ∶ 𝑥 ∈ ℝ ↦ 1
2

𝑓1(𝑥
2

) donc pour tout ℎ2(𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

1
2

si 𝑥 ∈ [−1, 1]

0 sinon.
.

La représentation graphique de la fonction ℎ2 est :

−3 −2 −1 1 2 3

−1

1

0.5
𝑥

ℎ2(𝑥)

7.2. ℎ𝛼 est nulle en dehors sur segment [− 𝛼
2 , 𝛼

2 ] où elle est continue et constante égale à 1
𝛼 . Elle est donc intégrable sur

ℝ et :

∫
+∞

−∞
ℎ𝛼(𝑥)𝑑𝑥 = ∫

𝛼
2

− 𝛼
2

1
𝛼

𝑑𝑥 = 𝛼
𝛼

= 1

Ainsi ∫
+∞

−∞
ℎ𝛼(𝑥)𝑑𝑥 = 1 .

7.3. Soit 𝑥0 un point de continuité de 𝑔.
Pour tout 𝛼 > 0, par une méthode analogue à celle de la question 6.3 , on obtient

(ℎ𝛼 ⋆ 𝑔) (𝑥0) = 1
𝛼

∫
𝑥0+ 𝛼

2

𝑥0− 𝛼
2

𝑔(𝑡)𝑑𝑡

posons 𝐺 ∶ 𝑥 ↦ ∫
𝑥

−∞
𝑔(𝑡)𝑑𝑡 , alors

(ℎ𝛼 ⋆ 𝑔) (𝑥0) =
𝐺 (𝑥0 + 𝛼

2 ) − 𝐺 (𝑥0 − 𝛼
2 )

𝛼

Puisque 𝑔 est continue en 𝑥0, le théorème fondamental de l’analyse assure que la fonction 𝑥 ↦ ∫
𝑥

0
𝑔(𝑡)𝑑𝑡 est de

classe C 1 en 𝑥0 et de dérivée en 𝑥0 égale à 𝑔 (𝑥0) , comme 𝐺(𝑥) = ∫
𝑥

0
𝑔(𝑡)𝑑𝑡 + ∫

0

−∞
𝑔(𝑡)𝑑𝑡 et ∫

0

−∞
𝑔(𝑡)𝑑𝑡 est une

constante alors 𝐺 est de classe C 1 en 𝑥0 et de dérivée en 𝑥0 égale à 𝑔 (𝑥0) , ainsi :

lim
𝛼→0

𝐺 (𝑥0 + 𝛼
2 ) − 𝐺 (𝑥0 − 𝛼

2 )
𝛼

= 𝑔 (𝑥0)

ce qui prouve lim
𝛼→0

(ℎ𝛼 ⋆ 𝑔) (𝑥0) = 𝑔 (𝑥0) .
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7.1. Soit ℎ ∈ 𝐸 et 𝑔 ∈ 𝐹. Pour tout 𝑥 ∈ ℝ, on a :

|(ℎ ⋆ 𝑔)(𝑥)| = ∣∫
+∞

−∞
ℎ(𝑥 − 𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡∣ ≤ ∫

+∞

−∞
|ℎ(𝑥 − 𝑡)𝑔(𝑡)|𝑑𝑡

ℎ est bornée sur ℝ , donc ∀(𝑥, 𝑡) ∈ ℝ2 |ℎ(𝑥 − 𝑡)| ≤ ‖ℎ‖∞ , par suite

∫
+∞

−∞
|ℎ(𝑥 − 𝑡)𝑔(𝑡)|𝑑𝑡 ≤ ‖ℎ‖∞ ∫

+∞

−∞
|𝑔(𝑡)|𝑑𝑡 = ‖ℎ‖∞ ‖𝑔‖1 .

Donc pour tout 𝑥 ∈ ℝ, on a ‖ℎ ⋆ 𝑔‖∞ ≤ ‖ℎ‖∞ ‖𝑔‖1 .

7.2. Soit 𝑔 ∈ 𝐹 fixée
• L’inégalité obtenue à la question précédente montre que ℎ ⋆ 𝑔 ∈ 𝐸 pour tout ℎ ∈ 𝐸 , donc l’application

Φ ∶ 𝐸 → 𝐸
ℎ ↦ ℎ ⋆ 𝑔

est bien définie .
La linéarité de l’intégrale assure la linéarité de Φ, donc Φ est un endomorphisme de 𝐸 .
• L’inégalité obtenue à la question précédente s’écrit

∀ℎ ∈ 𝐸, ‖Φ(ℎ)‖∞ ≤ ‖𝑔‖1 ‖ℎ‖∞

donc Φ est une application linéaire continue sur (𝐸, ‖.‖∞).

7.3. Puisque l’on a :
∀ℎ ∈ 𝐸, ‖Φ(ℎ)‖∞ ≤ ‖𝑔‖1 ‖ℎ‖∞

alors
|||Φ||| = sup ‖Φ(ℎ)‖∞

‖ℎ‖∞
≤ ‖𝑔‖1

8. Notons 𝑈 = [−𝐴, 𝐴] , on a 𝑈 est un compact et 𝑓(𝑥) = 0 pour tout 𝑥 ∈ ℝ\𝑈 , 𝑓 est donc bornée intégrable sur ℝ et
sup
𝑡∈ℝ

|𝑓(𝑡)| = sup
𝑡∈𝑈

|𝑓(𝑡)|.

Soit (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, supposons |𝑦 − 𝑥| ≤ 1 .
Les applications 𝑡 ↦ 𝑓(𝑥 − 𝑡) et 𝑡 ↦ 𝑓(𝑦 − 𝑡) sont intégrable sur ℝ , donc

|(𝑓 ⋆ 𝑔)(𝑥) − (𝑓 ⋆ 𝑔)(𝑦)| ≤ ∫
+∞

−∞
|𝑓(𝑥 − 𝑡) − 𝑓(𝑦 − 𝑡)| |𝑔(𝑡)| 𝑑𝑡

≤ ‖𝑔‖∞ ∫
+∞

−∞
|𝑓(𝑥 − 𝑡) − 𝑓(𝑦 − 𝑡)| 𝑑𝑡 (*)

par le changement de variable 𝑢 = 𝑦 − 𝑡 on a

∫
+∞

−∞
|𝑓(𝑥 − 𝑡) − 𝑓(𝑦 − 𝑡)| 𝑑𝑡 = ∫

+∞

−∞
|𝑓(𝑥 − 𝑦 + 𝑢) − 𝑓(𝑢)| 𝑑𝑢

L’ensemble 𝐷 des points de discontinuité de 𝑓 est de cardinal fini donc

∫
+∞

−∞
|𝑓(𝑥 − 𝑡) − 𝑓(𝑦 − 𝑡)| 𝑑𝑡 = ∫

ℝ
|𝑓(𝑥 − 𝑦 + 𝑢) − 𝑓(𝑢)| 𝑑𝑢 = ∫

ℝ\𝐷
|𝑓(𝑥 − 𝑦 + 𝑢) − 𝑓(𝑢)| 𝑑𝑢 (**)

L’application (𝑣, 𝑢) ↦ |𝑓(𝑣 + 𝑢) − 𝑓(𝑢)| vérifie :

|𝑓(𝑣 + 𝑢) − 𝑓(𝑢)| →
𝑣→0

0 ∀𝑢 ∈ ℝ\𝐷
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et

|𝑓(𝑣 + 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤
⎧{
⎨{⎩

2 sup
𝑡∈ℝ

|𝑓(𝑡)| si 𝑢 ∈ [−𝐴 − 1, 𝐴 + 1] et 𝑣 ∈ [−1, 1]

0 si 𝑢 ∈ ℝ\[−𝐴 − 1, 𝐴 + 1]et 𝑣 ∈ [−1, 1]

Le théorème de la convergence dominée donne

∫
ℝ\𝐷

|𝑓(𝑣 + 𝑢) − 𝑓(𝑢)| 𝑑𝑢 →
𝑣→0

0

Alors pour 𝜀 > 0 , il existe 0 < 𝛼 < 1 tel que :

|𝑣| < 𝛼 ⇒ ∫
ℝ\𝐷

|𝑓(𝑣 + 𝑢) − 𝑓(𝑢)| 𝑑𝑢 ≤ 𝜀
‖𝑔‖∞

( on suppose ‖𝑔‖∞ ≠ 0 , car le cas 𝑔 = 0 est trivial ) .
Les relations (*) et (**) donnent alors

∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 , |𝑥 − 𝑦| < 𝛼 ⇒ |(𝑓 ⋆ 𝑔)(𝑥) − (𝑓 ⋆ 𝑔)(𝑦)| ≤ 𝜀

Ce qui prouve 𝑓 ⋆ 𝑔 est uniformément continue sur ℝ .
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