E3A MP Un corrigé de Mathématiques 2 2017

Partie 1.

1. Endormorphisme
o Il est clair que VP € R[X], ¢(P) € R[X].
e ¢ linéaire : on voit facilement que VP, Q € R[X], VA € R, (AP + Q) = Ap(P) + ¢(Q).
Ainsi ¢ est un endomorphisme de R[X].

Satabilité Soit P € R, [X]. Montrons ¢(P) € R, [X].

On a deg P < n donc deg(P’) < n
Ainsi deg(P — P') = deg(¢(P)) < n d’ou le résultat
Ainsi R, [X] stable par .

On en déduit que ’ ¢ induit sur R, [X] un endomorphisme‘

1 =1 0 -+ - 0
0o 1 =2
: . O
2. | La matrice de ¢,, sur la base canonique de R, [X] est : € Mp+1(R)
: .. —n
0 <+ o oo 0 1

3. Le polynome caractéristique de ¢ est x, = (X —1)"*! (matrice triangulaire)
donc le spectre de ¢, est {1}.
On trouve facilement que rg(Idg,,(x)—y,) = 18(Iny1 — M(pn)) = n.
donc selon le théoréme du rang : dim(Eq(¢,)) =1 or p,(1) =1

de plus Z dim (Ex(¢n)) =1 et dimR,[X]=n+1>1
AESp(pn)

la seule valeur propre de ¢, est et le sous-espace propre est Ej(p,) = Vect(1)

ainsi| . . . . .
ainsi I’endomorphisme ¢,, n’est pas diagonalisable

4. A T'aide de la matrice de o, on trouve que det(yp,) =1 # 0

ainsi | ¢, est un automorphisme de l'espace de dimension finie R,,[X] ‘

5. Comme ¢ est un automorphisme, on a pour i € [0,n] et z € R,[X],

on(x) = % si et seulement si x = ¢, (Xl)

1!

ceci nous donne lexistence et I'unicité de sg, s1, ..., s, telle que : Vi € [0,n], pn(s;) = %
De plus (%—?, 5%, e %) est une famille échelonnée donc libre constituée de n + 1 vecteurs
comme dim R, [X] =n + 1, alors <>é—?, %1, cee %) est une base de R, [X]

I'image d’une base par I'automorphisme ¢, ! étant une base, on en déduit que

il existe une unique famille de polynémes sg, s1, ..., S, telle que :

(3

(a) Vi € [0,n], on(s;) = 1(—!,
(b) (so,81,-..,8n) est une base de R, [X].
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6. Ona (Id—6)o(Id+5+---+6") = (Id+6 +--- +6") — (§ + 6% + - + ") = Id - !
Soit P € R, [X].
Par récurrence immédiate, on a : Vk € N, deg (6"(P)) < —k + degP
donc deg (6" (P)) < —1 et ainsi (6"*1(P)) =0
on a donc bien ’ (Id—=0) o (Id4+0 + --- 4+ ™) = Id‘
7. On déduit de la question précédente que ¢, o (Id+§ + -+ +0") =1d
Comme ¢,, est endomorphisme d’un espace de dimension finie alors ;! =Id+ + - - + 6"

donc pour i dans [0,n], on a s; = ¢, (XZ) = (Id+6+---+67) (K> = (Id46 +---+ 6% (%)

b t!

i

L X Xt XJ
On en déduit si_1+ﬁ+'“ﬁ_2?

Jj=0

Partie II.

On obtient les limites des fonctions polynomiales en +00 & I’aide des termes de plus haut degré.

X2
8.0naS;,=S,=1+X+ o> dont le discriminant vaut —1.
Soit z € R.
Par inégalité de convexité : Si(x) = 1 + z < €” et par habitude : Si(z) =e* <=z =0
22 3 2
OnaS$ -S =—+—=—=(3
n a Sz(x) — Si(x) 5+ G (3+2x)

donc ‘ (S3(z) =Si(x) <= x=00uxz = -3) et (S3(z) < Si(x) <=z < —3)‘

Etudions ¢ = exp —S3, on a ¢/ = exp —Sg et ¢ = exp —S; qui est positive avec un seul point d’annulation
donc ¢’ est strictement croissante et ¢'(0) = 0 donc ¢’ est du signe (strict) de x
donc ¢ est strictement décroissante (respectivement croissante) sur | — 0o, 0] (respectivement sur [0, +oo[)

donc ‘exp(m) > S3(x) et exp(x) > Si(x) avec égalités si et seulement si z = O‘

T | —00 “+00 ¢
5(2) + ,
+0o0
S3 /
_(x) a

9. On va montrer par récurrence forte sur n € N, la propriété P, :
« S, n’a pas de racine réelle si n est pair et a une unique racine réelle simple si n est impair. »
Initialisation : Pour n € {0, 1}, la propriété P, est vérifiée facilement.
Hérédité : Soit n € N* tel que pour tout p € [0,n], on ait Pp. Montrons que Pp41.
Si n+ 1 est impair, alors n est pair

Dans ce cas S,, ne s’annule pas sur R par hypotheése et lir_ir_l Sp(z) = 400
T—+00

par le théoréme des valeurs intermédiaires, Vo € R, S], (x) = Sp(x) > 0 car S,, est continue sur R

donc S,41 est strictement croissante sur R de plus lim S,41(z) = +oco et lim S,qi(x) = —o0
T—+00 T——00

La fonction S,,+1 étant continue, elle est donc bijective de R vers R, elle admet alors une unique racine.
Comme 8], | n’admet pas de racine réelle, la seule racine de S, est simple.
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Sin -+ 1 est pair, alors n est impair dans ce cas S,, ne s’annule qu’en un seul point noté «
9 n

Comme il s’agit d’une racine simple, S,, change de signe en «; de plus lirJJrn Sp(z) = +o0
Tr—r+00

done Vx> o, Sp(x) =S),(x) >0et Vo < a, S,(z) =S),,1(x) <0
donc S,41 est strictement décroissante sur | — oo, @] et strictement croissante sur [o, +-00|

ainsi S,,4+1 admet donc un minimum en «
O/L—i—l an—l—l
de plus S =S = >0 1 t 0 S 1
e plus Sp41(a) = Sp(a) + RS car n + 1 pair et a # 0 car S,,(0) =

Donc Vx € R, S,41(x) = Spy1(a) > 0 d’ou Sp,41 n’admet pas de racine

Conclusion : On a montré par récurrence : Vn € N*, P,

Soit n € N.

‘le polynoéme S,, n’a pas de racine réelle si n est pair et a une unique racine réelle simple si n est impair

10. (a) Soit n € N*.

2n—1 n—1 —
Xk X2 X2+l 2p+ 1 + X)
On a S9p—1(X) = - = +
w0= 5= (Gt ) "5 G
n—1
2n +1)?P(2p — 2
donc Sgp—1(—2n —1) = (2n + 2) (1p‘ n) < 0 donc —2n — 1 < ag,—1 (admis par I’énoncé)
aln azntl a3’ 1 (2n+ 1+ ag,-1)
D 1 .S ) =S, 3 2n—1 2n—1 _ “2n-—1 n
e plus : Sopt1(a2n-1) on—1(Qan—1) + (2n)! + @n+ 1) 2n+ 1)

donc Sopt1(agn—1) = 0 d’oit agp—1 > 241

ainsi ‘la suite (a2n+1)nen est décroissante‘

(b) i. Comme toute suite convergente est bornée, ceci nous fournit K > 0, tel que Vm € N, v,,, € [-K, K]

La série entiére g — converge uniformément sur tout segment inclus dans l'intervalle ouvert de

n>0
convergence ici R

donc la suite de fonction polynomiale (S,,),, converge uniformément sur [—K, K] vers exp
ceci nous fournit M € N, tel que Vm > M, Vz € [-K, K], |S;,(x) —e®| < ¢

en particulier ‘Vm M, Vm € N, [S;,(vy,) — e | < 6‘

ii. On vient de montré que Ve >0, M € N, Ym € N, m > M = |S,,(v,) — '] < ¢

ce qui signifie : Sy, (vy,) —e’™ — 0
n—-+00
Comme exp est continue, on a e™ — et
n—-+o0o
Par somme S,,(v,) — et
n—-+o0o

4

on en déduit que |la suite (Sp,(vm)),,cn cOnverge vers e

(¢) La suite (2n+1)nen étant décroissante, elle admet donc une limite £ € R U {—o0}
Par I’absurde, si on avait £ # —oo, la suite (ag,4+1)nen serait convergente vers £
donc (San+1 ((@2n41))),en convergerait vers e > 0 d’apres (b)

or il s’agit de la suite identiquement nulle

Absurde On en déduit que ‘ la suite (aop+1)nen diverge vers —oo ‘
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Partie III.

11. Soit z € R. On a W/ (z) = (1 — x)e! = qui est du signe de (1 — x)
La limite en —oo s’obtient par produit celle en 4+o0o par la croissance comparée te! — 0

t——o0
Ce qui donne : \
T |—o0 1 +00 ’
| =1
I
K (z) + 0 - .
|
1 -4
h / \ 2%
—00 O =
Ci-contre une représentation de h : L
12. La fonction h est continue et strictement croissante sur | — oo, 1] de plus linri h(z) =1et lim h(z)= —oo donc
T—r T—r—00

h induit une bijection de | — oo, 1] vers | — oo, 1|
On pose g la bijection réciproque qui est continue et strictement croissante
De plus h est de classe C* et h' ne s’annule pas sur | — 0o, 1]

donc | g de classe C*™ de | — oo, 1] dans | — oo, 1| vérifiant Vo €| — oo, 1], h(g(z)) = x‘

10

0.5

Le graphe de g est obtenu en échangeant
tableaux des abscisses et ordonnées utili-
sées pour h. En pointillés, la courbe de la
restricton de h.

0.0

-1.0

=T -6 -5 -4 =3 -2 -1 0 E

13. Comme h induit une bijection de | — oo, 1] vers | — 0o, 1], il existe un unique p €] — 0o, 1] tel que h(p) = —1.

De plus Va > 1, h(x) > 0 ainsi ‘ il existe un unique nombre réel p tel que h(p) = —1 ‘

3/2
14, h(~1/2) = =~ done In(~h(~1/2)) = g Cn(2) > 1—In(2) > 0 car 2 < e

donc —h(—1/2) > 1 d’ou h(—1/2) < —1 = h(p)
comme h est strictement croissante sur | — oo, 1] alors —1/2 < p

o5/4
d’un autre coté h(—1/4) = -
5 5 26 1
_h(— - - _ <l _ 0 _ - > 13
donc In(—h(—1/4)) 1 2In(2) < 1% 50 <Ocarln2 > 55

donc h(—1/4) > h(p)
On a bien‘ p dans U'intervalle | — 1/2, —1/4[‘

+oo k
15. (a) Comme e™* = Z( k') , par définition sur C de I’exponentielle ;
k=0
+oo k +o0o k +oo k
. nt g n® . n R
on a l'existence de Z ﬁzk " car 2" ﬁzk "= Z ﬁzk d’on
k=n+1 k=n+1 k=n+1
+o0 k +o0 k +o0 k
_ _ n® 4 _ n _ nz
(zel Z)nenz 7Zk n:enzz 7Zk:enzz ( )
k! k! k!
k=n+1 k=n+1 k=n+1
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16.

17.

et
+0oo k n k n k
(n2)" _ . (n2)" _ . (n2)" _ .
Z [ =c" - =~ T — Sp(nz)
k=n+1 k=0 k=0
+00 nk
On a bien I'égalité : |1 — e ™ T, (2) = 1 — e %S, (nz) = (ze!7*)"e™" Z ﬁzk_"
k=n+1
k k
n® n
(b) Pour k>n+1,0na e Zkn <E
+00 nk
et Z T est une série convergente (en prenant z = 1 dans la question précédente)
kznt1

donc a l'aide de la question précédente et comme |ze! ™| < 1et |2[ < 1:

+ + +

—nz _ 1—z|™ —n ~ nk k—n -n ~ nk k—n —-n = nk

|1 —e ™ Ty (2)| = |2e' %" e K <e g EM <e E o
k=n+1"" k=n+1 " k=n+1""

On obtient :

+oo L
1—e™T,(2)] <1—e™Tp(1)|car 1 —e T, (1) = (le! " H)me™ Z %1k_”
k=n+1
(c) Par I’absurde si on avait Ty, (z) =0, on aurait 1 < 1 — e "T,,(1) d’aprés la question précédente
donc e™"T,,(1) < 0 donc T,,(1) < 0 ce qui est absurde

On en déduit que | Ty, (2) #0

m
X2p X2p+1
En reprenant le calcul du 10.(a), on a pour m € N : Sy, 11 (X Z < 1) )
p

p=
m
(2m +1)%
Donc S 2m-1)=) ———
2m+1( ) };0 <2p ¥ 1)|
donc pour n impair, on a S,(—n) < 0 donc —n < «a,, (admis par 1’énoncé et vu en 10.!)

2p+1—2m—1)

ainsi —n < «,, < 0 en utilisant les variations de S,, de la partie IT or 0 = S,,(cv,) = Tp(an/n)
donc d’apres la contraposée de la question 15 : |ay,/n| > 1 ou |ay,/nexp (1 — ay/n)| > 1
ainsi |ay| > n ou |h(ay/n)| > 1

donc |h(an/n)| > 1 et ainsi h(ayn/n) < —1 = h(p) car =1 < ap/n <0

donc ay,/n < p d’oﬁ‘an €]l —n, np[‘

Partie IV.

La fonction exp est de classe C*° sur R.
On peut donc utiliser la formule de Taylor avec reste intégrale :a I’ordre n. Soit v € R. On a

exp(0) = ZH:M(O +u)k + /0 0=0" exp™ D (£)d¢

k! n!
k=0
n ok 0
_ AU u- (_
donc 1 =e Zk! —|—/
k=0 -
On effectue dans I'intégrale le changement de variable de classe C! : 2 = —t; do = —dt
0 "
ainsi 1 = e "S,(u) — —‘e_‘vdt d'ott |[e7Sp(u) =1+ / t"e~tdt
w N
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1 0
18. En utilisant la question précédente en u = o, ona: 0 =1+ - / z"e *dx
n! Ja,

19.

20.

21.

22.

Comme ay,/n = v,, on effectue le changement de variable de classe C! : nt = z; ndt = dx

0

donc n— [ (nt)"e ™dt = —1 et ainsi —1 =

1
LA

n
Quand m — 400, on pose n = 2m + 1 et n — +oo et Stirling nous dit que : n! ~ v/27mn (—)
e

0
2 2
donc / h(t)"dt ~ —\/—W et —/=L —5 0. Do
. n n

n

nn+l

n!

0 0
/ (te™")" dt dont / h(t)"dt = —

nn+1

nle™

n

0
la suite / h(t)*™H1dt
Y2m+1

meN

converge vers (0

Pour ¢ €] — 00, 0], h(t) < 0 donc h(t)?™ 1 <0 et yomi1 < p < 0 (voir 16 et 14)
Ainsi les trois intégrales de la relation de Chasles sont négatives :

0 P 0
/ h(t)2m+1dt=/ h(t)2m+1dt+/h(t)2m+1dt
Y2m+1 Y2m+1

0 p
d’ofl/ h(t)Qm“dtg/ h(t)*™+dt <0
v

2m+41 Y2m—+1

Ainsi selon le théoréme des gendarmes

p

h(t)Qdet) converge vers 0
meN

p
la suite /
Y2m+1

selon 19

Comme h est strictement croissante sur | — oo, 1[, on a Vt < p, h(t) < —1 et h(t)?™+1 < —1

P
donc pour m > 1, comme on a Yo, 41 < p ON A /

p
donc 0 < p— Y2me1 < —/ h(t)2m+1dt

Y2m+1

Y2m+1

B2 dE < (p = amsn) x (~1)

Alors avec les gendarmes : 2,41 — p selon 20 d’ott agpy1/(2m+1) ~ p
m——+0o0

done agpmt1 St (2m 4+ 1)p D’ou

A2m+1

~  2mp

m——+00

(a) Selon l'égalité triangulaire, on a

p
Z 97;041'

8%}

P
Db
i=1

Partie V.

p
< 0; |l
i=1

m——+00

P
< Zei car les 6; > 0
i=1

P P P
Comme = Z 0; alors Z 0; || = Z 0;
i=1 i=1 i=1 i=1
P
donc 0 = Z 0; (1 — |a;|) ,somme de réels positifs
i=1
donc 61 (1 —|aq])=--=0,(1 —|ap|]) =0dotl—|ag|=---=1—]ap| =0
ainsi ‘al, ..., ap sont des nombres complexes de module exactement 1 ‘

(b) On a |61 + 02eit‘2

donc ‘91 + ngit’2 =02 + 02 + 2 cos(t)0102
D’un autre coté ‘91 + ngitf = |6haq + 92a2|2 = (A1 + 0)? par hypothése

donc 2 cos(t)0102 = 26,6, ainsi cos(t) = 1 car 61605 > 0

donc sin(t) = 0 d’ou et =1, ‘on a justifié que as = 1 avec ces hypothéses

6/8

= (91 + Ggeit) (01 + Oqelt) = (91 + Hzeit) (91 + Qge*it) =02 + 03 + 6105 (eit + e*it)



E3A MP Un corrigé de Mathématiques 2

2017

23.

(¢) Sous les hypotheéses de la questions 22, on va montrer
par récurrence bornée sur k € [1,p] que: a1 =ag =+ =

Initialisation : La propriété est évidente pour k£ = 1.
b

Traitons le cas : kK = 2. (si p > 2) avec la convention Z( )=0sib<a

2 p p p 2 - p
On a Z(% —l—ZQi = 291 = 291'06@ < 291‘041' + 291‘%‘
z:12 =3 ) =1 ) =1 ) =1 =3
de plus Zﬁiai < Z 0; et Z@iai < Zﬁiai
) =1 ) i=1 ) =3 ) =3
donc Z ei()éi = Z HZ et Z 01 il = Z 91
=1 =1 =3 =2

On a |a1| = |az] =1 en utilisant (a) avec p =

2
Ze o => 6
=1

en utilisant (b) on obtient : oy =1 donc ay =

On pose o) =1 et af, = —etona

Hérédité : Soit k € [1,p — 1] tel que Vi € [1,k], a; = aq. Montrons aj41 = a.

k k
>a/=38
i=1 =1

k
Z Hi()éi
=1

On a = |ag| %
k+1 k+1
Et en faisant comme ci dessus pour k£ = 2, on obtient Z O;c;| = Z 0;
i=1 i=1
k
En posant of, = ag41/a1, 0] = Zﬂi et 0, = 041 et comme || =1,
i=1

onall-0] +ahth|=07+050060]>0,60,>0et|ah| =1
En ré-appliquant (b), on obtient oy = 1 d’ou le résultat

Conclusion : On a montré par récurrence que pour tout k € [1,p] : Vi € [1,k], a; = an

‘Dans le cas général, on a bien : ¢y =g =--- = ap‘

(a) OnaP(0) =ap>0et P(1) =a, +---ap > 0 ce qui justifie que ‘ ni 0, ni 1, ne sont des racines de P‘

n
(b) | (X = DP(X) = anX"* + (an-1 — an)X" + -+ + (a1 — a2)X? — ag = an X"+ > (ag — ar_1) XF — ag

k=2

(¢) Par labsurde, on suppose P admet une racine z telle que |z| < 1

donc z est racine de (X — 1)P(X) donc anz"t! + (an_1 — an)2" + -+ (a1 — az)z? = ag > 0

Je pose alors n = p, o, = 2t ap_1=2".., 01 = 2% et 0y = an, Op—1 = an—1—ay
de sorte que ayq,...,a;, sont des nombres complexes de module <
et 61,...,0, sont des nombres réels > 0 tels que Z Oiai| = ag = Z 0;
=1
On peut donc appliquer 22 pour obtenir : a1 = ag = =

donc 22 = 23 ainsi Z € {0, 1} ce qui est en contradiction avec 23(a)

Ainsi | les racines complexes de P ont un module > 1 ‘
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24.

25.

Soit z une racine de Q.
Si z =0, alors on a bien |z| <1

Qz) _

Zn

Si z # 0, alors

donc 1/z est racine du polynéme P(X) = a,, + ap_12 + -+ + a12" 1 + a2
Ainsi le polynéme vérifie les hypothéses de la questions 23
d’ou |1/z| > 1 et donc |z]| < 1

On a bien montré que ‘les racines complexes de Q ont un module < 1

Soit  une racine complexe de S,, donc z = r/n est une racine de T,
_ o i T
OrT, = Z A X' = ZaZX en posant a; = A
i=0 i=0
, . a; nit1i! n
Pour tout 7 € [0,n], a; > 0 et si i < n, on a it - - = -
a; (i+1)n*  i+1
donc 0 < ag <ay; <---an_g < ap—1 = a, ce qui permet d’appliquer 23
d’ott |r| < 1 donc |z] < n

‘les racines de S,, sont bien de module < n‘
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