
E3A MP Un orrigé de Mathématiques 2 2017

Partie I.

1. Endormorphisme

• Il est lair que ∀P ∈ R[X], ϕ(P) ∈ R[X].

• ϕ linéaire : on voit failement que ∀P,Q ∈ R[X], ∀λ ∈ R, ϕ(λP +Q) = λϕ(P) + ϕ(Q).

Ainsi ϕ est un endomorphisme de R[X].

Satabilité Soit P ∈ Rn[X]. Montrons ϕ(P) ∈ Rn[X].

On a deg P 6 n don deg(P′) 6 n

Ainsi deg(P− P′) = deg(ϕ(P)) 6 n d'où le résultat

Ainsi Rn[X] stable par ϕ.

On en déduit que ϕ induit sur Rn[X] un endomorphisme

2. La matrie de ϕn sur la base anonique de Rn[X] est :
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3. Le polyn�me aratéristique de ϕ est χϕ = (X− 1)n+1
(matrie triangulaire)

don le spetre de ϕn est {1}.

On trouve failement que rg(IdRn[X]−ϕn
) = rg(In+1 −M(ϕn)) = n.

don selon le théorème du rang : dim(E1(ϕn)) = 1 or ϕn(1) = 1

de plus

∑

λ∈Sp(ϕn)

dim (Eλ(ϕn)) = 1 et dimRn[X] = n+ 1 > 1

ainsi

la seule valeur propre de ϕn est et le sous-espae propre est E1(ϕn) = Vect(1)
ainsi l'endomorphisme ϕn n'est pas diagonalisable

4. À l'aide de la matrie de ϕn, on trouve que det(ϕn) = 1 6= 0

ainsi ϕn est un automorphisme de l'espae de dimension �nie Rn[X]

5. Comme ϕ est un automorphisme, on a pour i ∈ [[0, n]] et x ∈ Rn[X],

ϕn(x) =
Xi

i! si et seulement si x = ϕ−1
n

(

Xi

i!

)

ei nous donne l'existene et l'uniité de s0, s1, . . . , sn telle que : ∀i ∈ [[0, n]], ϕn(si) =
Xi

i!

De plus

(

X0

0! ,
X1

1! , . . . ,
Xn

n!

)

est une famille éhelonnée don libre onstituée de n+ 1 veteurs

omme dimRn[X] = n+ 1, alors
(

X0

0! ,
X1

1! , . . . ,
Xn

n!

)

est une base de Rn[X]

l'image d'une base par l'automorphisme ϕ−1
n étant une base, on en déduit que

il existe une unique famille de polyn�mes s0, s1, . . . , sn telle que :

(a) ∀i ∈ [[0, n]], ϕn(si) =
Xi

i! ,

(b) (s0, s1, . . . , sn) est une base de Rn[X].

1/8



E3A MP Un orrigé de Mathématiques 2 2017

6. On a (Id−δ) ◦ (Id+δ + · · ·+ δn) = (Id+δ + · · ·+ δn)− (δ + δ2 + · · ·+ δn+1) = Id−δn+1

Soit P ∈ Rn[X].

Par réurrene immédiate, on a : ∀k ∈ N, deg
(

δk(P)
)

6 −k + degP

don deg
(

δn+1(P)
)

6 −1 et ainsi

(

δn+1(P)
)

= 0

on a don bien (Id−δ) ◦ (Id+δ + · · ·+ δn) = Id

7. On déduit de la question préédente que ϕn ◦ (Id+δ + · · ·+ δn) = Id

Comme ϕn est endomorphisme d'un espae de dimension �nie alors ϕ−1
n = Id+δ + · · ·+ δn

don pour i dans [[0, n]], on a si = ϕ−1
n

(

Xi

i!

)

= (Id+δ + · · ·+ δn)
(

Xi

i!

)

= (Id+δ + · · ·+ δi)
(

Xi

i!

)

On en déduit si = 1 +
X

1!
+ · · ·

Xi

i!
=

i
∑

j=0

Xj

j!

Partie II.

On obtient les limites des fontions polynomiales en ±∞ à l'aide des termes de plus haut degré.

8. On a S′3 = S2 = 1 + X+
X2

2
dont le disriminant vaut −1.

Soit x ∈ R.

Par inégalité de onvexité : S1(x) = 1 + x 6 ex et par habitude : S1(x) = ex ⇐⇒ x = 0

On a S3(x)− S1(x) =
x2

2
+

x3

6
=

x2

6
(3 + x)

don (S3(x) = S1(x) ⇐⇒ x = 0 ou x = −3) et (S3(x) < S1(x) ⇐⇒ x < −3)

Étudions ϕ = exp−S3, on a ϕ′ = exp−S2 et ϕ′′ = exp−S1 qui est positive ave un seul point d'annulation

don ϕ′
est stritement roissante et ϕ′(0) = 0 don ϕ′

est du signe (strit) de x

don ϕ est stritement déroissante (respetivement roissante) sur ]−∞, 0] (respetivement sur [0,+∞[)

don exp(x) > S3(x) et exp(x) > S1(x) ave égalités si et seulement si x = 0

x −∞ +∞

S′3(x) +

S3
−∞

+∞

9. On va montrer par réurrene forte sur n ∈ N, la propriété Pn :

� Sn n'a pas de raine réelle si n est pair et a une unique raine réelle simple si n est impair. �

Initialisation : Pour n ∈ {0, 1}, la propriété Pn est véri�ée failement.

Hérédité : Soit n ∈ N
∗
tel que pour tout p ∈ [[0, n]], on ait Pp. Montrons que Pn+1.

Si n+ 1 est impair, alors n est pair

Dans e as Sn ne s'annule pas sur R par hypothèse et lim
x→+∞

Sn(x) = +∞

par le théorème des valeurs intermédiaires, ∀x ∈ R, S′n+1(x) = Sn(x) > 0 ar Sn est ontinue sur R

don Sn+1 est stritement roissante sur R de plus lim
x→+∞

Sn+1(x) = +∞ et lim
x→−∞

Sn+1(x) = −∞

La fontion Sn+1 étant ontinue, elle est don bijetive de R vers R, elle admet alors une unique raine.

Comme S′n+1 n'admet pas de raine réelle, la seule raine de Sn+1 est simple.
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Si n+ 1 est pair, alors n est impair dans e as Sn ne s'annule qu'en un seul point noté α

Comme il s'agit d'une raine simple, Sn hange de signe en α ; de plus lim
x→+∞

Sn(x) = +∞

don ∀x > α, Sn(x) = S′n+1(x) > 0 et ∀x < α, Sn(x) = S′n+1(x) < 0

don Sn+1 est stritement déroissante sur ]−∞, α] et stritement roissante sur [α,+∞[

ainsi Sn+1 admet don un minimum en α

de plus Sn+1(α) = Sn(α) +
αn+1

(n+ 1)!
=

αn+1

(n+ 1)!
> 0 ar n+ 1 pair et α 6= 0 ar Sn(0) = 1

Don ∀x ∈ R, Sn+1(x) > Sn+1(α) > 0 d'où Sn+1 n'admet pas de raine

Conlusion : On a montré par réurrene : ∀n ∈ N
∗, Pn

Soit n ∈ N.

le polyn�me Sn n'a pas de raine réelle si n est pair et a une unique raine réelle simple si n est impair

10. (a) Soit n ∈ N
∗
.

On a S2n−1(X) =

2n−1
∑

k=0

Xk

k!
=

n−1
∑

p=0

(

X2p

(2p)!
+

X2p+1

(2p+ 1)!

)

=

n−1
∑

p=0

X2p(2p+ 1 + X)

(2p+ 1)!

don S2n−1(−2n− 1) =
n−1
∑

p=0

(2n+ 1)2p(2p− 2n)

(2p+ 1)!
6 0 don −2n− 1 6 α2n−1 (admis par l'énoné)

De plus : S2n+1(α2n−1) = S2n−1(α2n−1) +
α2n
2n−1

(2n)!
+

α2n+1
2n−1

(2n+ 1)!
=

α2n
2n−1 (2n+ 1 + α2n−1)

(2n+ 1)!

don S2n+1(α2n−1) > 0 d'où α2n−1 > α2+1

ainsi la suite (α2n+1)n∈N est déroissante

(b) i. Comme toute suite onvergente est bornée, ei nous fournit K > 0, tel que ∀m ∈ N, vm ∈ [−K,K]

La série entière

∑

n>0

xn

n!
onverge uniformément sur tout segment inlus dans l'intervalle ouvert de

onvergene ii R

don la suite de fontion polynomiale (Sm)m onverge uniformément sur [−K,K] vers exp

ei nous fournit M ∈ N, tel que ∀m > M, ∀x ∈ [−K,K], |Sm(x)− ex| 6 ε

en partiulier ∀m > M, ∀m ∈ N, |Sm(vm)− evm | 6 ε

ii. On vient de montré que ∀ε > 0, ∃M ∈ N, ∀m ∈ N, m > M ⇒ |Sm(vm)− evm | < ε

e qui signi�e : Sm(vm)− evm −→
n→+∞

0

Comme exp est ontinue, on a evm −→
n→+∞

eℓ

Par somme Sm(vm) −→
n→+∞

eℓ

on en déduit que la suite (Sm(vm))m∈N
onverge vers eℓ

() La suite (α2n+1)n∈N étant déroissante, elle admet don une limite ℓ ∈ R ∪ {−∞}

Par l'absurde, si on avait ℓ 6= −∞, la suite (α2n+1)n∈N serait onvergente vers ℓ

don (S2n+1 ((α2n+1)))n∈N onvergerait vers eℓ > 0 d'après (b)

or il s'agit de la suite identiquement nulle

Absurde On en déduit que la suite (α2n+1)n∈N diverge vers −∞
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Partie III.

11. Soit x ∈ R. On a h′(x) = (1− x)e1−x
qui est du signe de (1− x)

La limite en −∞ s'obtient par produit elle en +∞ par la roissane omparée tet −→
t→−∞

0

Ce qui donne :

x −∞ 1 +∞

h′(x) + 0 −

h
−∞

1

0

Ci-ontre une représentation de h :

12. La fontion h est ontinue et stritement roissante sur ]−∞, 1[ de plus lim
x→1

h(x) = 1 et lim
x→−∞

h(x) = −∞ don

h induit une bijetion de ]−∞, 1[ vers ]−∞, 1[

On pose g la bijetion réiproque qui est ontinue et stritement roissante

De plus h est de lasse C∞
et h′ ne s'annule pas sur ]−∞, 1[

don g de lasse C∞
de ]−∞, 1[ dans ]−∞, 1[ véri�ant ∀x ∈ ]−∞, 1[, h(g(x)) = x

Le graphe de g est obtenu en éhangeant

tableaux des absisses et ordonnées utili-

sées pour h. En pointillés, la ourbe de la

restriton de h.

13. Comme h induit une bijetion de ]−∞, 1[ vers ]−∞, 1[, il existe un unique ρ ∈]−∞, 1[ tel que h(ρ) = −1.

De plus ∀x > 1, h(x) > 0 ainsi il existe un unique nombre réel ρ tel que h(ρ) = −1

14. h(−1/2) = −e3/2

2
don ln(−h(−1/2)) =

3

2
− ln(2) > 1− ln(2) > 0 ar 2 6 e

don −h(−1/2) > 1 d'où h(−1/2) < −1 = h(ρ)

omme h est stritement roissante sur ]−∞, 1[ alors −1/2 < ρ

d'un autre �té h(−1/4) = −e5/4

4

don ln(−h(−1/4)) =
5

4
− 2 ln(2) 6

5

4
− 26

20
= − 1

20
< 0 ar ln 2 >

13
20

don h(−1/4) > h(ρ)

On a bien ρ dans l'intervalle ]− 1/2,−1/4[

15. (a) Comme enz =
+∞
∑

k=0

(nz)k

k!
, par dé�nition sur C de l'exponentielle ;

on a l'existene de

+∞
∑

k=n+1

nk

k!
zk−n

ar zn
+∞
∑

k=n+1

nk

k!
zk−n =

+∞
∑

k=n+1

nk

k!
zk d'où

(ze1−z)ne−n
+∞
∑

k=n+1

nk

k!
zk−n = e−nz

+∞
∑

k=n+1

nk

k!
zk = e−nz

+∞
∑

k=n+1

(nz)k

k!
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et

+∞
∑

k=n+1

(nz)k

k!
= enz −

n
∑

k=0

(nz)k

k!
= enz −

n
∑

k=0

(nz)k

k!
= enz − Sn(nz)

On a bien l'égalité : 1− e−nzTn(z) = 1− e−nzSn(nz) = (ze1−z)ne−n
+∞
∑

k=n+1

nk

k!
zk−n

(b) Pour k > n+ 1, on a

∣

∣

∣

∣

nk

k!
zk−n

∣

∣

∣

∣

6
nk

k!

et

+∞
∑

k>n+1

nk

k!
est une série onvergente (en prenant z = 1 dans la question préédente)

don à l'aide de la question préédente et omme

∣

∣ze1−z
∣

∣ 6 1 et |z| 6 1 :

∣

∣1− e−nzTn(z)
∣

∣ =
∣

∣ze1−z
∣

∣

n
e−n

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

k=n+1

nk

k!
zk−n

∣

∣

∣

∣

∣

6 e−n
+∞
∑

k=n+1

nk

k!
|z|k−n

6 e−n
+∞
∑

k=n+1

nk

k!

On obtient : |1− e−nzTn(z)| 6 1− e−nTn(1) ar 1− e−nTn(1) = (1e1−1)ne−n
+∞
∑

k=n+1

nk

k!
1k−n

() Par l'absurde si on avait Tn(z) = 0, on aurait 1 6 1− e−nTn(1) d'après la question préédente

don e−nTn(1) 6 0 don Tn(1) 6 0 e qui est absurde

On en déduit que Tn(z) 6= 0

16. En reprenant le alul du 10.(a), on a pour m ∈ N : S2m+1(X) =
m
∑

p=0

(

X2p

(2p)!
+

X2p+1

(2p+ 1)!

)

Don S2m+1(−2m− 1) =
m
∑

p=0

(2m+ 1)2p

(2p+ 1)!
(2p+ 1− 2m− 1)

don pour n impair, on a Sn(−n) < 0 don −n < αn (admis par l'énoné et vu en 10. !)

ainsi −n < αn < 0 en utilisant les variations de Sn de la partie II or 0 = Sn(αn) = Tn(αn/n)

don d'après la ontraposée de la question 15 : |αn/n| > 1 ou |αn/n exp (1− αn/n)| > 1

ainsi |αn| > n ou |h(αn/n)| > 1

don |h(αn/n)| > 1 et ainsi h(αn/n) < −1 = h(ρ) ar −1 < αn/n < 0

don αn/n < ρ d'où αn ∈]− n, nρ[

Partie IV.

17. La fontion exp est de lasse C∞
sur R.

On peut don utiliser la formule de Taylor ave reste intégrale :à l'ordre n. Soit u ∈ R. On a

exp(0) =
n
∑

k=0

exp(k)(−u)

k!
(0 + u)k +

∫ 0

−u

(0− t)n

n!
exp(n+1)(t)dt

don 1 = e−u
n
∑

k=0

uk

k!
+

∫ 0

−u

(−t)n

n!
etdt

On e�etue dans l'intégrale le hangement de variable de lasse C1
: x = −t ; dx = −dt

ainsi 1 = e−uSn(u)−
∫ 0

u

xn

n!
e−xdt d'où e−uSn(u) = 1 +

1

n!

∫ 0

u
tne−tdt
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18. En utilisant la question préédente en u = αn, on a : 0 = 1 +
1

n!

∫ 0

αn

xne−xdx

Comme αn/n = γn, on e�etue le hangement de variable de lasse C1
: nt = x ; ndt = dx

don n
1

n!

∫ 0

γn

(nt)ne−ntdt = −1 et ainsi −1 =
nn+1

n!

∫ 0

γn

(

te−t
)n

dt d'où

∫ 0

γn

h(t)ndt = − n!en

nn+1

19. Quand m −→ +∞, on pose n = 2m+ 1 et n −→ +∞ et Stirling nous dit que : n! ∼
√
2πn

(n

e

)n

don

∫ 0

γn

h(t)ndt ∼ −
√

2π

n
et −

√

2π

n
−→ 0. D'où la suite

(

∫ 0

γ2m+1

h(t)2m+1dt

)

m∈N

onverge vers 0

20. Pour t ∈]−∞, 0], h(t) 6 0 don h(t)2m+1 6 0 et γ2m+1 6 ρ 6 0 (voir 16 et 14)

Ainsi les trois intégrales de la relation de Chasles sont négatives :

∫ 0

γ2m+1

h(t)2m+1dt =

∫ ρ

γ2m+1

h(t)2m+1dt+

∫ 0

ρ
h(t)2m+1dt

d'où

∫ 0

γ2m+1

h(t)2m+1dt 6

∫ ρ

γ2m+1

h(t)2m+1dt 6 0

Ainsi selon le théorème des gendarmes la suite

(

∫ ρ

γ2m+1

h(t)2m+1dt

)

m∈N

onverge vers 0 selon 19

21. Comme h est stritement roissante sur ]−∞, 1[, on a ∀t 6 ρ, h(t) 6 −1 et h(t)2m+1 6 −1

don pour m > 1, omme on a γ2m+1 6 ρ on a

∫ ρ

γ2m+1

h(t)2m+1dt 6 (ρ− γ2m+1)× (−1)

don 0 6 ρ− γ2m+1 6 −
∫ ρ

γ2m+1

h(t)2m+1dt

Alors ave les gendarmes : γ2m+1 −→
m→+∞

ρ selon 20 d'où α2m+1/(2m+ 1) ∼
m→+∞

ρ

don α2m+1 ∼
m→+∞

(2m+ 1)ρ D'où α2m+1 ∼
m→+∞

2mρ

Partie V.

22. (a) Selon l'égalité triangulaire, on a

∣

∣

∣

∣

∣

p
∑

i=1

θiαi

∣

∣

∣

∣

∣

6

p
∑

i=1

θi |αi| 6
p
∑

i=1

θi ar les θi > 0

Comme

∣

∣

∣

∣

∣

p
∑

i=1

θiαi

∣

∣

∣

∣

∣

=

p
∑

i=1

θi alors

p
∑

i=1

θi |αi| =
p
∑

i=1

θi

don 0 =

p
∑

i=1

θi (1− |αi|) ,somme de réels positifs

don θ1 (1− |α1|) = · · · = θp (1− |αp|) = 0 d'où 1− |α1| = · · · = 1− |αp| = 0

ainsi α1, . . . , αp sont des nombres omplexes de module exatement 1

(b) On a

∣

∣θ1 + θ2e
it
∣

∣

2
=
(

θ1 + θ2e
it
)

(θ1 + θ2eit) =
(

θ1 + θ2e
it
) (

θ1 + θ2e
−it
)

= θ21 + θ22 + θ1θ2
(

eit + e−it
)

don

∣

∣θ1 + θ2e
it
∣

∣

2
= θ21 + θ22 + 2 cos(t)θ1θ2

D'un autre �té

∣

∣θ1 + θ2e
it
∣

∣

2
= |θ1α1 + θ2α2|2 = (θ1 + θ2)

2
par hypothèse

don 2 cos(t)θ1θ2 = 2θ1θ2 ainsi cos(t) = 1 ar θ1θ2 > 0

don sin(t) = 0 d'où eit = 1, on a justi�é que α2 = 1 ave es hypothèses
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() Sous les hypothèses de la questions 22, on va montrer

par réurrene bornée sur k ∈ [[1, p]] que : α1 = α2 = · · · = αk

Initialisation : La propriété est évidente pour k = 1.

Traitons le as : k = 2. (si p > 2) ave la onvention

b
∑

i=a

(· · · ) = 0 si b < a

On a :

2
∑

i=1

θi +

p
∑

i=3

θi =

p
∑

i=1

θi =

∣

∣

∣

∣

∣

p
∑

i=1

θiαi

∣

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

∣

2
∑

i=1

θiαi

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

p
∑

i=3

θiαi

∣

∣

∣

∣

∣

de plus

∣

∣

∣

∣

∣

2
∑

i=1

θiαi

∣

∣

∣

∣

∣

6

2
∑

i=1

θi et

∣

∣

∣

∣

∣

p
∑

i=3

θiαi

∣

∣

∣

∣

∣

6

p
∑

i=3

θiαi

don

∣

∣

∣

∣

∣

2
∑

i=1

θiαi

∣

∣

∣

∣

∣

=
2
∑

i=1

θi et

∣

∣

∣

∣

∣

p
∑

i=3

θiαi

∣

∣

∣

∣

∣

=

p
∑

i=2

θi

On a |α1| = |α2| = 1 en utilisant (a) ave p = 2

On pose α′

1 = 1 et α′

2 =
α2

α1
et on a

∣

∣

∣

∣

∣

2
∑

i=1

θiα
′

i

∣

∣

∣

∣

∣

=
2
∑

i=1

θi,

en utilisant (b) on obtient : α′

2 = 1 don α2 = α1

Hérédité : Soit k ∈ [[1, p− 1]] tel que ∀i ∈ [[1, k]], αi = α1. Montrons αk+1 = α1.

On a

∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

i=1

θiαi

∣

∣

∣

∣

∣

= |α1| ×
∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

i=1

θi

∣

∣

∣

∣

∣

=
k
∑

i=1

θi

Et en faisant omme i dessus pour k = 2, on obtient

∣

∣

∣

∣

∣

k+1
∑

i=1

θiαi

∣

∣

∣

∣

∣

=
k+1
∑

i=1

θi

En posant α′

2 = αk+1/α1, θ
′

1 =
k
∑

i=1

θi et θ
′

2 = θk+1 et omme |α1| = 1,

on a |1 · θ′1 + α′

2θ
′

2| = θ′1 + θ′2 où θ′1 > 0 , θ′2 > 0 et |α′

2| = 1

En ré-appliquant (b), on obtient α′

2 = 1 d'où le résultat

Conlusion : On a montré par réurrene que pour tout k ∈ [[1, p]] : ∀i ∈ [[1, k]], αi = α1

Dans le as général, on a bien : α1 = α2 = · · · = αp

23. (a) On a P(0) = a0 > 0 et P(1) = an + · · · a0 > 0 e qui justi�e que ni 0, ni 1, ne sont des raines de P

(b) (X− 1)P(X) = anX
n+1 + (an−1 − an)X

n + · · ·+ (a1 − a2)X
2 − a0 = anX

n+1 +
n
∑

k=2

(ak − ak−1)X
k − a0

() Par l'absurde, on suppose P admet une raine z telle que |z| 6 1

don z est raine de (X− 1)P(X) don anz
n+1 + (an−1 − an)z

n + · · ·+ (a1 − a2)z
2 = a0 > 0

Je pose alors n = p, αp = zn+1
, αp−1 = zn, . . ., α1 = z2 et θp = an, θp−1 = an−1 − an, . . ., θ1 = a1 − a2

de sorte que α1, . . . , αp sont des nombres omplexes de module 6 1

et θ1, . . . , θp sont des nombres réels > 0 tels que

∣

∣

∣

∣

∣

p
∑

i=1

θiαi

∣

∣

∣

∣

∣

= a0 =

p
∑

i=1

θi

On peut don appliquer 22 pour obtenir : α1 = α2 = · · · = αp

don z2 = z3 ainsi Z ∈ {0, 1} e qui est en ontradition ave 23(a)

Ainsi les raines omplexes de P ont un module > 1
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24. Soit z une raine de Q.

Si z = 0, alors on a bien |z| < 1

Si z 6= 0, alors
Q(z)

zn
= 0

don 1/z est raine du polyn�me P(X) = an + an−1z + · · ·+ a1z
n−1 + a0z

n

Ainsi le polyn�me véri�e les hypothèses de la questions 23

d'où |1/z| > 1 et don |z| < 1

On a bien montré que les raines omplexes de Q ont un module < 1

25. Soit r une raine omplexe de Sn don z = r/n est une raine de Tn

Or Tn =
n
∑

i=0

ni

i!
Xi =

n
∑

i=0

aiX
i
en posant ai =

ni

i!

Pour tout i ∈ [[0, n]], ai > 0 et si i < n, on a

ai+1

ai
=

ni+1i!

(i+ 1)!ni
=

n

i+ 1
don 0 < a0 < a1 < · · · an−2 < an−1 = an e qui permet d'appliquer 23

d'où |r| < 1 don |z| < n

les raines de Sn sont bien de module < n
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