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Epreuve de Mathématiques A

Partie I : étude de la suite (v,)

1. La suite (v,) vérifie la relation : vy > 0, vy > 0 et Vn > 0, /Up/Unt1Un+2 = L.

Si elle converge vers une limite [ finie ou infinie, alors [ > 0 et par continuité de z — /x, on

al?=1. ’La seule limite possible de (v,,) est 1

_ Wn41 + W,
2

(b) L’espace vectoriel F' est de dimension 2. On le vérifie en montrant que (wy,) — (wo, w1)
est un isomorphisme de F dans R2.

2. (a) La suite (w,,) vérifie la relation de récurrence | w, 1o =

On cherche des éléments de F' de la forme (r™) avec r # 0, en repportant dans la relation
—14iVT
-—

Donc <<—1-szﬁ> ,<_1_4“ﬁ) )est une base de F'|.

V2

. . r+1 .
de récurrence, on obtient 2 = ———, soit

—1 447 —1—4/7
© +iV/T| Wl 1
4 4 2
done  lim —14iv7 = lim —1-ivT —0.
n——+oo 4 n——+oo 4

2 n
On en déduit que |si (z,) € F, alors z,, = O <\2[> et lim =z, =0]|

n—-+oo

3. (wy) € Fdonc, d’aprés 2.(c), lim w, =0,orv, =e*“"donc| lim v, =1]|et Zvn diverge |

n—-+oo n—-+o0o

n——+oo

2\ 2\"
Deplusv, -1 ~ w,=0 ({) et Z <\2f> converge absolument donc

Z(’Un — 1) converge absolument |.

Partie II : étude de normes matricielles

mi,121
1 DZ e DZ < Z
- @) DZ=1 one |[DZloc = max |mi;zif < m max |z| =m|Z]e.

Mp,nZn

[ IDZ]loe <M1 Z]1o0 |

(b) Si||Z]lcc <1, alors on a ||DZ]|ec < m d’ot |||D]||ec = sup IDX ||oo < m.
XeCm 1 X]leo<1
De plus, il existe un entier j € {1,---,n} tel que m = |m; ;|. En prenant z; = 1 et pour

<1
22
kZj,zr=0et Z=| . |,ona|DZ||c =met|Z] =1d0u|||D|||ec > m-

Zn

Finalement | |||D|||cc = m |.



2.

(a)

()

(d)

Np(X) = [[PX |-

Si P n’est pas inversible, en prenant X € Ker P non nul, on a Np(X) =0et X # 0
donc Np n’est pas une norme.

Si P est inversible, alors

e Np est une application de C* dans RT

o VX € C", YA € C, Np(AX) = [APX||os = A PX ]lcc = NNp(X).

e V(X,Y) € (C)2, Np(X +Y) = ||[P(X +Y)||oo = [|PX + PY|loo < [|IPX| o0 +
IPY o = Np(X) + Np(Y).

e VX € C", Np(X) =0 = ||PX|[oo =0= PX =0= X =0 (car ||.]|oc est une
norme et P est inversible).

donc Np est une norme.

Finalement, | Np est une norme si et seulement si P est une matrice inversible ‘
Alllp = sup  JJAX]|p = sup [PAX |00 = sup |IPAPT'PX |
XeCn, || X|lp<L1 XeCn,||PX||oo<1 XeCn,||PX o<1
Or P est inversible, donc X +— PX est une bijection de C™ sur C™ donc
sup |[PAP'PX||o = sup |[PAP ' X||oo = |||[PAP™|||0o;
XeC || PX|l<1 XeC X o<1

On a donc bien |[[|Alllp = [||PAP ||| |

On sait que A est une valeur propre de A associée au vecteur X si et seulement si A est
une valeur propre de PAP~! associée au vecteur PX.

A et PAP~! ont donc le méme spectre et donc ’ p(A) = p(PAP™Y) ‘

Il existe une valeur propre A de A telle que |A| = p(A). Soit X un vecteur propre unitaire
associé & A p(A) = |\l = [AX||ow = [ AX oo < [[[Afl]c-

En utilisant 2.(b), on en déduit : p(A) = p(PAP™1) < |||PAP Y|l = [||A]l|p , et

donc | p(A) < [[|Alllp |-

On suppose A diagonalisable. Il existe une matrice diagonale D et une matrice inversible
P telles que D = PAP~'. D’aprés 2.(a), |||Al|lp = |[|PAP7||cc = |||D|||oo, d’aprés
1.(b), [/|D||lec = p(D) et comme A et D sont semblables, p(D) = p(A).

|1l existe donc P € GL, (C) tel que [[[A]||p = p(4) |

0 0 1
A=11 0 0
0 1 0
P4(X) =1— X3, les valeurs propres de A sont 1, j et j2 donc m
1 1 1
Les vecteurs propres associés & 1, jet j2sont | 1|, [ 52| et | j
1 J 7
1 1 1 0 0
Si|P7l=|1 452 et D= [0 j 0/, alors D = PAP~! et d’aprés 3.(c)
1 5 42 0 0 42
[A[llp = p(A).
1 2 .- n
1 2 n
A=1|. . .
1 2 .- n
A est de rang 1 et Ey a pour équation x1 + 2z9 + -+ - + nx, = 0.
2 3 n
-1 0 0
Une base de Ej est: O, (—=1],--,]:
: 0 0
0 -1



()

n(n+1
D’autre part, | . | est un vecteur propre de A associé a la valeur propre %
1

A est donc diagonalisable (la somme des dimensions des sous-espaces propres est n)

2 3 -+ n 1 0 -+ - 0 0

Sijpt=|0 ~1 " llegD=
Pt T, : 0 v e 1

alors D = PAP~! et d’aprés 3.(c) |||Al||p = p(4).

SoitA:[(z b} etzz[zl].

d z9
1 I [Pspers

c d| |2 - cz1 + dzo
< max(laz1| + [bza, |cz1| + |d22|) < max(la| +[b], [e] + |d]) max(|z1], |22]) = m]| Z]| oo
On a donc | [AZ]o < m||Z] |

On en déduit |||A]||cc < m.

Si on suppose que m = |a|+ |b], alors on choisit z; et z5 de module 1 tels que |a| = az et
|b| = bza. On a alors ||AZ||cc = max(|az; + bza|, |cz1 + dz2|) = max(m, |cz1 + dza|) = m
et |Z]w =1

De meéme si m = |c| + |d|.

On en déduit |||A]||c > m.

On a donc | |||A]|lcc = m |

i. A € M5(C), non diagonalisable.
On travaille dans C, donc sp (A4) # 0.
Si sp (A) possédait deux éléments, alors le polynéme caractéristique de A serait

|AZ oo =

} H = max(|az1 + bza|, |cz1 + dza|)

scindé a racines simples et A serait diagonalisable, donc’ sp (4) ne contient qu’un élément |.

ii. On choisit une base e = (e, ez) de E, avec e; un vecteur propre de f associé a la
valeur propre a.
La matrice dans la base e de f est alors triangulaire supérieure, avec les valeurs

propres sur la diagonale. Elle est donc de la forme | mat .(f) = [g g} .

iii. 5 est non nul car A n’est pas diagonalisable.
Posons €} = gel et e, = es.
e/ = (€}, ey) est une base de C?, f(e}) = e}, f(eh) = f(ea) = Be1 + aea = €€} + ael.

On a donc mat . (f) = {(())é ;]

!/
Il existe donc une base e’ de C? telle que mat ./ (f) = {g a} ou |f'| < el

!
g ol Il existe une matrice P € GLy(C) telle que T = PAP™1L.

On a alors [[|A]l|p = [[|PAP"Y[|oo = [[[T]lloc = |o] + || < o] + € = p(A) + .
’Il existe donc une matrice P € GLy(C) telle que |||A4]||p < p(A) + € ‘

Daprés 4.(b) iv., Ve >0 3P € GL(C) |||Alllp < p(A) +¢.

O d inf A < p(A).
wadone inf |l|4]lp < p(4)

D’apres 3.(b), si P € GLy(C) alors |||Al||lp > p(A).
On adonc inf |||A]||lp > p(4).
PEGL2(C)

iv. Notons T =

Finalement | inf |||All[p = p(A) |
inalemen PE(I;I}Q((C)|H l||lp = p(A)




-3 8
wa=[2 %]
Al = max(] — 3] +[8],| = 2 + [5]) = 11
P4(X) = (X —1)? et dim(E;) = 1 donc A est non diagonalisable et sp (A) = {1}.
On a donc p(A) = 1 et d’apres 4.(b) iii., A est semblable & une matrice de la forme

_|\r /
T—{O 1}3wec|ﬂ|<1.

Il existe donc P € GLy(C) telle que T = PAP~.
HAlllp = [[|IPAP™||oc = [[|T]]|loc =1+ [8'] < 2.
’Il existe donc une matrice P € GLy(C) telle que |||A]||p <2 ‘

(e) On utilise la question 4.(b) avec € = 1%;7(/1) > 0.
1 A
On a alors [[|Al|[p < p(A) + ¢ = *TPU <l

On sait que la norme subordonnée est une norme d’algebre, donc |[|[A™|||p < |||A]||p"

et donc| lim [||A"]||p =0}
n—-+4oo

Partie IIT : étude de la suite (u,,)

ot

af o _L e g T = _L
af o

3z a—f existent et sont continues sur (R%)?, donc | f est de classe C* sur (R%)?|.
€T Y

- (a,b) € (R%)? est un point fixe de f si et seulement si (a,b) = (b, 35)-

Le seul point fixe de f dans (R%)? est (1,1) |

of 1 of 1 0 1
%(L 1): (Oa _§) et @(17 1): (17 _5) donc '](171) = _% _% .
Le polynome caractéristique de J(,1y est Py, , (X) = X?+ 35X 4 4. Ses valeurs propres sont
—1 47 —1 =7 2 2
+ivT et VT de module i, donc p(J(1,1)) = [
4 4 2 ’ 2
J1,1) est donc diagonalisable (2 valeurs propres distinctes) et d’aprés la question I1.3.(c),
2
il existe P € GLo(C) tel que |||J1 1l||lp = g .
(a) J, 0 ! et (x,y) = ~—= est continue sur (R* )2
ry) — | _ 1 _ 1 x,Yy v .
(z,y) CEmE 19)? (z+y)2 +

(z,y) = J(z4) est donc continue sur (R% )?. On est en dimension finie, donc la continuité
ne dépend pas du choix des normes.

V2

2
Soite:cu—7>0. (car§<a<1)
Ecrivons la continuité de J en (1,1) pour la norme ||.||p au départ et la norme |||.|||p &
Iarrivée:
I >0 V(xo,yo) € RE)? (1, 1) — (o, 0)llp < 1= [ (we,50) — Jan)lllp < €).
De 'inégalité triangulaire on déduit :

1 zo0,50) — Ja,n)lllp < € = [T @oyolllp S [Janlllp +e= - +e=a.

|

~—

D’ou finalement, | 3n > 0 V(zo,10) € (R})?  (]|(1,1) — (w0, Yo

lp <n=llJaplllp <a)|




(b)

o(t) = f((1,1) + t[(zo, yo) — (1,1)]).
fest Clsur Dett— (1,1)+t[(x0,90) — (1,1)] est C* de [0, 1] dans D, par composition,
’(p est C'! sur [0, 1] ‘

f étant C! sur D, il existe une fonction ¢ de limite nulle en 0 telle que pour tout vecteur

htel que [[hllp < n, f((1,1) + 1) = f((1,1) + d fiae,ye) (R) + [[B] pe(R).

Pour simplifier les écritures, posons X = (1,1)+¢ [(zo,y0) — (1,1)] et H = (z0, y0)—(1,1)
t —p(t X +uH) - f(X

u—0 U u—0 U

( Duf(X) est la dérivée de f en X suivant le vecteur H)
/ — —
PO = (1o -a.y) (F0:90) = (1. 1)

Majorons ||¢'(t)||p pour appliquer I'inégalité des accroissements finis.

d fx est une application linéaire de matrice Jx dans la base canonique de R?. On en
deduit que [['(8)[[p = [|d fx (H)|[p = [[Jx (H)[|p < [|/x]||pl|HI[p

Or [[(1,1) = Xl|p = [It[(z0,30) — (L, D] [p <7

done d’aprss 5.(a) [|[x|llp < o et [l¢/(8)l|p < allH]| s

¢ est de classe C! de [0,1] dans R2, Vt € [0,1] ||¢/(t)||p < | H| p, d’aprés I'inégalité
des accroissements finis, ||¢(0) — p(1)|lp < o H||p

De plus ¢(0) = f(1,1) = (1, 1), en reprenant les notations de I’énoncé, on obtient :

11(1,1) = f(@o, o)l < @l[(1,1) = (w0, 70) [ » |

Montrons par récurrence sur n que Vn > ng,  (tn, Unt1) € D .

Par hypotheése, pour n = ng, (tny, Ung+1) € D.

Supposons que pour un entier n > ng donné, (uy, un4+1) € D.

On a alors : |[(1,1) — (upt1, unt2)|lp = (1, 1) = f(tn, unt1)|lp et d’aprés la question
précédente,

(Un,Uny1) € D = ||(171) - f(“nvun+1)HP < O‘H(lal) - (un,un+1)||p < H(l,l) -
(unaunJrl)”P S n.

Donc |[(1,1) — (tn+1, Unt2)||p <1 et (Un,Unt1) € D.

Finalement, la propriété est vraie au rang ng et elle est héréditaire, elle est donc vraie

pour tout entier n > ng : ’Vn >ng, (Un,Upy1) €D ‘

Montrons par récurrence sur n que :

Vn > ng, ||(17 1) - (umun+1)HP < 04”_"°||(17 1) - (unmunoJrl)”P .

Pour n = ng, la relation est évidente.

Supposons que pour un entier n > ng donné,

1(1,1) = (s s )l < @7 0(1,1) = (g g 1) -

Alors, [(1,1) = (tns1, tns2)llp = [(1,1) = F(ttn, o)l

et comme (uy,un+1) € D, d’aprés la question 5.(b),

10.1) = s uns)llp < @l (1,1) = (i)

On a donc [|(1,1) = (U1, un+2)[[p < @170 (1, 1) = (tng, Ung+1) | P

Finalement, la propriété est vraie au rang ng et elle est héréditaire, elle est donc vraie

pour tout entier n > ng : ’ Vn >mng,  [|(1,1) = (un, tnt1)|lp < @™ (1,1) = (Ung, Ung+1) || P ‘

Les normes ||| p et ||.|lc sont équivalentes (dimension finie), il existe donc un réel ¢ > 0
tel que ||l < ||

On a alors, Vn > ng, |1 — up| < [[(1,1) = (tn, Unt1)]leo < ¢||(1,1) = (tn, unt1)]lp <
ca™ = [(1,1) = (ttng, ttng 1), et donc [u, =1+ 0(a") .

un=1+0(a")et§<a<l.

Donc| lim u, =1/, Zun diverge | et Z(un — 1) converge absolument |.

n—-+4oo




Partie IV : suite de I’étude

1. (a) La suite (z,,) ne converge pas vers A : 3r >0VN e N3In > N |z, — A| > 7.
En utilisant cette relation, on construit une suite (z,(,)) extraite de (z,,) telle que pour
tout n € N, [z, — Al > 7.
La suite (7,(,)) est bornée (extraite de (z,,) ), on peut donc en extraire une sous-suite
qui converge vers une limite \'. Nécessairement, [\ — A| > 7 > 0 donc X' # A.

Donc ’ la suite (x,) admet une valeur d’adhérence A" # A ‘

(b) Toute suite bornée posséde au moins une valeur d’adhérence. D’aprés la question précé-
dente, si une suite est bornée et non convergente, alors elle posséde au moins deux
valeurs d’adhérences.

Donc ’ toute suite bornée ayant une unique valeur d’adhérence est convergente |.

(¢) (z,) est une suite bornée.

Sil_ =14, alors (z,) est bornée et posséde une unique valeur d’adhérence, donc d’aprés
la question précédente, elle est convergente.

Si (z,) est convergente, alors elle posséde une unique valeur d’adhérence donc I_ = 1.
Finalement ’ (x,,) est convergente si et seulement si I =1, |

2. (a) Montrons que Vn e N «a < u, < é par récurrence double sur n.
Par hypothése, pour n = 0 et n = 1, la relation est vraie.

Supposons que pour un entier n > ng donné, o < u, < Let a <wupyy < L
2 2
Alors Up42 = < =«
’ Un+1 + Unp é + é
¢ 2 S 2 1
el Upy2 = = = —
i Un4+1 + Up o+« «

donc a < up49 < i
Finalement, la propriété est vraie au rang 0 et 1 et elle est héréditaire, elle est donc

vraie pour tout entiern e N: | Vne N a<u, < é .

(b) I_ est la plus petite valeur d’adhérence de la suite (uy,). C’est donc la limite d’une suite
extraite que I’on notera wyy)-

la suite uyn)—2 est alors bornée, elle possede une sous-suite Uyoy(n)—2 qui converge vers
une limite a. En posant ¢ : n — 1 o x(n) — 2, on a alors :

2
Up(n)+2 n:)w I_ et Up(n) njm Gy OF Up(p)+1 = m — Up(n) donc (ucp(n)_;,_l) con-
verge. On note b sa limite.

2 2
Par passage a la limite dans w, ()10 = ———  , on obtient |_ = ——.
A w1+ U a+b

2 1
Deplusa <lyetb<ly doncl_ > = —. On en déduit |[_1; > 1|
(c) On procéde de méme en considérant une sous-suite wuy,) qui converge vers [, et on

obtient I_I, <1 d’o .

(d) De méme qu’en (b), on contruit successivement :

(Uy(ny) qui converge vers [_

(Uypox(n)—3) qui converge vers une limite a.
(Ugpoyow(n)—2) qui converge vers une limite b.

En posant ¢ : n+ 9 oyxow(n)—3, on a alors :
Up(n)+3 — l_, Up(n) — Q€ Upmpypr — b.

n—-+4o0o n—-+oo n—-4o0o
2
Or Uy(n)42 = ﬁ — Ug(n)+1 donc (uy(n)42) converge. On note c sa limite.
@w(n)+3
2 2

Par passage a la limite dans u ()42 = et dans ug ()43 =

Ugp(n)+1 T Up(n) Ugp(n)+2 T Up(n)+1



2
et l_ =

btient ¢ = = .
on obtient ¢ 0 s

2
Onadoncb+c:l—:2l+ etb<lyetc<ly,doncb=c=1,.

2
De méme l+:6:ﬂ donca=0bb=1_.
On aalors b= 1, et b=1_ d’ot .
Iy =1_,1-ly > 1 et (u,) est une suite de réels positifs donc I = [_ = 1 et donc

’ La suite (u,) converge vers 1 ‘

(e) La suite ((un,unt1) converge vers (1,1) donc

’il existe bien un entier ng tel que ((Ung, Ung+1) € D ‘




