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CONCOURS ENSAM-ESTP-ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques A MP
Corrigé

Questions de cours

1. Soient N et N’ deux normes sur F.
[ On dit que N et N’ sont équivalentes ssi : I(k1,k2) € (RT*)?VX € E, ki N(X) < N'(X) < k2 N(X). |
2. Soit X € E. Alors : Jig € {L...,n},NOO(X) = |x4,]-

Donc (Noo (X)) = |4, |P < Z |z |P.

D'oit : Noo (X) < N,y (X).
D’autre part, par définition de Noo (X), on a : Vk € {1,...,n}, |2k < Noo(X) donc

ke {L,...on} JzilP < (Noo(X))P et 3 [zafP < n (Noo(X))P.

Comme toutes les quantités sont positives, on en déduit que : N,(X) < n'/? N (X).
’ Donc les normes NN, et N, sont équivalentes. ‘

3. ’ Dans R"”, toutes les normes sont équivalentes ‘

4. On note : B = (eq,...,e,) la base canonique de R™. Soit X € E; alors X = Zxkek.

k=1
Donc u(X) = kau(ek) par linéarité.
k=1
n n
D’ou, grace a I'inégalité triangulaire : Ny, Z |2k | Noo (u(er)) < Noo(X) x ZNOO(u(ek)).
k=1 k=1

En posant | K = ZNoo(u(ek)) , on en déduit donc que : ’ VX € E, Noo (u(X)) < KN (X). ‘

Un endomorphisme u d’un espace vectoriel normé E est continu ssi u est lipschitzien ssi
Jk e RT,VX € E, N(u(X)) < kN(X) ssi u est continu au point 0.

6. Comme toutes les normes sont équivalentes dans R™, en utilisant la question 4. et I'une des caractérisations
de la continuité d’une application linéaire vues a la question 5., on en déduit que :
’ tout endomorphisme de R™ est continu ‘

Partie 1.

1. On calcule *AA et I'on obtient : *AA = I3. Donc | A est orthogonale |

2. On a, par la méthode de Sarrus : det(A) = (4 +44+4-148+8)=1.
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’ Donc ’endomorphisme u est une rotation. ‘

3. On calcule le polynéme caractéristique de A ; on obtient :

@) = @D - 2 =22 -1 122,

XA est scindé a racines simples dans C; par théoreme, ’ A est diagonalisable dans M3(C) ‘

4. 4.1 D’apres les questions de cours, u étant linéaire et E' de dimension finie,
’ u est un endomorphisme continu de F ‘

De plus, comme u est une isométrie vectorielle, on a : VX € E, | u(X) ||=| X ||. D’apres la définition
de la norme subordonnée qui nous est rappelée, on a donc : | ||| u |||=1 |

4.2 Soit w € Lo(E). Par composition, I’application X +—| w(X) | est continue sur E donc sur la
sphere-unité S(0g,1) ={X € E,|| X ||=1}. Or, comme E est de dimension finie et que S(0g, 1) est
fermée (image réciproque du fermé {1} par I'application continue X || X ||) et bornée, S(0g, 1)
est un compact de E. Comme toute application continue sur un compact y est bornée et atteint ses
bornes, | il existe Xy € S(0g, 1) tel que [[| w [[|=]] w(Xo) || |




5. On sait que la norme subordonnée est une norme d’algebre de Lo (E).
Donc Vk € N, ||| «* |||<]|| u |||¥, soit Vk € N, ||| v |||< 1.

| Donc la suite (u*) est une suite bornée de Lo(E). |

6. Dans ce qui suit, on confond tout vecteur de E avec la matrice-colonne qui lui est canoniquement associée.

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

ker(v) est Paxe de la rotation u. On a :

X €ker(v) <= AX =X — —§z+§y+§z =y (z»{z :g
sy+s5z2 = z vy =

Donc | ker(v) = Vect((1,0,1)) |

Soient X € ker(v) et Y € Im(v).

Alors AX = X etilexiste Z€ Etel que Y =2 —w(Z) =72 — AZ.

Dou: < X,Y >='XY ='X7Z-tXAZ.

Mais comme A est orthogonale, A = A~! donc
AX=X<—=X=A""X<—= X=AX —="'X ='XA.

Don:< X,Y >=tX7Z—-*X7 = 0. Comme ceci est vrai pour tout élément X € ker(v) et Y € Im(v),
[ ker(v) et Im(v) sont orthogonaux |

D’apreés la question précédente, on sait que ker(v) N Im(v) = {Og}. Par le théoréme du rang :
dim(ker(v)) + dim(Im(v)) = dim(E), donc, par caractérisation : | E = ker(v) & Im(v) |

Donc, pour tout X € E, il existe un unique X; € ker(v) et un unique Y € Im(v) tels que : X = X;4Y.
Mais Y € Im(v) <= 3Z € E|Y = Z —u(Z); dou

(VX € B,3X; e ker(v),3Z2 € B,X = X1 + Z — u(Z) }

Soient X € E et m € N*. D’apres la question précédente : X = X3 + Z — u(Z) ou X; € ker(v) et
Z € E. Alors v(X1) = Op, soit u(X1) = X; et donc Vk € N, u*(X;) = X;. Donc :

1m 1 m—1 lm 1 1 m—1
- - - k = k+1
k=0 k=0 k=0 k=0
1 m—1 m—1 1 m—1 1
Or, — F(X1) =X et téles P = Z) - — L7y = —(Z —u™(2)).
g 2 ) = X e par desomage - L3S k() L3S W) = L7 - n(2)

1
Dot : pp(X) = X1 + E(Z —u™(2)).
Ona: || Z—-w™(Z) < Z]+I[um™(2) ).
De la question 5., on déduit que : || Z —u™(Z) IS (| Z | + Il «™ Il Z ||) < 2 || Z || puisque
Il w™ |||< 1 pour tout m € N.

1
La suite (Z — u™(Z))men est donc bornée. D’ou  lim E(Z —u™(Z)) = 0g.

m—+

Donc la suite (pn,, (X)) converge vers X; c’est-a-dire vers la projection de X
sur ker(v) parallelement & Im(v) i

Partie 2.

1. Soit A € M,,(C). On suppose que ||| A |||=0
Alors : VX € E||| X |=1 =| AX ||= 0 = AX = 0g. Mais, quitte & diviser X par sa norme, on en
déduit, puisque A0g = O que, pour tout X € E, AX = 0g. Donc A = O,,.
Pour tout A€ R,on a: ||| A |||= sup | MAX ||= \)\| sup I AX |l= Al Al
X

Pour toutes matrices A et B, on a : pour tout X € E,
| (A+ B)X =]l AX + BX |<[| AX || + | BX |<|| Al + [l Bl
Dou: ||| A+ B|[<|l| Alll+ || BIl|-Donc[ || [l est une norme sur M, (R) |

2. 21

B est produit de matrices a coefficients réels, donc est a coeflicients réels.

De plus : {('AA) ='A"A ="'AA = B.| Donc B est symétrique |

D’autre part VX € B! XBX ='XtAAX = 1(AX)AX =< AX, AX >> 0.

Donc B € §;F(R).

] Par théoreme, B est diagonalisable et ses valeurs propres sont positives ou nulles \

Si A€ GL,(R), *A € GL,(R) donc, par produit, B € GL,(R). Donc 0 n’est pas valeur propre de B.
| Si A€ GL,(R), B € S (R) et ses valeurs propres sont strictement positives |.




2.2

2.3

24

3. 3.1

3.2

3.3

Si U est une matrice semblable & B, U et B ont le méme polynéme caractéristique, donc les mémes
valeurs propres, donc | p(U) = p(B) |

Notons que, puisque les valeurs propres de B sont positives ou nulles, p(B) = sup{\, A € sp(B)} =
max{\, A € sp(B)}.

Par le théoreme spectral, on sait que B est diagonalisable dans une base orthonormale B.

Donc il existe P € O, (R) et une matrice D = diag(A1, ..., A,) diagonale telles que :

B = PD!'P (\1,...,\, sont les valeurs propres de B distinctes ou non).

Or, on a, pour X € E : | AX |?=< AX,AX >=!'XBX = !XPD!'PX. On pose : Y = 'PX;

alors 'Y = tXP et | AX |*='YDY = Z)\iyf. Comme P est une matrice orthogonale, || Y ||?=
i=1

YY =tXP'PX =*XX =| X ||. Si on prend X € E tel que | X ||= 1, on a alors : || AX ||?°<
p(B)Y y? = p(B).
i=1

On en déduit donc que : [ [[[ A[> < p(B) |

Notons i un entier entre 1 et n tel que p(B) = \;, et X un vecteur propre de B, unitaire, associé
a la valeur propre p(B).

Ona: || AXy [|>="XoBX, = p(B)" XoXo = p(B). Do : [ [[A[[> = p(B) |

Si w est une homothétie de rapport v # 0, pour tout X € E,ona: AX =X donc || AX ||= || || X |-
Done | [[[ Afll= ] |

Pour tout k € N, u* est une homothétie de rapport 7* donc ||| A* |||= |[y|* et
| (AF)ken est bornée ssi [y <1 |

I, |car v # 1. Comme

~m(l—7)

1 m—1 T—~m
Ona:Vk €N, A* =~*I, donc P, = ( g fyk> I, soit | Pp, = 2
M=o

| v]< 1, il est clair que’ mglilmpm =0, ‘

4. ERREUR d’ENONCE : il faut supposer que u est un endomorphisme de E autoadjoint.

4.1

4.2

4.3

Par le théoreme spectral, u est diagonalisable dans une base orthonormale et A € S,,(R). D’apres la
question 2., ||| A |||*= p(B) ott B ='AA = A% Or, comme A est diagonalisable, les valeurs propres
de A% sont : A2, A\3,...,\2. Donc p(B) = p(A4?%) = (p(A))%.

Diou: | [[[ A [[[=p(4) |

Pour tout k& € N, les valeurs propres de AF sont : AF, A5, ... A\ et AF € S, (R). Donc, d’aprés ce
que I'on a démontré & la question précédente, on a : ||| A* |||= p(A¥). Mais p(A*) = sup{| \¥ |, \ €
Sp(A)} = (p(A))".

Donc ||| A¥ |||= (p(A))* et | la suite (AF) est bornée ssi p(4) <1 |

On sait qu'il existe P € O, (R) telle que : A = PD'P o D = diag(\1, ..., \n).

Alors : Vk € N, AF = PDF P avec D* = diag(\F,..., \F).

1= A7 1=
D'ott: P, = P di L. n tp.
ot s Fm 148 (m(l - X)) m(1 - )\n)>
Comme, pour tout ¢ € {1,...,n},| A; |< 1, alors’ ml_ig_ls_loo P,=0 ‘
Partie 3.

1. On a, par définition de v : X € ker(v) <= u(X) = X.

m—1
1
Donc | Vm € N*, VX € ker(v), ppm(X) = — E X =X.
m
k=0

2. p, et v sont des polynomes en u donc commutent d’apres le cours. Donc ’ VYm € N*, p,ov =v0pp,.

-1

[N 1"” k+1 1 S k

Dou:meUZUOpm:pm—qum.Orqum:—E U :—E u”.
mk*O mk*l

17 . 1 .
Par téléscopage, on obtient : | p,, ov = — (idg — u™).
m

3. 3.1

On a: X € Im(v) donc il existe Y € E tel que X = v(Y).
1
Alors p(X) = (pm 0 v)(Y) = — (¥ —u™(Y)).



N, 1 m 1 m
Dot : || pm (X) I< — (1Y | + [Tw™ (@) 1) < — (NY I+ 1Y T ™ 1)
Y|

On obtient donc : || pp,(X) ||< — (14 || w™ ||])-

On se donne G un supplémentaire de ker(v) dans E'; on sait que v induit une bijection notée v; de
G sur Tm(v). Dans le calcul précédent, on peut alors prendre Y = v;*(X). De plus, comme G est
de dimension finie et que v; est linéaire, v; est continue. D’ott : || Y [|<|| X || ||| v;'* ||| En posant

_ . ; K m
K =|| X || [l 7" |ll, on a bien : | ¥Ym € N*, || pm(X) [|I< — (4 [l ™ D).

K
3.2 Par hypothese, la suite (u™) est bornée. Donc liI}rl — 1+ Jw™||]) = 0.
m——+oo m

Par le théoréme d’encadrement, on en déduit que : | la suite (py, (X))men+ converge vers Op |

4. Soit X € ker(v) NIm(v); d’apres la question 1. : Vm € N* p,,(X) = X. Mais, par passage & la limite
quand m tend vers 'infini, comme X € Im(v), d’apres la question 3.2, lirJrrl pm(X) = 0g = X. Donc
m——+00

ker(v) NIm(v) = {0g} et | la somme est directe |
5. Mais, d’apres le théoreme du rang, on a : dim E = dim(ker(v)) + dim(Im(v)) = dim H. Donc .
6. On a, d’apreés ce qui précede, E = ker(v) @ Im(v) donc :

VX € E,3(X1,X5) € ker(v) x Im(v), X = X1 + Xo.

On a alors : p, (X) = X1 + pm(X2). D’apres la question 3.2, LHE Pm(X2) = 0 donc

lir_rirl Pm(X) = X1 = p(X). ’ La suite (py,)men+ converge donc simplement sur E vers p ‘
m—r+00

Partie 4.

1. On a: ||| idg |||=1 et, pour tout m € N* : ||| u™ |||<||| w |||™< 1.
’ Donc la suite des itérés de u est bornée ‘

2. Comme u est continu, p,, est continu.
m—1 m—1

1 m
. * k 2: Y
Ona.VmEN,|||pm|||<mkEO|||u |||<mk01 m 1.D0nc.’ mEN*,H\pmHKl‘.

3. 3.1 ERREUR I’ENONCE : il faut prouver que pour tout entier naturel m non nul, pour tout 7' € Im(v)
on a: || pm(X) IS pm Il - | X =T || + [| pm(T) |-
Par linéarité de py,, pour tout T € Im(v), ppm(X) = pm (X = T) + pm(T),
puis || pim (X) |S]| pm(X =T) || + || pm(T) ||, d’ot :
LT [T 2w [T TX =T [+ [ (D) [}

3.2 Des questions précédentes, on déduit que :

vm € N*,YT € (o), | p(X) 1< X = T | + | pua(T) |1
Soit € > 0; comme X € Imw, il existe T € Im(v) tel que | X — T [|< % On choisit alors Y € F tel

que v(Y) = T. Un calcul du méme genre que celui fait & la question 3.1 de la partie 3 donne :

RE m 2|V
I pm(T) |I< (Il w™ ll) < :
m
Par le théoreme d’encadrement, on obtient : liIE || pm(T) ||= 0. Donc, il existe N € N* tel que,
m—+0Q0

pour tout m > N, on ait : || pp,,(T) ||< %
D’oli:Ve > 0,3N € N*,Vm € Nym > N =|| pn(X) ||< e. Donc| la suite (pm(X)) converge vers Og |

4. La démonstration est identique a celle faite a la question 4 de la partie 3.
Donc | la somme H = ker(v) + Imv est directe |

5. Soit m € N*.
5.1 v et p,, commutent donc, par théoreme : ’ VYm € N*, Im(v) est stable par p,, |

5.2 Soit X € Imw; il existe alors une suite (Xy)ren de vecteurs de Im(v) qui converge vers X . Par conti-
nuité de p,, la suite (pp, (X)), est convergente de limite p,,(X). D’apres la question précédente,

pour tout k € N, p,,,(Xg) € Im(v), donc p,,(X) € Imw. Donc’ Im v est stable par p,, |

5.3 Comme v et p, commutent, ker(v) est stable par p,,. H est la somme de sous-espaces vectoriels
stables par p,,, donc ’ H est stable par p,, ‘




5.1 La démonstration est identique a celle faite a la question 6 de la partie 3, en remplacant p,, par m,,
et p par . Donc | la suite (p,)men converge simplement sur H vers 7 ‘

5.2 On a, par continuité de p,, : VX € H, || pm(X) [|<|I| pm |l] || X |I<]] X || d’apres la question 2. En
passant a la limite quand m tend vers +oco, on obtient : [ VX € H,[| «(X) [[<[| X | |

5.3 Comme 7 est linéaire, d’apres les caractérisations des applications linéaires continues rappelées dans
les questions de cours, | m € Lo(H) | (nouvelle coquille : m n’est définie que sur H).

Partie 5.

. Si X € E,Y = u(X) est une sous-suite de X donc reste bornée. Donc Y € E. La linéarité est évidente.
Donc ’ u est bien un endomorphisme de F ‘

. Soient X € Eet Y =u(X).Ona: [|Y ||=sup,ey | Tnt1 |=sSupPpen- | Tn [< SUDP,en | 20 [=]] X |-
Dou:VX € E, || w(X) |I<]| X ||. Donc u est continu et ||| w |||< 1. Mais, si’on considére la suite constante
X égaleal,ona:u(X)=X.Donc| |[|ul]l|=1 |

. Ona: X €ker(v) ssi V¥n € Nz, = 2,11 ssi X est constante.

Donc ’ ker(v) est ensemble des suites constantes ‘

. Soit X € Im(v); il existe YV G E tel que X = v(Y) cest-a-dire : Vn € N, z,, = yp, — Ynt1.

n—1
On a alors : Vn € N*, s, = Zxk—z Yk — Yk+1) = Yo — Yn-
k=

0
D'ou : Vn € N*,| s, |<| %o | + | Yn | 2] Y || car Y est bornée. Donc S est bornée.
Reaproquemen‘c7 soit X = (x)ren telle que la suite S définie par le texte soit bornée.
Alors il existe M > 0 tel que : Vn € N, | s, |< M.
Dot : Vn € N,| z,, |=| snt1 — 8n |<| Sna1 | + | 80 |< 2M. Donc X est bornée.
En posant : Vn € Ny, = —sp,ona:V¥n € Ny, —yni1 = —Sn+Snt1 = p. Donc v(Y) = X et X € Im(v).
n—1
D’ou I’équivalence : | X € Im(v) ssi S définie par so =0 et ¥n € N*, s, = Z xy, est bornée |
k=0
. On construit la suite X = (z,,)nen de la fagon suivante : Vn € N,Vk € [m(m +1),(m+1)? = 1],z =1
et Vk € [(m+1)%,(m+1)(m+2)—1],z, = 0. Donc X = (1,0,1,1,0,0,1,1,1,0,0,0,...). Pour tout

m € N* on pose : p,(X) = (ygm))neN*. La suite (pm(X)) e+ est divergente car elle ne vérifie pas le
n+m—1
critere de Cauchy. En effet, on a : Vm € N*,Vn € N yn = Z Tk-
1

Par construction de la suite X, on a : Ym € N* ,y(w(b) )= let ygzgfl) =3

IS * 2m
Dot : Vim € N*, || p(X) = pam (X) 2] 400 _1) = Yortm_1) |— S

Il existe donc une suite X € E telle que la suite (pm(X)),,cn- dlverge .

FIN DE L’EPREUVE.



