conclut par TC (théoréme de comparaison

E3A Epreuve de Mathématique B MP

1.
(a) Posons h : t — \1/117152 sin(tu)
Enl:h(t):O(m): O(

Conclusion : ’ g est définie sur ]R‘
1
t
]_ _

(b) Pour tout a €]0,1], /

a

—dt =

Exercice 1

et I =[0,1]. h est continue sur I par TG (théorémes généraux).

) et comme ¢t —

1
est intégrable sur I (intégrale de référence), on

que h est intégrable sur I.

1—a?

1
{—\/1 —tQ} = 1/1 —a?. Résolvons V1 —a? = % :
a

1
= — d’ou
u

1
a = 1/1— — convient car il appartient a ]0,1[ (u > 1).
u

y:

Conclusion :

1
Conclusion : |, =4/1— —
u
Yt e [0,1 ! T ! d’ot
(C) S [ ) [7 m = (1 —t2)3/2 ou
Qe . t — cos(tu) cos(tu)
/0 f_ﬁsm(tu)dt:[m< )] /0 1—t2 373 (— " )dt

Qy, — cos(ay,u) Ou 1
= dt
e () [ ()
On en déduit que pour tout u > 1,
t Yoot
u)| < sin(tw) dt| 4+ ————sin(tu) dt donc,
ot i ()’ e VI— 2 ()‘
Qo t 1 t
u)| < sin(tw) dt —|—/ det donc,
ol <), g ‘ o VI— 12
Qy, — cos(ay,u) Gu 1 cos(tu)
< dt| + —
lg ()l m( u ) +/0 (1—t2)3/2( u TV
1
Or o,y = 4/1 — = donc
u
a, (1 S 1 1 1
< - —_— dt| + — d’ov
ot [(u> [ e (3) ol o
a, (1 a, (1 1
<L (= =) dt+—
st (2)+ 2 (2) o
Et comme «,, < 1, on a finalement | (u)|<i+i+i*i
oo ST T T Ve

Conclusion : |Vu > 1, |g(u)| <

3
Ja

2.

(a) Le cercle de centre O et de rayon 7 a pour équation x2 + 32

T2 — 2

2

= 7=. comme y est positif, on en déduit que

Vo €] —m,m], f(x)

T2 — 2




(b) Voir le cours! Ici ce théoréme ne s’applique pas car la fonction n’est pas de classe C' par morceaux sur IR &

cause de lim f'(x) = 400

T— T

3.

(a) La fonction étant paire on a pour tout n > 1, |b, = 0| et pour tout n € IN, |a,, = f/ f(t) cos(nt) dt
T Jo

(b) Effectuons une intégration par partie sur a,, :

sin(nt)]” sin(nt 2 / sin(nt)
(t t) dt = - — ——— dt = — —— dt
/ f w {f() n } / VT2 —t2  0n T Jo Vri—t2 n
Effectuons ensulte un changement de variables t = 7z :
/ sm(mmc / )
=— — = sin(nmz) dz
T Jo /72— (mx)2 N \/17
2
Conclusion : |Vn € IN*, a,, = —g(mn)
n
4.
P 2 3
(a) Posons u,, définie par u, (x) = a, cosnx. On a pour tout = € IR et pour tout entier n > 1, |u,(z)| < ——= = vy,
n+/mn

1
d’aprés le 1. (c), et comme v, = O ( 3/2) par TC, (3" v,) converge et donc la série (> u,) converge normalement

sur IR.

Conclusion : ’La série de Fourier de f converge normalement sur IR

Ce résultat ne contredit pas le 2. (b) car le théoréme de Dirichlet n’est qu’une condition suffisante pour que la série

converge normalement sur IR. De plus cette converge normale ne donne pas vers quoi elle converge.
n
. ao

(b) Soit S, (f) = 5 + >,

D’une part f est continue sur IR : en effet f est 2r-périodique, continue sur | —m, 7| par TG et f(z+) = f(77) =0
d’ott f est continue sur IR. On a donc d’aprés le théoréme de Parseval, la convergence en moyenne quadratique de
(Sn(f)) vers f, soit lim [ISn(f) — fll2 = 0.

n—-4o0o

D’autre part on a d’aprés le 4. (a), la série (> u,) qui converge normalement sur IR vers une fonction F, donc
la suite (S, (f)) converge uniformément sur IR vers F. La fonction F est 2m-périodique (transfert par convergence
simple) et F' est continue sur IR (transfert par convergence uniforme de la continuité). On peut donc considérer dans
Pespace Cor @ ||Sn(f) — F|l2 < ||Sn(f) — F|loc — 0 lorsque n tend vers l'infini. On en déduit donc que la suite (S, (f))

converge en moyenne quadratique vers F'. Par unicité de la limite (quadratique), onc a F' = f.

Conclusion : ’ (Sn(f)) converge normalement sur IR vers f ‘

Exercice 11

1.
2
(a) Tout d’abord le théoréme de Schwarz permet avec des fonctions de classe C? de confondre 920 (z,y) avec
€roy
0*f
m(lﬂy)-
e . 1 2 af
S’il existe a de classe C' telle que V(z,y) € IR” tel que a—(smy) = a(z)f(z,y) alors
x
o*f of *f of of of
= = d’on = = == = .
S @) = a(0) G (@) Con Fla,) 32 w) = Fa) ale) o) = G G



On en déduit que f vérifie (£).

Réciproquement, si f vérifie (£) et qu’elle ne s’annule pas sur IR, considérons g définie sur R? par g(z,y) =
d *f of of
afi;(w,y) ) , g a?ay(x,y)f(x,y)—%(x,y)afy(x,y)
<2 ——_  On a g de classe C* par TG et VY(z,y) € IR°, —=(z,y) =
flz,y) J (@) 8y( y) f(z,y)?

car f vérifie (£). Comme IR? est un ouvert convexe, il existe une fonction a de classe C' sur IR telle que V(z,y) € IR?,

:O,

oler,0) = a(e), soit 5L (2,9) = a(e)f (2, v).

Conclusion : ’ On a bien I’équivalence ‘

(b) Soit f solution de (£) et ne s’anulant pas sur IR. On a donc Pexistence du a et du 1.(a)

Analyse : Si on pose f(z,y) = F(x) (y fixé), alors %(x,y) = a(z)f(x,y) s’écrit F'(x) = ax(x)F(z), soit a 'aide
des équations différentielles du ler ordre linéaires : F(z) = X\eA(®) ott A est une primitive de a.

Synthése : Notons A une primitive de a sur IR (qui existe car a est continue sur IR) et considérons g définie sur

IR? par g(z,y) = f(x,y)e”*®). Comme a est C! sur R, A est C? sur R et donc g est a est C? sur IR?. Dérivons par
of

0
rapport & z : afg(x,y) = 87(33’1/)6_14(3:) — fz,y)a(z)e”A®) = 0. Comme IR? est convexe, il existe une fonction v de
X X

classe C' sur IR telle que V(x,y) € IR?, g(x,y) = ¥(y) et donc f(z,y) = p(2)Y(y) avec p(z) = eA®),

—A[®@) 4 est de classe C2 sur IR par TG et ne s’anunle pas sur IR. On en déduit que

Comme on a ¥(y) = f(z,y)e
Y(z,y) € R?, f(z,y) = p(x)(y) avec ¢ et 1) de classe C? sur IR et ne s’anunlent pas sur IR.
Réciproquement si V(z,y) € IR?, f(z,y) = ¢(2)¢(y) avec ¢ et 1 de classe C2 sur IR et ne s’anunlent pas sur IR,
alors f est clairement C?2, ne s’annule pas sur IR et vérifie
2
F(29) 5 (220) = G 0) G 0,) = pl@)00) @0/ (0) = & @Dl () =0

Conclusion : ’ On a bien I’équivalence ‘

On n’a pas 'unicité car si (p,1)) convient alors (2¢, %1/1) convient aussi!

(c) Si f vérifie £ et ne s’annule pas alors il existe ,1 C? et ne s’annulant pas tel que V(z,y) € IR?,
F(,y) = p(@)b(y), done F(z,0) = p(x)¥(0) et £(0,y) = (0} (y).

Posons alors wo(x) = g(x) , o(y) = M(y) et V(z,y) € R?, f(z.y) = po(a)¢o(y), donc

f(2,0) = ¢o(x)0(0) = g(x)Ah(0) et f(0,y) = ©0(0)tho(y) = g(0)Ah(y). Comme g(0) = h(0), A = ﬁ convient et

>

_ )
V(x,y) € ]R27 f(x,y) - g(x) m

Pour l'unicité si fi et fo sont 2 telles fonctions, on a fi(z,y) = ¢1(z)¥1(y), et fa(z,y) = pa(z)12(y), d’ou

fi(2,0) = 01(2)¥1(0) = fa(x,0) = pa2(2)12(0) = g(x) et

J1(0,9) = @1(0)Y1(y) = f2(0,9) = 2(0)¢2(y) = h(y) d'ou il existe 2 reels a et 3 tels que 2 = apy et Py = iy

On en déduit que f1(0,0) = f2(0,0) = 1 (0)41(0) = afy1(0)¢1(0) = g(0) (= h(0)) comme tout est non nul, on a
donc aff =1 et donc fy = fo et 'on a Dunicité.

h(y)

Conclusion : |V(z,y) € R?, f(z,y) = g(x) —=+ convient et est unique

9(0)

2.



(a) Petite erreur d’énoncé : lire y — f(z0,y) et non y — f(x,yo).

Soit (zg,yo) un maximum local de f. Soit r > 0 tel que V(z,y) € [xo—r,xo+7] X [yo — 7,90+ 7], f(z,y) < f(x0,y0)
et donc Vz € [zg — r,x0 + 7], f(x,y0) < f(20,y0) d’0olt o est un maximum local de x — f(z,y0). On fait de méme
pour y — f(xo,y) qui admet un maximum local en yq.

Réciproquement soient 2y un maximum local de z — f(z,yo) et yo un maximum local de y — f(xq,y).

Il existe @ et ¥ telle que Y(z,y) € IR?, f(z,y) = ¢(z)¥(y). Comme f ne s’annule pas, ¢ et ¢ non plus. Par valeurs
intermédiaires elles ne changent donc pas de signe. Quitte a changer ¢ en —p et 1 en et —1), on peut supposer que

@ > 0 et comme f est positive, on en déduit que ¢ aussi.

f(xa yO)
¥(yo)
donc Vexistence d’un r > 0 tel que Vx € [xg — r, 20 + ] p(z) < @(z0) et Vo € [yo — 7,90 + 7] Y(y) < ¥ (yo) et

D’autre part, p(z) = , donc ¢ admet un maximum en xg. De méme 1 admet un maximum en yy. On a

Comme tout est strictement positif, on en déduit que

Vo € [z — 7,0 + 7] X [yo — 1,90 + 7] f(2,y) = w(@)Y(x) < o(w0)Y(v0) = f(20,Y0)-

Conclusion :

’f admet un maximum local en (zg,yo) SSI x¢ est un max. local de x — f(z,yo) et yo un max. local de y — f(zo,y). ‘

(b) Soit A = {xg € IR tel que z( soit un maximum de z — f(z,yo)} et B = {yo € IR tel que yo soit un maximum

de y — f(xo,y)}. On a alors

Conclusion : ’A x B = {(x0,y0) tel que f admet un maximum local en (xg,y0) } ‘

3.

(a) Considérons h définie sur IR par h(t) = 3 + [t|>. On a donc

0sit<O 0sit<O 0sit<O
h(t) = d’ou K/ (t) = et B/ (t) =

2381t >0 6t2sit>0 12t sit >0

Les limites de h, b’ et h”" & gauche et & droite en 0 sont toutes égales & 0. Par le théoréme de prolongement des

fonctions de classe C*, h est donc de classe C? sur IR. On en déduit par TG que f est C? sur IR? ( f(x,y) = h(zy) ).

2
(5) On 0 ¥(a,y) € %, 52 (a9) = () 51 (o) =l () et 53 = /() + g a)
2 Osizy <0
F00) o)~ (00) G (2.9) = i) oyt (o)~ ot/ (o) =

3625y° — 3625y°— = 0 si 2y > 0
Conclusion : | f vérifie (€)
(c) Supposons qu’il existe et o telles que V(z, y) € R2, f(z,y) = p(x)¥(y) f(1,1) = p(1)¥(1) = 2 done (1) # 0

et (1) # 0, f(—1,—1) = p(~1)$(~1) = 2 donc p(~1) # 0 et Y(~1) # 0 et enfin f(~1,1) = p(~1)p(1) # 0 or

f(=1,1) =0 car (—1,1) est dans la zone zy < 0 : Absurde!

Conclusion : | Il n’existe pas ¢ et ¢ telles que Y(z,y) € IR?, f(x,y) = p(z)¢(y)




Exercice 111

1.
(a) Siz=y+zavecy € Fet z€ Ft etsi f est le projecteur orthogonal vectoriel sur F' alors

I£@)12 = llyll® < llyll? + ||Iz]1? = ||z]|?, donc ||f(x)] < ||(z)]| et égalité SSI z = 0 c’est-a-dire SSI x € F. On en
- —
1 )

— — — —
déduit que p(A)p(B) = ||7(AB)|| < ||[AB|| = AB et égalité SSI AB cvect(i, j) = k= .

— — —

Conclusion : | p(A)p(B) < AB et égalité SSI ADB evect(i, j)= kt.

I

(b) On a D = A+vect(w) et donc p(D) = p(A)+vect(w(u)).

(D) ={p(A)}

p
Si (W, k) est libre alors 7(u) # 0 et p(D) est la droite passant par p(A) et dirrigée par le vecteur m(u).

Si @ =k alors 77@) =0 et

2.

(a) p est une bijection affine de d vers D, comme h € d = p(D), il existe un unique point H € D tel que h = p(H)

Conclusion : ’ On a l'existence et 'unicité du point H‘

— —

1 _ / ) _ / _>L_ . . ) N
)= et O € II donc O = p(H’). D’autre part h = p(H) et H'H € A~ =vect( i, j). D’aprés

) OH e A = (7,7
le 1 (a), on a donc p(H')p(H) = H'H soit Oh = H'H

—

SiMecAet NeD, MN—=MH +HH-+HN =717 +7 avec @ = MH + HN et ¥ = H'H

— N . R — T ~L / N NP /

weF=A+Det v =HHeA— et comme (OhHH') est un parallelogramme ( (0h) est parallele & HH' et
(0H') est paralléle A hH ),on a v = H'H = Oh € D*.

On en déduit que ¥ € F*. D’aprés Pythagore, on a MN? = ||| + | 7'|> = | V||> = OR? ( avec égalité SSI

— . N I O
uw = 0 soit comme A et ND non paralléles, donc SSIMH' + HN =0SSIM =H et H=N )

Conclusion : |V(M,N) € A x D, HH' = Oh < MN

3.

(a) C NI est le cercle de centre O et de rayon 1, donc d’équation x2 + y* = 1.

Conclusion : ’L’équation deCest 2?2+ 9> =1 ‘

T = COSUu

Paramétrons le cylindre C : M (u,v){ y=sinu ,u €] —m 7 etveR

z=w
—sinw 0

On a %—Aj(u, v){ cosu et %—Af(u, v) < 0 et le point M (u,v) est clairement régulier.
0 1

r—cosu —sinu O

D’ou le plan tangent a C au point M (u,v) a pour équation : y—sinu cosu 0|=zcosu+tysinv—1=0

zZ—v 0 1

Conclusion : | Les plans tangent & C ont pour équations x cosw + ysinw = 1




(b)

ler Cas : La droite D est paralléle & A. La droite D a donc pour équation dans le repére du probléme D y=">

=z

Soit A(a,b,0) € D, le projeté de A sur A est O donc comme d(D,A) = 1, on a OA = 1 et donc a® + b? = 1.
On en déduit qu’il existe § € IR tel que a = cosf et b = sinf. La droite D est alors clairement incluse dans le plan
P/xcosf + ysind = 1 qui est un plan tangent a (C)

2¢me Cas : La droite D n’est pas parallele & A. Soit H et H' définis au 2. On a d(D,A) = 1 = HH' et si
H'(0,0,up) alors il existe § € IR tel que H(cos#,sin6,ug). La droite D est alors clairement incluse dans le plan

P/xcosf +ysinf =1 qui est un plan tangent a (C)

Conclusion : ’Toute droite D distant de A de 1 est incluse dans un plan tangent a (C) ‘

r=1

(c) La réciproque est fausse, en effet soit D la droite D y=3 . Ladroite D est incluse dans le plan tangent

z=2z
P/zcosw + ysinw = 1 avec w = 0. Or d(D,A) = OH = /10 # 1 avec H(1,3,0)
4.

(a) 1l existe un repére R = (O, w, ¥') orthonormé du plan Py = O + vect(

?, 7) tel que O’ ait pour coordonnées
(1,0). Le cercle ' a pour équation dans ce repére z2 + y? = 1 et le cercle " a pour équation dans ce repére

(r —1)? + y? = 1. Soit M(a,b) € T, la tangente en M a I' a pour équation T, ,/ax + by = 1. Soit M’ (a’, ') € IV,
la tangente en M’ a I a pour équation 7}, ,,/(a’ — 1)z + by =a’.

On cherche donc 2 couples (a,b) et (a’,V") tels que T, = T}, ;. On fait 2 cas a’ = 0 et a’ # 0 et I'on trouve les 2
tangentes communes d’équation T'/y =1 et T/y = —1.

(b) ler Cas : La droite D est paralléle & A et A’. Alors il y a exactement 2 points A et A’ equidistant de O et O’
dans le plan II. Les 2 droites A + A et A + A sont les 2 droites paralléles & A et A’ et a1 de A et A/,

2¢éme Cas : La droite D n’est pas parallele & A. Avec les notations du 2. , soit hy le projeté de O’ sur d = p(D). On
a alors d(D,A) = Oh et d(D,A’) = O’'h; et donc on doit avoir m colinéaire & OO’ et donc la droite d est paralléle
a (00'). Soient d; et ds les 2 seules droites du plan IT qui sont & 1 de la droite (OO’). Les droites solutions sont les

droites de D dont la projection sur II est d; ou ds.



