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Questions de cours et exemples

Un polynéme annulateur de f est un polynéme P € R[X] tel que P(f) = 0z p).

Js est un idéal de R[X] (et accessoirement un sous-espace vectoriel de R[X]).

Si Jy # {0}, le polynéme minimal de f est 'unique polynéme unitaire 7y tel que J; = 7, R[X]. Clest
aussi le polynéome unitaire appartenant & Jy de plus petit degré.

D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, J; # {0} puisque le polynéme caractéristique de f, xs appar-
tient & Jy.

1/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2

1/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2

OnaM = donc M? = M et donc, par récurrence, Vk € N*, M* = M .

Ainsi X? — X € Jy done 7y | X? — X = X(X — 1) et donc 7y € {X, X —1,X? — X} (1 nest pas
annulateur si £ # {0}). Or M # 0 et M # I, donc 7p = X% — X .

o L’équation homogene y” +y = 0 est & coefficients constants et a pour équation caractéristique X2+1 =0
donc les solutions sur R & valeurs dans R de y” + y = 0 sont les fonctions x — A cos(z) + Bsin(x) pour
(A, B) € R?.

Comme ch” = ch, une solution particuliere de y” + y = ch(z) est la fonction z %ch (z) donc

les solutions sur R de y” +y = ch(x) sont les y : z +— %ch (z) + Acos(z) + Bsin(z) pour (4, B) € R?.

o De méme, les solutions sur R de y” + y = sh (z) sont les fonctions x — %sh (z) + Acos(z) + Bsin(x)
pour (A, B) € R%.

Puisque f est supposée de classe C* sur R alors g est de classe C? sur R et donc :

(f solution de (Hy) ) (Vx eR, fW(x)= f(x))
= (Vo eR, fO@) + () = f@)+ £(2))
= (VreR, ¢(z) = g(x))
donc (f solution de (H ) (g f"” + f solution de y’ = y)

(Hs) : 3" —y = 0 est linéaire, homogene, a coefficients constants et a pour équation caractéristique
X? —1 = 0 donc a pour solutions les fonctions = — Ae® + Be™® avec (A,B) € R?, ou aussi,
les solutions de (Hz) sont les y : 2z +— Ach (z) + Bsh (z) pour (4, B) € R? .




E3A, 2008, MP, Mathématiques A 2/6

4.

Le principe de superposition des solutions et les résultats de la question [6.1] donnent :
les solutions de (H;) sont les y : z +— A cos(z) + B sin(x) + Cch (z) + Dsh (z) avec (A, B,C,D) € R*.

. Par définition de F, la famille (cos7 sin, ch, sh) en est génératrice. De plus, si A cos+B sin +C ch+ D sh =

0 alors, en dérivant deux fois, —A cos —B sin +C' ch+ D sh = 0 donc A cos+B sin = 0 et C'ch+ Dsh = 0.
En prenant les valeurs en 0 (par exemple), on obtient A = B = C = D = 0 donc cette famille est libre
etc’est donc une base de E. Ainsi dim(E) =4 .

. La dérivation est linéaire et (A cos +B sin +C'ch + Dsh)/ = —Asin+B cos+Csh+ Dch € F donc E

est stable. Donc la dérivation induit bien un endomorphisme de E .

. D’aprés [6.4], E est 'ensemble des solutions de (H;) donc Vy € E, y*) = §*(y) = y. Ainsi X* —1 € J;
3

et 5 | X* — 1. Si w5 # X* — 1 alors deg(7s) < 3 donc 75 = a; X*. On alors
i=0

V(A,B,C,D) e R*, 0=ms(0)[A cos+B sin+C ch+ Dsh]

3 .
Z a; [A cos+B sin+Cch + D sh] @
i=0
= ((ao — a2)A + (ag — a1)B) cos+((ap — a2) B+ (a1 — a3)A) sin

+ ((ao + a2)C + (a1 + az)D) ch + ((ap + a2)D + (a1 + a3)C) sh

donc, par liberté de (cos, sin, ch, sh),

(ag —az)A+ (a3 —a1)B=0
— B+(a1—a3)A:O
V(A,B,C,D) € R* (a0 —a2)
( ) ) k) )E ) (a0+a2)0+(a1+a3)D:0
(ao + CLQ)D + (a1 + 113>C =0
soit ag = as = —ag et a1 = ag = —a;1 donc ap = a1 = as = ag = 0 ce qui est absurde. Donc 75 = X* — 1.
Probleme
Partie I
. . k
On a dim(E,) =n + 1 et une base est (X )ke[[om]] .

oWP e B, u(P)=P € Eet¥(P,Q) € E%, YA€ R, u(P+AQ) = (P+ Q) = P' + Q' = u(P) + \u(Q)
donc u € L(E) .
De plus, si deg(P) # 0, deg(P’) = deg(P) — 1 et si deg(P) = 0, deg(P’') = —oo donc u(E,) C E, .
d d d
©Si P #0et deg(P) =davec P =Y ap X" avec ag # 0 alors v(P) = > ap(X + 1) = 3 ap(X* +
k=0 k=0 k=0
EXF1 4. ) =qg X%+ (dad + ad_l)Xd_l +---doncv(E,) C E, .
On adonc VP € E, v(P) € Eet V(P,Q) € E*, VAER, v(P+ Q) = (P+AQ)(X +1)=P(X +1)+
AQ(X +1) =v(P)+ M(Q) donc v € L(E) .
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0 --- 0
0 Lo
ou(l)=0et Vk € N*, u(X*) =k X" 1 donc U, = | : o0 | eMupi(R)
0 0 0
1 1 1 1
0 1 () (¥)
k Lot . n
oVkeN, v(XF) =(X+1F=3 MXdoncV,=| "~ 1 ' () € M,+1(R)
1=0 . " " . .
0 1

o P" = 0si et seulement si P est constant donc Ker(u,,) = Eg et Im(uy,) = Vect (uy, (1), un (X), ..., un(X™)) =
Vect(0,1,...,nX"" 1) donc Im(u,) = E,—1 .
o det(v,) = det(V;,) = 1 # 0 donc v, est un automorphisme de E,, et donc Ker(v,,) = {0} et Im(v,,) = E,, .

OnaVP € E, uov(P) = (P(X + 1))I = P'(X +1) =vou(P) donc u, et v, commutent .

© Xu, = Xv, donc xu, = X"
o Donc 0 est valeur propre de multiplicité n+1 et I’espace propre associé est Eg(u,,) = Ker(u,) = Eg # E,
car n € N* donc u,, n’est pas diagonalisable .

© Xu, = Xv, donc x,, = (X —1)" 1.

o Donc Sp(vy,) = {1} et donc si v,, était diagonalisable sa matrice dans une base de diagonalisation serait
I,,+1 et ceci serait vrai dans toute base donc v,, n’est pas diagonalisable .

.1. On aVk € [0,n], deg(Qx) = k donc la famille (Q)
(Qk)0<k<n est une base de E,, .

o<hen ©St une famille de degrés étagés donc

2. o wp(Qo) =vp(Qo) — Qo = Qo — Qo donc wy,(Qo) =0 .

k-1 1 k—1 1 k—2 1 k—1
0 Vk =2, wn(@Qu) = on(Qu) = Qu =gy [T+ 1=5) = i TLX =) =gy TT (X =) = gy [L(X =)
~ H T -+ - =kt )] = T ) = gy T )

!
et, pour k=1, wp,(Q1) = (X +1)— X =1=0Q¢ donc Vk > 1, w,(Qx) = Qr—1 -

0 1 0 0
0 0 1
3. W, = 0| € Mui1(R)
o
0 0 0

4.  Onlit sur la matrice W,,: rg(W,,) = n, Qo € Ker(w,), Vk € [0,n—1], Qx € Im(w,,) donc Ker(w,) = R.Qq
et Im(w,,) = Vect(Qy)

0<k<n—1 "
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10.

5.  On a, par récurrence sur j, w (Qy) = {

Qr—j sij<k
0 sij>k

Puisque B est une base de E,,, VP € E,,, 3 !(ﬂk)0<k<n’ P=> 06kQr .

' n _ i« .
Onawi(P) = 32 fhwd(@Qy) = { 2= Q= SIS Do plug, 4(0) = {1 st
- J .. 0 sii>1.
k=0 0 slg>mn.
) B; sij<n
j . ,
Donc w}, (P)(0) {0 §j>n
k
Ainsi Vk € [0,n], Bx = wE(P)(0). Or wk = (v, —e,)F = > (—1)F7 (];)fufl car vy, et e, commutent. Et,
=0
k ‘
par récurrence facile, v4 (P)(X) = P(X + j) donc wF(P)(X) = > (—1)k~J (];)P(X + j). En évaluant en
=0

k
0, on obtient donc V& € [0,n], B, = 3 (=1)¥ 7 (") P(j) .
j=0

k
Et donc la base duale de B est B* = (Q}) j<p<,, avec Qi (P) = wy(P)(0) = Y (1) "M PG) .

o Selon la question [8.5], Vk € [0,n], w?™!(Q)) =0 donc w2 =4, .

© De la méme question on tire w?(Q,) = Qo -

Partie 11

Le théoréme de Cayley-Hamilton donne xf € Jy donc 7y | Xy -

On a, par récurrence sur k, VP € E, u*(P) = P®). Or, si P € E, alors deg(P) < n+1 donc P("+1) = 0.
Ainsi u Tt =6, .

De méme, u? (X™) = n! (en dérivant n fois).

Selon [1], un*! = @,, donc X"*! € J,, donc m,, | X"™! et donc Im < n+1, m,, = X™. Si on avait
m < n alors m,, | X™ donc u” = 6, mais ceci est faux selon [2]. Finalement, m, = X"*!.

Selon [I.10], w*! = 0, et w? # 0,, donc, comme ci-dessus, m,, = X"!.

To, | Xo, = xv, = (X —1)"" 1 donc 3m € [I,n+ 1], m, = (X —1)™ .

Donc (v, — e,)™ = 0, soit w* = 6, donc m,, | X™ et donc, vu le résultat de [2.4], m=n+1 .

Puisque deg(P) =m , on a a,, #0 .
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m m m moa: . m a; NG a; X
2. r(—i;,) = Y a;u! (me) = Y g™ = ¥ (X ) = > gmim = 1) (m —j +
’ j=0 ’ Jj=0 """ j=0 """ j=0 """
i 2oaj | xm UL a; _
Hxm=i=Y L __ml__ xym—jq XY =5 U xme
) Zml - ) oner (5r) = L gy

3.  Ainsir (%) # 0 donc r # 6 donc VP € R[X]\ {0}, P(u) # 6 donc J,, = {0} .

. 1. Soit P € J,, on a P(v) = 6 donc, par restriction a F,, stable par v, P(v,) = 6,, donc m,_ | P. Ceci donne
bien, avec le résultat de [3.2], Vn € N*, (X —1)"*1 | P .

2. DoncVneN* 3Q, € E, P=(X—1)""Q, donc deg(P) = n+1+deg(Q,). En prenant n > deg(P),
ceci donne deg(Q,) = —oo donc P = 0. Donc J, = {0} .

1. Soit Q@ =s(P)et R=s*(P),onaR(X)=Q(1-X)=P(1-(1-X)) = P(X) donc s* = e (s involution) .

2. Onadonc X?2—1 € J, et donc J, # {0}. Ainsi s a un polyndéme minimal 7 et g € {X+1,X—1,X2—1}.
Ors#ecar s(X)=1-X # X et, de méme, s # —e donc 7, = X? —let J, = (X2 —1).R[X] .

Partie IIT

—+00 m n m
exp(un) = Z R"r = z_: m—" ‘apres [I1.2.1]. On peut donner deux démonstrations de I’égalité de-

mandée :

e Premiére démonstration :
Montrons que exp(uy,) et v, coincident sur la base canonique (X*) :
0<k<n

k
(X5 = (X +1)F =Y ( ) Xk
vk € [0,n], kj
exp(un ) (X*) = z_:o T(n)'( ) = > me_k selon [11.4.2]

et donc v, = exp(uy,) -

e Deuxiéme démonstration :
IR oo pm(X)
La formule de Taylor en X appliquée & P € E donne P(X +h) = T

m=0
+o00 (m) 400 ..m
on obtient P(X +1)= Y P*m@ = %'Q

m=0 m=0

h™. En prenant h =1,

soit v, = exp(uy,)

n

2.1. Dapres [1.9.3], Vk € [0,n], un(Qk) = Y w (u,(Qx)) (0) Q;. Or uy, et v, commutent ([I.5]) donc u, et

=0

Wy, = vp—ey, également donc wi, (un (Qr)) = uy (wh(Qr)) = {Zn EOQ)k—j) : § i Z d’apres ([1.8.5]). Ceci

donne Vk € [0,n], un(Qr) = i un (Qr—j) (0) Q; soit Yk € [0,n], un(Qr) = i Un, (Qm) (0) Qr—m -

m=0
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0 sim =0,
2. Uy, (Qm) (0) _ le(o) — )I(ILHO Qm(X))E Qm(o) avec Qm(X)); Qm(o) — %mfl(X —j) sim> 1.
X#0 me Jj=1
0 sim =0,
Donc up, (Qm) (0) = (_lT)nLF1 sim>1
.. Eo(=1)mt )
3. Ainsi Vk € [0,n], u,(Q) = 2:21 47— Qr—m. D’autre part,
+oo (_1)m71 +oo ( )mfl

- (Un - en)m(Qk) =

m

_ k _1\ym—1
lTw:’;(Qk) = Z =y Qk—m selon [1.8.5].

m
=1

3
ﬂ‘

m=

—+o0 (_1)m71

. m . . .
Les deux endomorphismes de E,, u, et Y, i (vn — en) coincident sur la base B donc ils sont
m=1

+oo -1 m—1 m
égaux soit up, = Y % (vn — en) .

m=1

* ok %k
% %



